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MIMO 채널 대각화: 선형 검출 ZF, MMSE
MIMO Channel Diagonalization: Linear Detection ZF, MMSE 
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요  약  공간다 화 방식을 사용하는 MIMO 시스템은 다이버시티 기법을 사용하는 MIMO 시스템과 비교할 때 높은 

송률을 달성하지만 다이버시티 이득이 낮아 데이터 송 신뢰도를 높이기 하여 MIMO 수신단에서 공간정보스트림

을 분리해야한다. 본 논문에서는 격자부호에 의한 채  용량 검출 기법, 사용자 3인인 간섭채 과 선형검출기법인 

ZF(Zero Forcing)와 MMSE(Minimum Mean Square Error) 검  기법을 비교했다. 이때 채 은 Diagonal 채 이 된

다. 즉, Diagonal 채 은 [ ] [ ] [ ]1

N N NH H I− = 로 역행렬이 element-wise inverse로 Jacket 행렬의 성질을 만족함을 확인했다. 

Abstract  Compared to the MIMO system using the spatial multiplexing methods and the MIMO system using the 
diversity scheme achieved a high rate, but the lower the diversity gain to improve the data transmission reliability 
should separate the spatial stream at the MIMO receiver. In this paper, we compared Channel capacity detection 
methods with the Lattice code, the 3-user interference channel and linear channel interference detection methods ZF 
(Zero Forcing) and MMSE (Minimum Mean Square Error) detection methods. The channel is a Diagonal channel. 
In other words, Diagonal channel is confirmed by the inverse matrix satisfies the properties of Jacket are 
element-wise inverse to [ ] [ ] [ ]1

N N N
H H I− = .

Key Words : MIMO channel, Diagonalization, Linear Detection

Ⅰ. 서  론

MIMO 시스템에서 통신의 신뢰성을 증가시키는 다이

버시티 기법과 통신 용량을 증가 시키는 공간다 화 기

법이 있다.  다이버시티 송 기법은 송신단의 여러 안테

나가 동일 정보를 내포하는 신호를 송하고 신호가 여

러 경로의 독립 인 감쇄를 거쳐 수신단에 도착하면 수

신단에서 히 조합하여 데이터 송의 신뢰도를 높일 

수 있다. 다이버시티 송 기법은 다  경로 감쇄 채 에 

의한 성능 열화를 극복하나, 단일 안테나의 경우에 비해 

송 속도의 증 를 얻기 어렵다. 반면에 공간 다 화 

송 기법은 여러 송신 안테나가 각각 독립 인 정보를 내

포하는 신호를 송한다. 결과 으로 다수개의 가상 인 

SISO (Single Input Single Output) 채 을 형성하는 효

과를 얻게 하여 송 속도를 단일 안테나의 경우에 비해 

증 시킨다. 공간 다 화 송 기법은 송 속도를 높이

지만 다이버시티 이득이 낮아 데이터 송 신뢰도가 낮

다. 이와 같이 다이버시티 송 기법과 다 화 송 기법

은 각각 얻고자 하는 이득이 다르고, 신뢰도와 채  용량

을 동시에 크게 하기가 어렵다.

그러므로 MIMO 시스템에서 높은 송 속도를 달성

하고, 동시에 비트 오류 확률이 낮은 송 방식에 한 
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연구가 다양하게 진행되었다.[1,2,3]

본 논문 2장에서는 격자부호에 의한 채  용량 검출 기

법, 3장은 사용자가 3명인 간섭채 , 4장은 선형 검출 기법: 

ZF와 MMSE 그리고 5장은 결론 순으로 구성 하 다.

Ⅱ. 격자 부호에 의한 채널 용량

Norbert Wiener는 잡음이 존재하는 통신채 에서의 

신호 품질을 개선하는 Random Process의  MMSE 

필터링을 개발했고, C. E. Shannon은 정보의 부호화 문

제를 풀어 채  용량을 구했다. 이 두 사람은 MIT 

Charles강(river) 다리(bridge)에서가 아니라 MMSE 

Lattice 채  용량(5식)에서 만난다. 

이스라엘 Tel Aviv 학 Ram Zamir 교수는 2004년 

앞서 증명된 격자 부호의 채  용량(achievable rate)은 

부호의 길이가 ∞일 때, 체 구(sphere)가 아닌 얇은 구

형 쉘(shell)에서의 격자 부호의 길이 n이 무한 일 때 

격자 내의 구조와 칭성(symmetry)의 많은 부분을 손

실하여, 최  우도(ML: Maximum Likelihood) 복호를 통

해 수신된 신호와 가장 가까운 격자 안의 격자 (Lattice 

point)이 아닌 구 안의 격자 을 찾기에 이를 통해 결정

된 역은 격자가 본래 지니고 있던 기본 역으로 다르

다는 에 기인한다. 최  우도 복호는 부호의 경계 

(boundary)를 무시하고 수신한 신호와 가장 가까운 격자

으로 결정하기에 복호 과정에서의 격자의 칭성을 유

지할 뿐만 아니라 복잡도(complexity)를 여 다. 그러

나 격자 부호는 채  용량이 ( )1 log
2

SN R  이하일 때에만 신

뢰할 만한 송이 가능하며 낮은 신호  잡음비 역에

서  심각한 성능 하를 래한다. 심지어 신호  잡음

비가 1보다 작은 역에서는 채  용량이 0이다. 즉, 격자 

복호를 통한 최  채  용량은 ( )1 log
2

SNR 이다. 한, 

력 제한 채 을 
1 S N R
S N R
+

 이란 효과 인 잡음 수 의 제한

없는 모듈라-격자 가산성 잡음 채 로 변환함과 동시에 

최소 평균 제곱 오차(MMSE: Minimum Mean Square 

Error) 추정 원리를이용하여 신호  잡음비를 1만큼 증

가시켜 원래의 력 제한된 가산성 백색 가우시안 채

의    통신시 채  용량인 ( )1 log 1
2

SNR+ 을 달성할 수 

있음을 증명하 다.

격자 부호의 부호화/복호화 블록도는 그림 1과 같다

그림 1. 격자 부호의 부호화/복호화
Fig. 1. Encoding/Decoding of Lattice code 

α 로 수신 신호 y의 크기를 조정한 후, mod Λ 연산을 

취하면,

[ ]y y modα= Λ%

[ ] x z modα α= + Λ

[ ] x z - (1- )x modα α= + Λ        (1)

       

효과 으로 크기가 조정된 잡음

이제 효과 으로 조정된 잡음은 부호어에 종속되므로 

무시할 수 있고, 이의 분산값은 (2)와 같다.

2 2
EFFEC=α (1- )N N Pα+ (2)

최소 평균 제곱 오류 계수 α 는 (3)과 같이 최 화 된다.

α M M S E = P
N P+ (3)

(2)에 (3)을 입하면,

2 2
EFFECN =αMMSE N (1- αMMSE) P+

       
22

= 1 -P PN P
N P N P

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

    ( ) ( )

2 2 3

2 2= 2P P PN P
N PN P N P

− − +
++ +

    
( ) ( )

( )

22 2 3

2

2
=
P N P N P P N P P

N P
+ + − + +

+

    ( )

2 2 2 3 2 3 3

2
2 2 2= P N PN P N P P N P P

N P
+ + + − − +

+

    
( )

( )2

PN N P
N P

+
=

+

    
PN
N P

=
+         (4)

따라서,

E F F E C

1 1l o g l o g
2 2

P PC P NN
N P

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

+⎝ ⎠

  
1 1l o g l o g 1
2 2

N P P
N N
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠              (5)

양 방향 가산성 백색 가우시안 잡음 계 채 은 그림 

2와 같은 원리인데 양방향 교통 신호등 같은 scheme이

다. 그림 3의 시스템은 송수신이 이루어지는 동안 력이 
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P로 제한되고, 잡음 분산은 N으로 제어되고, 송 용량

은 R로 일정하다.

Trafic Lights Relay

그림 2. 양방향 도로의 교통 신호등 relay
Fig. 2. Traffic lights of a two-way street, relay

그림 3. 양 방향 가산성 백색 가우시안 중계 채널 시스템
Fig. 3. AWGN two-way relay channel-

symmetric system. 

별다른 조건이나 제약사항이 주어지지 않는다면, 시

스템의 송 용량의 상한은 (6)과 같다.

1 l o g 1
2

PR
N

⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ (6)

계단에서 w1과 w2를 복호한 후 w1 ⊕ w2를 송

한다면,  시스템의 송 용량은 (7)과 같다.

1 2l o g 1
4

PR
N

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠ (7)

계단에서 양자화된 y를 송신한다면,  시스템의

송 용량은 (8)과 같다.

1 lo g 1
2 3

P PR
N P N

⎛ ⎞= +⎜ ⎟+⎝ ⎠ (8)

중계단에서 w1 ⊕ w2를 복호한 후 재전송한다면, 위 시
스템의 전송 용량은 (9)와 같다.

1 1l o g
2 2

PR
N

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠ (9)

Ⅲ. 사용자가 3명인 간섭 정렬: 

Diagonal 채널 

선형 빔 형성 간섭정렬 기법의 핵심 아이디어를 살펴

보기 해 먼  사용자가 셋이고 (  ) 각 송수신단이 

두 개의 안테나를 사용하는 경우를 고려하자. 여기서는 

간섭정렬을 통해 각각의 사용자가 하나의 데이터 열을 

송하고 결과 으로 최 의 다 화 이득인 3을 달성하

는 방법에 해 설명한다. 그림 4는 최 의 다 화이득을 

달성하는 간섭정렬 기법에 해 보여 다. 각 송신단 i
는 크기가  2 1× 인 빔형성 행렬 iV 를 통해 하나의 독

립 인 데이터 열 iS 을 송하며 이때 각 수신단의 간섭

신호들은 정렬된다.[2,3,4,5]

그림 4. 사용자가 3명인 간섭 채널에서의 선형 빔 형성 
간섭정렬 기법

Fig. 4. Interference Alignment using Beamforming 
over 3 user Interference channel

먼  송신단 1과 3이 송한 신호가 수신단 2에서 정

렬되기 한 조건은 다음과 같다. 

21 1 23 3BD V D V= (10)

한, 송신단 1과2가 송한 신호가 수신단 3에서 정

렬되기 한 조건은 다음과 같다. 

32 2 31 1AD V D V= (11)
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, ,
1

    = ,      0,1, , 1

K

l k l k l l
k

l l l l L
=

= +

+ = −

∑r h s n

H s n L

마지막으로 송신단 2와 3이 송한 신호가 수신단 1에

서 정렬하기 한 조건은 다음과 같다. 

12 2 13 3D V D V= (12)

여기서 A와 B는 상수이다. 즉 요약하면 각각의 수신단에

서 간섭신호가 정렬하기 해서는 다음의 조건을 만족시

켜야 한다. 

12 2 13 3D V D V=       

  21 1 23 3BD V D V=        

31 1 32 2AD V D V=                 (13)

이 조건은 아래의 조건과도 동등하다. 

( ) 1
3 2 3 2 1 1 BV D D V−=

( ) 1
3 2 3 2 1 1 BV D D V−=       (14)

여기서 ( )1 1 1
1 21 23 13 12 32 31 1B AV D D D D D D V− − −=  이다. 1 BV 는 간섭신호

이고, 1 AV 는 보내는 신호이다. 의 조건을 만족시키기 

해 iV 를 행렬 1 AV 의 고유 벡터  하나로 설정하자. 그

러면 1 AV 와 2V , 3V 는 1V 의 값에 따라 자동으로 결정된

다. 이 게 각 송신단의 빔형성 행렬을 알맞게 고르면, 각 

수신단에서 원하는 신호는 1차원을 차지하는 반면 간섭

신호는 1차원을 차지하며, 원하는 신호와 간섭신호가 서

로 선형 으로 독립이 된다. (그림4 참조) 따라서 각 사용

자는 각 수신단에서 간섭신호를 제로포싱하여 다 화 이

득을 1만큼씩 얻을 수 있다. 

이러한 선형 빔형성 간섭정렬 기법을 통해 M N= 이고 

사용자가 3명인 간섭채 에서 최 의 다 화 이득인 

3 / 2M 를 얻을 수 있음이 밝 져 있다. M이 송신안테나수

가 2개이면 다 화 이득은 
3 2 3

2
×

= 이다. 여기서 M은 송

신안테나 수, N은 수신안테나 수이다.

결론 으로 그림 4와 같이 간섭신호는 원하는 신호에 

직교(orthogonal)하면 최상이 방법이다. 그 지 못하면 

서로 간섭을 정렬(alignment)해서 사이좋게 지내는 것이 

차선책이다. 즉, 간섭정렬 채 은 Diagonal이다.

Ⅳ. 선형 검출 기법: ZF와 MMSE

입력시스템 모델은 source K , 수신단 안테나 N 일 

때 수신단 벡터:

        (15)

1, 2 , ,, , ,
T

l l l K ls s s= ⎡ ⎤⎣ ⎦s L , L은 신호 시 스 크기, 채 은 

1, 2 , ,, , ,l l K l⎡ ⎤⎣ ⎦h h hL , 달 행렬 N K×  일 때 

zero-forcing에서 matched 필터는:

ˆ = H
m fs H r

     ( )= HH H s + n

         = H HH Hs + H n        (16)
HC = H H 로, 신호 측은  

    
ˆ ˆ- 1

z f m f
- 1 H

s = C s
    = s + C H n .            (17)

따라서

- 1
z fW = H C                

     ( )- 1H= H H H         (18)

이다. 즉, (18)식이 된다.

MMSE에서 신호 측은 다음과 같다.

Hˆ , 1,2, ,k ks k K= =w r L ,

k̂s 의 MSE는

2ˆM S E k k ks sε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦가 되고, 

1

M S E M S E
K

k
k =

= ∑

   
2ˆ   s sε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ,       (19)

이때 

[ ]1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , T
Ks s s=s L  

H  =W r       (20)

따라서,

 
2

mmse, ˆarg mink k ks sε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦W
W        (21)

라 하면

 
2

mmse ˆarg ε ⎡ ⎤= ⎣ ⎦W
W min s-s       

   mmse,1 mmse,2 mmse,     = , , , K⎡ ⎤⎣ ⎦w w wL        (22)

직교성 원리를 사용하여 W의 MMSE 해를 구하면, 

⎡ ⎤⎣ ⎦
H

rR = ε r r , ⎡ ⎤⎣ ⎦
H

r sR = ε r s  일 때

m m se
-1
r r sW = R R        (23)

이다. 

마지막으로 s의 MMSE 추정치는 m m s e m m s eˆ Hs = W r  에 

의해 주어진다. s와 n이 비상 이라면,
H

r s nR = H R H + R , r s sR = H R  이기 때문에 
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⎡ ⎤⎣ ⎦
H

sR = ε s s   일 때,

mmse +H -1
s n sW = (HR H R ) HR

        -1 H -1 -1 -1
n n s= R H(H R H + R )        (24)

이다.
2
sσsR = I 이고 0NnR = I 라 가정한다. 만약 SNR과 

2
0/s Nσ 이 증가한다면 MMSE 결합 행렬이 ZF 결합 행렬 

H - 1
z fW = H ( H H ) 에 근 한다. 이것은 2

sσsR = I 이고 

0NnR = I 일 때 
1 1 1

mmse n n s
− − −+H -1W =R H(H R H R ) [3] 식으로 부터 다음

과 같이 MMSE 결합 행렬을 다시 유도할 수 있다.

1 1
mmse 0 0 2

1

s

N N
σ

− − +H -1W = H(H H I)
 

  
0
2     
s

N
σ

+H - 1= H ( H H I )
      (25)

즉, 2
0/s Nσ → ∞ 일 때 mmse zfW = W 로 근 한다.

그림 5에서 ZF와 MMSE의 Bit Error와 Eb/No를 시뮬

이션 결과를 보 다. ML이 가장 우수한데 시스템의 복

잡도가 크다. MMSE가 ZF보다 성능이 좋다. 이유는 채

간의 상 계(correlation) 때문이다. 부분의 MIMO 

채 에서 effective 채  precoding을 사용하여 SISO로 

검출하고 있다. 한 선형과 비선형의 검출에서는 비선

형 기법이 우수하다.[2,3,4,5]

이때 
1
H 로 Diagonal channel이다. 즉 

1 H = I
H 이다.

 

Ⅴ. 결 론

최근 스마트폰의 격한 보 과 음성 주의 이동통

신 서비스가 무선 멀티미디어 콘텐츠를 심으로 하는 

데이터 주의 서비스로 변환되고 있다. 간섭 신호를 없

애기 해서는 직교(orthogonal) 방법이 최 이나 직교가 

안 될 경우는 간섭(Interference)을 정렬(alignment)하거

나 억 르든지 회피하는 방법이 있다. 간섭을 친구처럼 

같이 지내는 방법이 간섭정렬(Interference Alignment) 

기법이다. 이때 채 은 각(diagonal) 채 로 
1 H = I
H 이

다. MIMO 수신단 선형 검출 기법에서는 ZF와 MMSE를 

사용하는데 
1 H = I
H 로 재킷 행렬 성질을 만족한다. 재킷 

행렬은 Inverse가 Element-wise Inverse이다. 

그림 5. 16 QAM 4X4 MIMO 시스템의 BER 시뮬레이
션 결과

Fig 5. BER simulation results of 4X4 MIMO 
system with 16 QAM 
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