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파형 신호에 대한 다양체 임베딩의 위상학적 불변항의 

분석

Analysis of Topological Invariants of Manifold Embedding for 

Waveform Signals

한희일*

Hee-Il Hahn
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요  약  본 논문에서는 임의의 주기 인 상이나 특성은 상구조와 한 련이 있음을 추론하고 이를 실험 으로 

확인한다. 실험 상으로 주기  특성이 있는 다양한 악기음을 선택하여 이를 유클리드 공간에 임베딩하고 이로부터 호

몰로지 군을 계산하여 상특성을 분석한다. 이를 하여, 형신호에서 추출한 패치모음을 패치 그래 로 구성한 다음, 

표 인 다양체 학습 방식인 통근시간 임베딩 기법을 이용하여 기하구조로 변환한다. 스펙트럼이 시간에 따라 가변

인 형신호를 통근시간 임베딩할 때, 그에 따라 생성되는 기하구조는 변화하지만 그 신호 고유의 내재된 상구조는 

거의 변하지 않는다. 본 논문에서는 임베딩 데이터의 일부를 표본화하여 단순 복합체를 구성한 다음 이로부터 호몰로

지를 계산하여 임베딩 기하구조의 상특성을 분석하고, 이의 활용방안을 논의한다.

Abstract  This paper raises a question of whether a simple periodic phenomenon is associated with the topology 
and provides the convincing answers to it. A variety of music instrumental sound signals are used to prove our 
assertion, which are embedded in Euclidean space to analyze their topologies by computing the homology groups. 
A commute time embedding is employed to transform segments of waveforms into the corresponding geometries, 
which is implemented by organizing patches according to the graph-based metric. It is shown that commute time 
embedding generates the intrinsic topological complexities although their geometries are varied according to the 
spectrums of the signals. This paper employs a persistent homology to determine the topological invariants of the 
simplicial complexes constructed by randomly sampling the commute time embedding of the waveforms, and 
discusses their applications.
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Ⅰ. 서 론

상 공간 는 거리 공간 상에 존재하는 객체의 특성

을 악하기 해서는, 우선 그 객체에서 충분히 조 하

게 데이터들을 수집할 필요가 있다. 이러한 데이터를 처

리하기 한 방법으로 최근에는 이 데이터를 비선형 다

양체 의 으로 간주하여 이를 차원 공간으로 임베

딩함으로써 기하학 으로 차원을 이려는 다양체 학습
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(manifold learning) 기법이 활발히 연구되고 있다. 이들

의 표 인 로는 ISOMAP[10], LLE(locally linear 

embedding)
[8], 라 라시안 아이겐맵(Laplacian eigenmap)[1], 

통근시간 임베딩(commute time embedding)
[7,9] 등이 있

다. 특히, 통근시간 임베딩은 무작  행보(random walk) 

기반으로 유사도를 측정하여 두 노드 간의 최단거리 

신에 통근시간을 거리함수로 이용함으로써 동일한 클러

스터에 속한 노드 간의 통근시간은 작은 값을 갖는 반면

에, 서로 다른 클러스터에 속한 노드 간에는 매우 큰 값

을 가지는 특성이 있다. 이러한 특성으로 인하여 음성신

호나 오디오 신호와 같이 주기 인 신호에서 패치를 추

출하여 통근시간 임베딩시키면 패치들이 폐곡선 형태로 

매핑되는 상이 나타난다. 따라서 통근시간 임베딩을 

이용하면 그 신호에 고유한 기하구조를 생성할 수 있는 

특징이 있다. 생성된 기하구조가 주어지면 상학  기

법을 이용하여 그 고유의 연결특성을 분석할 수 있다. 

최근에는 지속  호몰로지(persistent homology) 이론
[4,12]의 등장으로 말미암아 가장 추상 인 수학분야로 알

려진 수  상수학을 신호처리 응용분야에 용시키

려는 기 연구가 시도되고 있다. 이들의 표 인 로, 

센서 노드의 불규칙한 분포로 인하여 특정 지역에는 센

서노드가  배치되지 않을 수 있는데, 이러한 역

(coverage hole)을 검출하는데 이용되거나[3], 다양한 특

성의 수많은 이미지에서 추출한 패치가 이루는 공간이 

클라인 병과 상 으로 동일함을 증명[2] 하는데 활용된 

바 있다. 

다양체 학습 기법을 이용하여 데이터들을 차원 공

간으로 임베딩함으로써 정보를 압축시키거나 클러스터

링하는 연구는 많이 진행된 바 있으나 임베딩 결과의 

역  특성을 분석하는 연구는 재까지 거의 발표된 바 

없다. 이와 같은 의미에서 본 논문의 특징과 기여는 다음

과 같이 요약될 수 있다. 첫째로, 본 논문의 목 은 임의

의 주기 인 상이나 특성은 상구조와 한 련이 

있음을 실험 으로 확인하는 작업이다. 신체의 리듬이나 

형신호 등, 찰 가능한 수많은 자연 상에서는 다양

한 형태의 주기 인 패턴이 나타난다[11]. 잡음이나 왜곡 

등, 다양한 원인으로 인하여 그 형태가 변형되면 이의 주

기성에 한 인식이나 분류는 쉬운 일이 아니다. 이러한 

문제는 그 상을 기하구조로 변환한 다음 상특성을 

분석함으로써 해결 가능하다. 이를 확인하기 하여 본 

논문에서는 주기 인 형신호를 이용한다. 즉, 통계  

특성이나 스펙트럼이 시간에 따라 가변 인 형 신호를 

다양체 임베딩할 때, 그에 따라 생성되는 기하 구조는 변

화하지만 그 신호 고유의 내재된 특성은 보존하고 있음

을 실험 으로 확인할 수 있다. 둘째로는, 호몰로지 이론

을 용하여 그 신호 고유의 내재된 특성은 다름 아닌 

상구조임을 실험으로 확인하 다.  

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 통근시간 

임베딩을 리뷰하고, 임베딩 데이터를 무작 로 표본화하

여 단순 복합체를 구성한 다음 이로부터 호몰로지를 구

하는 과정을 Ⅲ장에서 설명한다. Ⅳ장에서는 형 신호

에서 구한 통근시간 임베딩 결과에 하여 계산한 호몰

로지를 통하여 상구조를 분석하고 그 결과를 설명한다. 

마지막으로 Ⅴ장에서는 결론을 맺고 향후 연구 진행방향

에 하여 논의한다.

Ⅱ. 통근시간 임베딩 리뷰

1. 패치 그래프 구성

형 신호를 통근시간 임베딩하여 이의 상 특성을 

구하기 해서는 우선, 형신호에서 패치를 추출하여 

이를 그래 로 구성하여야 한다. 패치들을 모두 모은 패

치집합    ⋯이 차원 상의 비선형 다양체

를 이산화한 것으로 가정할 때, 다양체 의 두 이 서

로 근방에 치하면 이들 간의 측지거리는 유클리드 거

리로 근사화시킬 수 있다. 하지만 두 이 서로 멀리 떨

어져 있으면, 다양체의 곡률로 인하여 측지거리와 유클

리드 거리 사이에는 큰 오차가 발생하여 측지거리를 측

정하는 것이 사실상 불가능하다. 이러한 문제는 패치들

을 노드로 간주하여 그래 를 구성함으로써 해결할 수 

있다. 본 논문에서는 k-NN(k-nearest neighbor)방식을 

이용하여 가 에 가장 가까운   개의 인근 패치에 속

하거나 가 에 가장 가까운   개의 인근 패치에 속하

면 와 를 연결시킨다. 이 때, 패치 그래 에서 패치 

와   간의 가 치 는 다음과 같이 구한다[9].



















  

 

(1)

여기서,  ∥∥∥ ∥∥
 ∥으로 정의

된다.   는 그 크기로 정규화된 두 패치 와 
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  간의 거리를 나타내고,  는  ∙에 따른 

의 크기를 제어한다. 

2. 통근시간 임베딩

통근시간 임베딩은 데이터 집합 ⋯∈가 

주어질 때, 이들의 정보손실을 최소한으로 이면서 보

다 낮은 차원의  ⋯∈으로 변환시키기 

하여, 스펙트럼 그래  이론을 이용하여 한 맵을 구

한다[7,9]. 두 노드 와   간의 통근시간 는 랜

덤 워크가 에서 로 이동한 다음 다시 로 되돌아

오는데 소요되는 평균시간으로 정의된다. 그래 에서 최

단 거리(측지거리)와는 달리, 두 노드 간의 통근시간은 

이들을 연결하는 경로가 많을수록 감소한다. 두 노드 

와   간의 는 다음과 같이 구할 수 있다[7]. 

 †  †  † 
   

 †  
(2)

 식에서,   ⋯ ⋯ 
이고 

 † †    ⋯는  의 의사

(Moore-Penrose) 역행렬을 나타낸다. 여기서, 는 각 

원소가  


인 각행렬이다. 즉, 

 로 스펙트럼 분해될 때,  † †이다.  

   ⋯ 의 각 열벡터 는 의 고유벡터이

고 는 에 해당되는 고유값 을 각원소로 하는 

각행렬이며,  †는 의 의사 역행렬로서 다음과 같이 정

의된다. 


† 













≠ 

   
(3)

식 (2)의 는 다음과 같이 표 되는데, 

   
†   

   
  

(4)  

여기서   
 



,  으로 정의되고, 

   ⋯ 
 이다. 성

능향상을 위하여       으로 정규
화시키면 

 








⋯

 




(5)

으로 변경된다. 여기서,   이고 

   이다.  식 (4)를 찰하면 

는     상에서 두 벡터 간의 거리로 해

석될 수 있다. 즉, 를 식 (5)와 같이 임베딩하면 

는 임베딩 공간의 두 노드 와   간의 유

클리드 거리로 간주될 수 있는데, 이를 통근시간 거리라

고 부른다. 임베딩 공간의 차원은 노드 수에 따라 증가하

므로  허용오차 범  내에서 차원을 로 이면 다음과 

같이 통근시간 임베딩을 정의할 수 있다
[9]
.

  








⋯ 

   




(6)

여기서, 고유값 는 다음과 같이 정렬되어 있다고 가정

한다.

   ≤  ≤⋯≤    (7)

Ⅲ. 호몰로지

1. 단순 복합체

  은 상 는 거리 공간이고 ⊂  가   에서 

표본화된 유한개 의 집합이라고 가정한다. 일반 으로 

각  간의 거리가 정의되면 유클리드 공간에 각 의 좌

표를 지정함으로써 유클리드 거리 공간을 생성할 수 있

다. 즉,    →가 연속 임베딩 함수를 나타낼 때, 

⊂를 이용하여 라미터 공간 의 상

특성을 악하는 것이 본 논문의 핵심 인 주제이다. 

⊂에서 유한개의 을 조 하게 얻을 수 있다고 

가정하면 이들의 으로부터 의 상 정보(topological 

invariants)를 구할 수 있다. 여기서 의 집합을 

PCD(point cloud data)라고 부른다. 의 상 정보를 구

하기 해서는 PCD로부터 체크() 복합체

(complex)나 보다 계산이 간편한 립스(Vietoris-Rips) 복

합체 등을 구성하여야 한다. 를 들어 립스 복합체 

에서는 들의 부분 집합   ⋯ 에

서 각 의  ∈  간의 거리   ≤ 이면 

는 심 스를 스팬한다고 정의한다. 를 들어, 
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 에서  ≤ 이면 는 와 를 잇는 

에지(심 스)가 되고,    에서 각 의 

  ∈에 하여  ≤ 이면 삼각형 면

(심 스)이 된다. 이 때,   ′이면 

→′인 포함 계가 성립한다. 따라서 이 

단순 증가하는 값을 갖는 수열이 되도록 를 구성

하면 복합체 열(persistence complex)을 얻을 수 있다. 여

기서 복합체 열은 의 열, 사슬(chain)과 경계

(boundary) 사상 등의 집합체 등을 말한다
[4,12].

2. 호몰로지

주어진 기하공간의 상구조를 알기 해서는 일반

으로 상동형(homeomorphism)을 계산하여야 하지만 

이는 매우 어려운 작업이므로 이의 안으로 호몰로지를 

수 으로 구하는 것이 보편 인 선택이다. 여기서 

상동형의 개념은 기하구조를 찢거나 이어 붙이지 않고 

단순히 늘이거나 휘게 하는 과정을 통해서는 상구조가 

변하지 않음을 의미한다. 호몰로지 이론의 수학  정의

는 다음과 같이 요약될 수 있다. 주어진 단순 복합체 

∈에 하여,  사슬 군(chain group)  , 

≤ ≤ 는 기 원소로 심 스를 이용하여 구성

된다. 의 원소인 사슬은 덧셈에 닫  있는 아

벨 군(Abelian group)으로서 본 논문에서는 그 계수로 정

수()를 이용한다. 를 들어,    상의 복합체에서는 

 ,  , 만이 비자명 군(nontrivial group)

이다. 경계 사상(boundary map)   →는 

사슬   ⋯에 다음과 같이 정의되는데, 

 


 ⋯⋯ (8)

여기서, ⋯⋯ 는 가 제거된 사슬

을 나타낸다. 이러한 경계 사상은 사슬 군을 다음과 같이 

사슬 복합체로 연결시키는 역할을 한다.

 ⋯
















 (9)

의 커  은 그 경계가 인 사슬을,   의 

치역 는 사슬의 경계인 사슬을 각각 나

타낸다. 순환(cycle)은 의 원소인 사슬이

고 경계(boundary)는 의 원소인 사슬

이다. 순환 군 와 경계 군 는 의 부분군

(subgroup)으로서  ⊆  ⊆인 계가 있다[12]. 

호몰로지 군 는 인 상군(quotient group)

으로 정의되는데, 의 랭크(rank)를 복합체 의 베

티 수(Betti number)라고 한다[4]. 를 들어, 임의의 순환 

∈는 의 한 원소인 동등류(equivalence 

class)  에 속하고, 두 개의 순환  ∈가 

의 동일한 원소로 매핑되면, 즉,    이면 과 

는 동일한 홀(hole)을 감싼다.   이면, 순환 

는 축약가능(contractible)하다고 말하는데, 어떠한 홀도 

감싸지 않으며 의 원소가 된다. 

기하구조의 연결성에 한 모든 정보를 명확히 알면 

호몰로지를 이용하여 그 구조의 상특성을 구할 수 있

다. 하지만, 어떤 기하구조에서 무작  표본화된 데이터

로 간주된 PCD로 주어지면 그 내부의 각 이 어떻게 연

결되어 있는지 정확히 알 수 없으므로 호몰로지를 바로 

용하는데 어려움이 발생한다. 공간의 연결성이 상구

조를 결정하므로 PCD 내의 각 의 연결성을 히 지

정해 주어야 한다. 이를 하여 지속특성(persistence) 개

념이 도입된다. PCD 외에 별 다른 정보를 알지 못하면 

최 의 을 찾는 것은 사실상 불가능하다. 따라서 이 단

순 증가하는 값을 갖는 수열이 되도록 을 구성하

여 복합체 열(persistence complex)을 얻은 다음, 이로부

터 호몰로지의 추이를 찰하면 상구조를 추론할 수 

있는데, 이 기법을 지속  호몰로지라고 부른다. 지속  

호몰로지를 구하기 해서는 에서 설명한 방법으로 복

합체 열    ⊆  ⊆⋯⊆   을 구하여

야 한다. 지속  호몰로지란 복합체 열을 따라 계산한 호

몰로지를 말한다. 여기서 심 스 ∈의 필트 이션

(filtration) 인자를 ∈ 를 만족시키는 인자 의 최소

값으로 정의한다. 심 스 가 차원 홀을 필트 이션 

인자 에서 생성하고 에서 소멸시킬 때, 그 구간  

을 차원 홀의 지속구간(persistence)이라고 부른다. 

 의   지속구간 차원 호몰로지 군은 다음과 같이 정

의되는데[12],


 

 ∩





(10)

여기서,    이고, 

는  의 순환 군을, 


  

는   의 경계 군을 각각 나타낸다. 본 논



The Journal of The Institute of Internet, Broadcasting and Communication (IIBC)

Vol. 16, No. 1, pp.291-299, Feb. 29, 2016. pISSN 2289-0238, eISSN 2289-0246

- 295 -

문에서 지속  호몰로지는 각 지속구간을 수평 막 의 

집합으로 그래 화시킨 바코드로 표 한다.

Ⅳ. 통근시간 임베딩의 위상 특성 분석

본 실험에 앞서, 표 인 주기신호인 정 와 비주

기신호인 처 신호(chirp)에 하여 통근시간 임베딩을 

수행함으로써 그 특성을 알아본다. 그림 1은 700개의 표

본으로 구성된 정 와 처 신호에서 25차원 벡터 크기

의 패치를 최 한 겹치도록 676개 추출하여 패치 그래

를 구성한 다음, 식 (6)을 이용하여 통근시간 임베딩한 결

과를 각각 보여 다. 이 그림에서는 각 패치에서 그 이

던트 벡터의 크기를 각각 구하고 이를 오름 차순으로 정

렬하여 간 값보다 작으면 란 으로, 크면 빨간 으

로 나타낸다. 즉, 란 은 부드러운 주  역의 패치

에 해당되는 반면, 빨간 은 고주  역을 나타낸다. 

에서 설명한 바와 같이, 비주기 신호의 통근시간 임베딩

이 그림 1(b)와 같이 유클리드 공간에서 열린 곡선의 형

태를 갖는 반면, 주기 인 신호의 임베딩은 그림 1(a)와 

같은 고리 형태의 폐곡선 기하구조임을 확인할 수 있다
[5,6]. 그 이유는 주기 신호의 각 은 주 에 항상 인근 

들이 존재하기 때문이다. 

   

(a) (b) 

  

그림 1. 정현파와 처프 신호에 대한 통근시간 임베딩
        (a) 정현파 신호, (b) 처프신호
Fig. 1. Commute time embedding of a sinusoidal 

and a chirp signal 
(a) Sinusoidal signal, (b) Chirp signal 

하지만, 모든 임베딩 방식이 이와 같은 특성을 갖고 있

지는 않다. 를 들어, 표 인 선형 임베딩 방식인 주성

분 분석을 정 와 처 신호에 각각 용하면 그림 2에 

제시한 바와 같이 통근시간 임베딩의 결과에 비해 에

지 집 도가 매우 낮고 상 으로 의미 있는 구조를 생

성하지 못한다. 따라서, 주성분 분석은 주기 인 상과 

상구조의 련성을 악하고자 하는 본 논문의 목 에 

부합하지 않는다. 이와 같은 이유로 본 논문에서는 통근

시간 임베딩을 채택한다. 

   

(a) (b)

그림 2. 주성분 분석을 이용한 정현파 신호와 처프신호의 임베딩
        (a) 정현파 신호, (b) 처프신호
Fig. 2. Embedding of a sinusoidal and a chirp 

signal using a principal component 
analysis 
(a) Sinusoidal signal, (b) Chirp signal 

비주기 신호의 통근시간 임베딩 구조인 열린 곡선의 

호몰로지 군은 자명 군(trivial group)이므로 본 논문에서

는 주기 인 신호에 해당되는 폐곡선 형태의 임베딩에 

해서만 그 상특성을 분석한다. 이해를 돕기 한 선

행 연구로 표 인 주기 신호인 정 를 로 들어 설

명한다. 그림 1-(a)의 통근시간 임베딩 데이터를 PCD로 

간주하여 이로부터 100개의 을 무작  표본화하고, 

을 0부터 5까지 15 등분하여 이에 따른 15개의 립스 복합

체로 구성된 열(persistence complex)을 생성한다. 그림 

3은 그 에서 세 개의 립스 복합체를 보여 다. 이 열로

부터 지속  호몰로지를 계산하여 구한 베티 수는 그림 

4에 호몰로지 바코드로 제시한다. 

그림 3에서 알 수 있는 바와 같이,   일 때에는 립

스 복합체가 여러 개의 연결성분으로 구성되어 있어서 

그림 4(a)에 그 수에 해당되는 수평 막 가 나타나지만, 

 ≥ 에서는 모든 성분이 연결되어 단일 객체를 이룬다. 

복합체의 0차원 베티 수는 그 연결성분의 개수를 나타내

므로 그림 4(a)를 찰하면  ≥ 일 때 복합체가 단일 

성분임을 알 수 있다. 복합체의 일차원 베티 수가 폐곡선 

구조의 개수를 나타내는 바, 그림 4(b)는 복합체가 연결 

구조화되면서 일차원 베티 수가 1이 됨을 보여 다. 이 

복합체에서 면으로 둘러싸인 홀은 존재하지 않으므로 이

차원 베티 수는 항상 0이다. 따라서, 이 복합체 의 호몰

로지 군은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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(11)

  

         (a)                  (b)                 (c)

그림 3. 정현파 신호의 통근시간 임베딩을 표본화하여 구한 립
스 복합체 열 

        (a)    , (b)   ,   (c)   
Fig. 3. Rips complexes constructed by random 

sampling the commute time embedding 
of a sinusoidal signal, where  is 
selected as: 

        (a)    ,  (b)   ,  (c)   

         

                      (a)          (b)         (c)

그림 4. 정현파 신호의 통근시간 임베딩에 대한 립스 복합체 
열(≤ ≤ )로부터 구한 호몰로지 바코드   (a)  
0차원 베티 수,   (b) 1차원 베티 수,  (c) 2차원 베
티 수

Fig. 4. Persistence barcodes corresponding to 
the Rips complexes (≤ ≤ ) 
constructed from the commute time 
embedding of a sinusoidal signal 

        (a)  0th Betti number, (b) 1st Betti number, 
(c) 2nd Betti number

이상에서 비주기 신호의 통근시간 임베딩이 유클리드 

공간에서 열린 곡선의 형태를 갖는 반면, 주기 인 신호

의 임베딩은 고리 형태의 폐곡선 기하구조임을 확인하

고, 호몰로지를 이용하면 신호의 주기/비주기 특성을 

수 으로 결정할 수 있음을 보여 주었다. 다음에서는 주

기  특성이 강한 악기음을 상으로 이들의 상구조를 

분석하고 이들의 역  특성을 논의한다.

 

1. 현악기 음의 위상 특성

통근시간 임베딩을 이용하면 형신호를 기하 구조로 

변환시킬 수 있음을 이  연구에서 확인한 바 있다
[5]. 그

림 5는 바이올린, 비올라, 첼로 등의 악기 음에서 1,500

개 샘  길이의  형을 무작 로 추출하여 구한 통근시

간 임베딩 결과를 나타낸다. 

(a)
  

(b)
  

(c)

그림 5. 현악기 음의 스펙트럼 변화에 따른 통근시간 임베딩의 
변화  (a) 바이올린, (b) 비올라, (c) 첼로

Fig. 5. The variation of commute time 
embedding as the spectrum of the string 
instrumental sounds changes  (a) Violin, 
(b) Viola, (c) Cello

그림 5에서 확인할 수 있듯이, 악기 별로 각 세그멘트

의 스펙트럼 변화로 인하여 임베딩 결과는 서로 다른 형

태를 갖고 있지만, 그림 1(a)에 제시한 정  신호의 임

베딩과 유사한 기하 구조를 갖고 있다. 즉, 악기 별로 스

펙트럼에 따라 임베딩은 어느 정도 변하기는 하지만 

악기음 고유의 기하구조는 유지하고 있음을 알 수 있다. 

이들의 상 특성을 확인하기 하여 1,476개의 임베딩 

데이터로부터 150개의 을 무작 로 표본화하여 립스 

복합체 열을 구성한 다음 지속  호몰로지를 구한다. 그

림 5의 모든 임베딩에 하여 호몰로지를 구한 결과, 

상한 바와 같이 그림 5(b)의 간에 치한 임베딩을 제

외하고는 모두 차원과 일차원 베티 수가 각각 1로 수렴

하여 이들의 상 특성이 기본 으로 동일함을 확인하

다. 를 들어, 그림 5(c)의 좌측에 나타낸 첼로 음의 임
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베딩에 한 호몰로지 바코드는 그림 6에 제시한 바와 같

다. 이 바코드를 통하여 호몰로지 군은 식 (11)과 동일함

을 알 수 있다. 악기 음의 임베딩에 한 상특성은 

기본 으로 정  신호의 경우와 동일한데, 이는 악

기 음의 속성이 정 임을 상 으로 해석할 수 있

음을 의미한다.

   

                    (a)          (b)         (c)

그림 6. 첼로 음 신호의 통근시간 임베딩(그림 5(c)의 좌측)에 
대한 립스 복합체 열(≤ ≤ )로부터 구한 호몰
로지 바코드.  (a)  영차원 베티 수,   (b) 일차원 베티 
수, (c) 이차원 베티 수

Fig. 6. Persistence barcodes corresponding to 
the Rips complexes (≤ ≤ ) 
constructed from the commute time 
embedding of a cello instrumental sound 
signals, as given in the left of Fig. 5(c). 
(a) 0th Betti number,  (b) 1st Betti number,  
(c) 2nd Betti number

2. 관악기 음의 위상 특성

악기 음의 경우와 동일한 방법으로 룻, 호른 등의 

악기 음에서 형을 추출하여 구한 통근시간 임베딩 

결과를 그림 7에 제시한다. 악기 음의 임베딩이 부분 

한 개의 폐곡선 구조를 갖는 단순한 모습인 반면, 악기 

음의 임베딩은 두 개 는 그 이상의 폐곡선 구조가 연결

되거나 분리된 형태를 보인다. 스펙트럼의 안정구간에서 

추출한 형 세그멘트는 주기 이어서 이의 임베딩은 선

명한 폐곡선 구조를 갖는데 비해, 그림 7(b)의 좌측에 

치한 임베딩에서와 같이 과도구간에 치한 세그멘트는 

주기  특성이 하되어 임베딩하면 곡선의 구조가 명확

하지 않을 뿐만 아니라 그 에 많은 들이 잠음처럼 흩

어져 있는 모습을 볼 수 있다. 차원 베티 수가 연결 성

분의 수를 나타내므로 그림 7(c)의 간에 치한 임베딩

은 차원 베티 수가 2이지만 그 외의 임베딩은 1의 값을 

갖는다.

(a)

(b)

(c)

그림 7. 관악기 음의 스펙트럼 변화에 따른 통근시간 임베딩의 
변화 

        (a) 플룻, (b) 클라리넷, (c) 호른
Fig. 7. The variation of commute time 

embedding as the spectrum of wind 
instrumental sounds changes (a) Flute, 
(b) Clarinet, (c) Horn

그림 8은 그림 7(a)의 좌측에 제시한 룻 음의 임베딩

에 한 호몰로지 바코드를 보여 다. 이 바코드를 통하

여 호몰로지 군은 다음과 같이 구할 수 있다.

 
 ⊕
 

(12)

본 실험 결과를 정리하면 다음과 같다. 형 신호를 통근

시간 임베딩하면 그 신호의 특성에 따른 기하 구조를 생

성하는 바, 이로부터 립스 복합체를 구성하여 호몰로지

를 구하면 비주기 신호의 일차원 베티 수가 0 인 반면, 주

기 신호 는 의사 주기 신호의 일차원 베티 수는 1 이상

의 값을 가지므로 이들을 쉽게 구별할 수 있다. 한, 

악기 음과 악기 음의 상구조는 서로 다름을 실험으

로 확인하 다. 이는 악기 음과 악기 음이 별개의 두 

상공간에서 추출한 표본이라고 가정할 때에 이들의 

상공간이 서로 다르므로 악기 음과 악기 음은 완

히 다른 부류에 속한다고 볼 수 있어서 상정보가 이들

을 분류하는데 매우 요한 특징정보로 활용될 수 있을 

것으로 기 된다.
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                   (a)         (b)         (c)

그림 8. 플룻 음 신호의 통근시간 임베딩(그림 7(a)의 좌측)에 
대한 립스 복합체 열(≤ ≤ )로부터 구한 호몰
로지 바코드.  (a)  0차원 베티 수   (b) 1차원 베티 
수    (c) 2차원 베티 수

Fig. 8. Persistence barcodes corresponding to 
the Rips complexes (≤ ≤ ) 
constructed from the commute time 
embedding of a flute instrumental sound 
signals, as given in the left of Fig. 7(a). 
(a)  Betti number (b)  Betti number  
 (c)  Betti number

 

Ⅴ. 결 론 

본 논문에서는 임의의 주기 인 상이나 특성은 

상구조와 한 련이 있음을 실험 으로 확인하기 

하여 표 인 의사주기신호인 악기음을 채택하 다. 

형신호에서 패치를 추출하여 이를 통근시간 임베딩하면 

형신호의 특성에 따른 기하구조를 생성할 수 있는데, 

임베딩 결과는 그 신호에 고유한 기하구조를 보존하고 

있음을 확인하 다. 하지만, 생성된 기하 구조로부터 유

용한 정보를 추출해 내는 것은 쉬운 일이 아니다. 이를 

해결하기 한 기  연구로 본 논문에서는 임베딩 기하

구조로부터 지속  호몰로지를 구하여 이들의 상 특성

을 분석하는 기법을 제안하 다. 

주기 인 자연 상이라 하더라도 악기음 신호에서와 

같이 부분 시간에 따라 가변 인 특성을 갖는다. 따라

서, 이러한 상을 상 으로 분석하기 해서는 PCD

를 동 으로 추출하여야 할 필요가 있다. 향후에는 시간

에 따른 상구조의 동  변화를 분석하기 한 연구를 

진행할 계획이다.
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