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I. 서 론

개념의 이해에 관한 문제는 수학뿐만 아니라 

모든 교과의 담론에서 화두이며 끝없는 논의와 

연구의 대상이 되어왔다. 개념의 이해에 관한 문

제가 모든 교과에서 화두이면서 논의와 연구의 

대상이 되는 이유는 한 개념을 형성하는 과정이 

인류의 사회 문화적 측면에서든, 개인의 심리적 

인지적 측면에서든 어렵기 때문이며, 어려운 개

념 형성의 과정을 거쳐서 하나의 개념으로 형성

되면 형성된 개념은 그 개념을 이용하여 자연현

상 또는 사회현상을 분석하는 강력한 도구로써

의 역할을 하기 때문이다.

사회 문화적 측면에서 인류가 어떤 한 개념을 

형성해 온 과정을 살펴보면 인류는 기존에 형성

된 개념으로부터 새로운 개념을 형성하기 위하

여 수세기 동안 수많은 시행착오와 실험을 해왔

고 이를 통하여 기존의 개념을 수정하고 확장해 

왔다. 일례로 인류는 음수와 허수의 개념을 받아

들이기 위하여 수세기에 걸쳐 수 개념에 대한 

논쟁(Sfard, A. 1991, Linchevski, L. & Williams, J.

1999, Gallardo, A. 2001, 최병철 2006)을 벌여야 

했고, 그러한 논쟁을 통하여 기존의 수의 개념을 

수정하고 확장하여 수 체계로서 그것을 공리적

으로 받아들이게 되었다. 그렇게 형성된 음수와 

허수 개념은 일상생활에서 날씨의 정보를 표현

하는 데는 물론 전자기현상을 연구하는데 필요

대한수학교육학회지 수학교육학연구 제 26 권 제 1 호
Journal of Educational Research in Mathematics
Vol. 26, No. 1, 23 ~ 45. Feb 2016

질량중심 개념의 구조적 개념 형성에 관한 연구

최 병 철*

우리가 어떤 한 개념을 형성하면 우리는 그 개념을 이용하여 어떤 사회 현상 또는 자

연현상을 분석할 수 있는 힘을 갖게 된다. 그러나 어떤 대상에 대한 한 개념을 형성하

는 것은 쉬운 일이 아니다. 한 개인이 어떤 개념이든 그 개념을 이해하는 과정은 실로 

험난한 정신적 여정이다. 이런 이유로 개념의 이해에 관한 문제는 교육에서 늘 연구의 

대상이 되어왔다.
우리는 개념에 대한 선행연구를 통해 개념이 이중적 본성 즉, 조작적 특성과 구조적 

특성을 갖고 있음을 알게 되었다. 또한 한 개념은 조작적 개념에서 구조적 개념으로 발

전한다는 것을 이전 연구에서 발견할 수 있다. 그러나 어떤 한 개념의 이중적 본성을 

안다는 것은 매우 어려운 일이며 특히 학생들이 한 개념의 구조적 개념을 이해하였는지 

알기는 더더욱 쉽지 않다.
이에 본 연구에서는 질량중심의 개념에 대한 조작적 특성과 구조적 특성을 알아보고,

학생들이 질량중심 개념에 대하여 그 개념을 조작적 접근을 통하여 구조적 개념으로 어

느 정도 형성하게 되는지 검사와 면담을 통하여 분석하고자 한다. 또한 이러한 분석을 

통하여 한 개념에 대한 구조적 개념을 형성하도록 하기 위해서 무엇을 해야 하는지 그 

함의하는 바를 찾고자한다.
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한 파동방정식을 구하는데 없어서는 안 될 개념

이 되었다.

인류가 형성한 개념들을 아동은 어떻게 획득

하는가? 아동이 개념을 형성하는 과정 역시 많

은 시행착오와 경험과 학습을 통하여 이루어지

게 되는데 이때 형성된 개념이 새로운 개념을 

형성하는데 전제조건으로 작용한다.

개념에 대한 여러 선행 연구 중에 Sfard는 개

념이 갖고 있는 이중적 본성에 주목하였다. 그녀

에 의하면 개념은 조작적 특성과 구조적 특성을 

동시에 가지고 있다(Sfard, 1995). 또한 기존에 형성

된 한 개념은 조작적 개념에서 구조적 개념으로 

전이되며 다시 구조적 개념은 조작적 개념으로 

작용을 하여 새로운 개념인 구조적 개념이 되는 

반복적인 과정을 거쳐 개념이 발전하게 됨을 강

조하고 있다. 이러한 개념 발달의 연쇄는 

Case(1988)의 연구에서도 확인할 수 있는데 그 

차이는 Case는 개념을 변수1)의 측면에서 접근하

고 있는 반면 Sfard는 개념을 조작과 대상의 관

점에서 보고 있다는 것이다.

Case는 연령에 있어서 유아나 저학년 학생들

을 대상으로 이전 개념이 어떻게 수정되고 확장

되는지를 발달의 측면에서 다루고 있는데 Case

의 연구에서는 고학년의 학생들의 개념 형성 과

정이 복잡하기 때문에 더 많은 변수를 다루어야 

하는 어려움이 발생한다. 이에 반해 Sfard의 개

념에 대한 관점은 개념의 발전을 조작적인 특성

에서 구조적인 특성으로의 전이에 두고 있기 때

문에 고학년 학생들의 개념 발달 과정을 파악하

는 데에 용이하다.

본 연구는 개념이 조작적 측면에서 구조적 측

면으로 발전한다는 Sfard의 관점에서 한 개념의 

조작적 측면과 구조적 측면을 살펴볼 것이다.

이를 위한 특정한 개념으로 질량중심을 연구의

대상으로 선정하였다. 그 이유는 다음과 같다.

먼저 질량중심 개념은 중학교 2학년 수학과 

교육 과정에서 삼각형의 무게중심 개념으로 처

음 도입되는 개념인데 학생들은 그 개념을 올바

르게 형성하지 못하고 있다는 것이다2). 그 원인

을 찾는 것은 교수학적으로 매우 유의미한 일일 

것이다.

둘째, Sfard는 개념의 발달이 조작적 특성에서 

구조적 특성으로 진행한다고 하였는데 고등 개

념에 있어서도 그와 같은 특성을 발견할 수 있

는가이다. 질량중심 개념은 회전력과 적분 개념

을 요구하는 고등개념이며 추상적인 개념 중 하

나로 대표될 수 있다.

셋째, 질량중심 개념의 구조적 개념 형성에 대

한 연구가 한 개념에 대한 구조적 개념 형성을 

위한 교수 학습 지도에 어느 정도 방향성을 제

시해줄 수 있다는 것이다.

이러한 이유로 본 연구에서는 질량중심 개념

이 어떻게 조작적 측면과 구조적 측면에서 이해

될 수 있는지 살펴보고자 하며, 학생들이 질량중

심 개념에 대하여 그 개념을 조작적 접근을 통

하여 구조적 개념으로 어느 정도 형성하게 되는

지 검사와 면담을 통하여 분석하고자 한다. 또한 

이러한 분석을 통하여 한 개념에 대한 구조적 

개념을 형성하도록 하기 위해서 무엇을 해야 하

는지  그 함의하는 바를 찾고자한다.

1) Case(1988)는 지렛대의 균형이 무게와 거리에 의존하는 관계를 4세의 아동은 개별적으로 인식하는 반면 
10세의 아동은 통합적으로 인식한다고 본다. 이때 무게와 거리는 변수로서 아동은 처음에 두 변수를 개
별적으로 인식하다가 일정한 연령이 되면 통합적으로 인식하게 된다고 보고하고 있다. 이러한 과정은 다
음 수준에서 다른 변수에 대하여 각각을 인식하다가 다시 통합적으로 인식하는 과정이 반복된다는 이론
을 제시하였다.

2) 홍갑주(2005)의 연구는 학생들이 도형의 무게 중심 개념을 올바르게 형성하지 못하고 있음을 보여주고 
있고, 본 논문의 실험결과에서도 그것을 확인할 수 있다.
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Ⅱ. 이론적 배경

인간은 태어나면서부터 생물학적 발달과 함께 

주변 환경의 접촉과 상호작용을 통하여 인지적 

발달을 한다. Piaget의 인지발달이론에 의하면 아

동은 주변 환경, 즉 외부환경과 끊임없이 접촉하

며 조작을 하고 그 조작이 인지구조에 변화를 

수반하여 인지 발달을 하게 된다. 인지 구조의 

변화는 동화와 조절을 통하여 이루어지는데 동

화와 조절에 의하여 지식이 내면화되면서 개념 

형성이 되는 것이다(우정호, 2000). Piaget의 이론

에서 개념 형성의 핵심은 조작이다. 이후 개념 

형성에 대한 많은 이론은 Piaget의 이론에 근거

하여 발전하였으며 개념이 조작에 의해서 형성

된다는 것을 뒷받침해주고 있다. 이와 함께 이후 

연구에서는 조작에 의한 인지 발달이 학습에 의

해 촉진된다는 것을 밝히기도 하였는데,

Case(1988)는 4세에서 10세까지의 아동을 대상으

로 여러 가지 개념에 대한 발달 과정을 연구하

는 중에 학습이 개념 발달을 촉진한다는 것을 

밝히고 있다.

학습이 개념 발달을 돕는다는 것이 알려지면

서 많은 연구는 학습을 통하여 어떻게 개념을 

발달시킬 수 있는가에 대한 연구에 집중하게 되

었다. 연구를 통하여 많은 사실들이 하나씩 알려

지기 시작하였는데, 공통적으로 개념이 형성되기 

위해서는 조작이 선행되어야 한다는 것과 개념의 

발달은 기존의 개념 위에서 형성되어야 한다는 

것이다(Case, 1988, Davis, B., &Maher, A.1997).

즉, 개념의 발달은 기존의 개념 위에 조작 가능

한 요소를 제공할 때 이루어지게 되는 것이다.

이 조작 가능한 요소는 기존의 개념을 수정 혹

은 확장할 수 있는 것이어야 한다(Case, 1988).

개념발달이 기존의 개념 위에 그 개념을 수정 

혹은 확장할 수 있는 조작 가능한 요소를 투입

함으로써 이루어진다면 수정 혹은 확장된 개념

은 어떤 형식일까? 이 질문은 Sfard(1991, 1994)

에 의해서 연구되었다. 그녀는 개념 자체가 조작

적 특성과 구조적 특성을 모두 갖고 있는 이중

적 본성이 있음을 간파하였다. 우리의 인지구조

에 개념은 Piaget의 의미에서의 조작에 의해 형

성되지만 조작에 의해 형성된 개념은 조작적 개

념이 아닌 새로운 형식의 개념, 즉 구조적 개념

으로 구성된다는 것이다.

본 연구는 Sfard의 구조적 개념이 개념발달에 

있어서 핵심이라 보며 이에 Sfard의 관점에서 개

념의 구조성을 살펴볼 것이다.

1. 구조적 개념의 특성

Sfard에 있어서 개념은 구조적인 개념과 조작

적인 개념으로 구분되며 이 구분의 기준은 개념

을 형성하는 개체들을 하나의 대상으로서 통합

된 전체로 보느냐 아니면 개체들 각각을 참조하

며 동적이고 순차적이고 절차적인 과정으로 보

느냐이다.

당신이 과 같은 대수식을 볼 때 당

신은 무엇으로 보는가? 그것은 경우에 따라 다

르다. 어떤 상황에서 당신은 아마 이것을 계산

과정의 서술이라고 말할 것이다. 는 

다음과 같은 지시 절차이다. 어떤 수에 5를 더

하고 그 결과를 3을 곱해서 1을 더해라. 또 다

른 상황에서는 다르게 느낄 것이다. 

는 어떤 수를 나타낸다. 그것은 계산 그 자체보

다는 오히려 계산의 결과이다. 이 결과는 가 

미지수이기 때문에 순간 정해질 수 없지만 그

것은 여전히 수이고 그 표현은 하나인 것처럼 

기대되어진다. (Sfard, A. & Linchevski, L. 1994,

p. 87)

조작적 개념이 과정 또는 절차의 개념인 반면 

구조적 개념은 개념을 하나의 대상으로 이해하
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고 구조의 맥락에서 전체를 한 번에 파악하는  

공간적 개념이다.

식 을 조작적 개념으로 본다는 것

은 산술적인 맥락에서 계산되어야 할 과정으로 

본다는 것이고 그것을 구조적 개념으로 본다는 

것은 결과 자체인 대상으로 본다는 것이다.

개념을 구조적 개념과 조작적 개념으로 구분

한다면 한 개념에 대한 이러한 이중성은 어떤 

관계가 있는가? 개념발달에 있어서 구조적 개념

은 조작적 개념 이후에 형성되는 개념이며 조작

적 개념에서 구조적 개념으로 이행하는 과정은 

점진적이라기보다는 교수학적 단절이 일어나는 

불연속적 비약이 요구된다(Sfard, A. & Linchevski,

L. 1994). 조작적 개념에서 구조적 개념으로 이

행하기 위하여 개념은 수정되고 확장되며 추상

화되는 과정을 통하여 대상화된다. 대상화가 일

어나면 그 이전까지 개별적인 것에 대한 조작의 

과정에 대한 사고가 아닌 하나의 전체, 즉 대상

으로서 구조적으로 보는 안목을 갖게 된다.

그렇다면 구조적 개념을 형성하지 못하는 아

동은 어떤 상황이 초래되는가?

I:  너는 다른 식으로 나타낼 수 없니?

G: 아니오. 여기 는 곱이라서 더 이상 무엇

을 할 수 있죠?

I: 내가 라가 썼다면 너는 어떤 것을 할 

수 있니?

G: ? 그것은 에요.

I: 그래? 는 비슷하지 않니?

G: 그러나 이것은 ... 이것은 달라요... 의 값을 

몰라요.(Sfard, A. & Linchevski, L.1994, p.104)

학생 G는 는 이지만 에서 의 

값이 무엇인지 모른다고 말하면서 더 이상 아무

것도 할 수 없는 상태에 놓여있다. 학생 G는 아

직 문자가 대수적 기호로서 다루어질 수 있는 

대상으로 인식되어 있지 않다. 이것은 학생 G가 

아직 수의 대상화에 이르지 못했다는 것을 보여

주며 변수 개념을 형성하지 못했고 따라서 변수

를 조작할 수 없는 것이다.

수의 대상화가 이루어져서 그 구조적 개념으

로 변수를 보게 된다면 변수는 다시 조작의 대

상이 되어 대수식을 조작적으로 다룰 수 있게 

된다. Sfard는 건강한 개념 발달 과정은 이와 같

이 조작적 과정이 대상화되어 구조적 개념에 이

르고 그것은 다시 조작할 수 있는 대상이 되고 

그러한 조작적 과정은 새로운 구조적 개념에 이

르는 연속성이 있는 과정이라고 말하고 있다. 그

런데 이러한 연속적 과정에서 아동이 조작적 과

정을 대상화하여 구조적 개념에 이르는 것이 매

우 어려운 일임을 Sfard는 강조하고 있다(Sfard,

A. & Linchevski, L. 1994). 구조적 개념 형성의 

어려움으로 인하여 학습자는 구조적 개념 형성

의 단계를 거치지 않고 종종 다음 단계의 조작 

과정에 직면하게 되는데 그때 학생들은 인지적 

장애를 겪게 된다. Sfard와 Linchevski는 다음과 

같은 문제에 대한 학생의 답변에서 그것을 관찰

할 수 있었다.

  
 

를 풀어라.

M: 이것은 같은 방정식이에요. 이제 그것을 풀

까요? 잠깐만요 ... 를 빼요.[  를 

쓴다] 대신에 를 넣어요. [두 번째 방

정식에 넣고   을 쓴다. 간단히 

  에 이른다.]

I: 그래서.

M: 는 이에요. [  을 쓴다.] 도 할까요?

...

M: 는 이라면 는 7이에요. 이제 첫 번째 방

정식에 넣겠습니다. 아니, 두 번째 방정식에

요. 그래서 2곱하기 0은 0... [방정식에서 

  에 도달한다.]그래서 내가 구한 해는 참

이에요;  (Sfard, A. & Linchevski, L.

1994, pp. 216～217)

학생 M이 겪는 인지적 장애에 대하여 Sfard는 
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대수식에 대한 함수적 이해의 결여에 있다고 보

았다. 방정식에서 문자를 미지수 혹은 고정된 수

로 보기 때문에 수의 대상화에 의한 일반화된 

수, 즉 변수로의 대상화가 이루어지지 않았기 때

문에 함수라는 구조적 개념에 이르지 못하고 있

으며 변수의 개념이 형성되지 않은 상태에서 대

수식의 조작은 여전히 이전 상태의 고정된 수의 

조작의 수준에 머물러 있는 것이다. Sfard(1994)

는 개념 발달의 연속선에서 대상화 없는 두 번

째 단계의 과정은 허공을 휘젓듯이 무의미해진

다는 것을 지적하며 학생들은 구조적 개념을 형

성하지 못하고 의사구조적 개념을 형성하게 된

다고 말하고 있다. 의사구조적 개념이 형성되면 

학생들은 두 번째 단계의 조작부터 매우 임의적 

조작을 하게 되고 이 과정을 수행한다고 해도 

도구적 이해에 머무르게 됨을 경고하고 있다.

Sfard의 연구로부터 학습자가 개념을 형성하고 

그 개념을 발달시키기 위해서는 구조적 개념 형성

이 무엇보다  중요하다는 것을 발견할 수 있다.

Sfard는 산술에서 대수로 이행하는 과정에서 

조작적 개념이 어떻게 구조적 개념으로 발전하

는지 보여주었다. 그녀는 를 계산과

정으로 보느냐 혹은 그것을 대상으로 보느냐에 

따라 학생들이 조작적 개념에 머무르고 있는지 

구조적 개념을 형성하는지 판단의 근거로 삼았

다. 구조적 개념에 이르지 않은 학생은 를 

더 이상 조작할 수 없는 상태에 놓이게 되며 인

지적 장애를 경험하게 된다. 그러나 구조적 개념

에 이른 학생은 문자를 미지수 혹은 고정된 수

가 아닌 변수로 이해하게 되며 변수는 추상적 

대상이 된다. 이러한 구조적 개념이 형성되면 다

시 변수는 다음 단계에서 조작을 수행할 수 있

게 된다. 이를테면, 다른 맥락에서 

는 이제 결과가 아닌 과정으로 작용한다. 즉, 임

의의 수 가 에 대응하는 함수로서 

는 다시 조작의 대상이 된다 (Sfard,

A. & Linchevski, L. 1994). 이러한 관계가 기하학

적 표현으로 바뀌면 그것은 그래프가 된다. 그래

프는 조작의 관계에 대한 대상화이고 그것은 그 

사상에 대한 구조적 개념인 것이다(Sfard, 1991).

그렇다면 구조적 개념을 형성할 수 있도록 하

기 위해서 우리는 어떻게 해야 하는가? 구조적 

개념을 형성하기 위해서 교수자는 학습자가 형

성해야 할 구조적 개념이 무엇인지 알아야 한다.

Sfard는 산술과 대수의 개념에 있어서 조작적 개

념과 구조적 개념이 무엇인지 보여주었다. 그러

나 개념마다 조작적 개념이 무엇이고, 구조적 개

념이 무엇인지 파악하는 것은 쉬운 일이 아니다.

특히 고등 개념을 학습함에 있어서는 그 개념의 

구조적 개념은 더더욱 파악하기가 어렵다. 우리

가 한 개념의 구조적 개념이 무엇인지 모르는 

상태에서 개념을 지도한다면 학생들은 그 개념

의 구조적 개념을 쉽게 형성할 수 있을까? 아마 

아닐 것이다. 그렇지만 우리가 어떤 한 개념의 

조작적 개념과 구조적 개념을 파악할 수 있다면 

우리는 학습자가 그 개념의 구조적 개념을 형성

할 수 있는 올바른 방향으로 교수학습 내용을 

구성할 수 있을 것이며 그러한 교수학습 내용에 

의한 지도가 모든 학생들로 하여금 그 개념의 

구조적 개념을 형성하도록 할 수 없을지라도 많

은 학생들이 그 구조적 개념을 형성하도록 하는 

데에 도움을 줄 것이다.

이에 본 논문은 질량중심 개념의 구조적 개념이 

무엇인지 먼저 다음 절에서 논의하고자 한다. 또한

질량중심 개념에 대한 수업 후 학생들이 질량중

심 개념의 구조적 개념을 얼마나 형성하였는지 

분석하고자 하며 그러한 구조적 개념 형성의 어

려움은 어디에 기인하는지 찾아보고자 한다.

2. 질량중심 개념의 구조적 개념

질량중심은 중학교 2학년 수학교과서의 도형 
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단원에서 무게중심이라는 개념으로 처음 지도되

는데 교과서는 무게중심을 다음과 같이 도입하

고 있다.

재현이는 여행을 갔다가 사진과 같은 독수리 

모양의 기념품을 사 왔다. 이 독수리는 사각뿔 

모형 위에 부리의 끝을 올려놓으면 마치 나는 

것처럼 떠 있도록 되어 있다. 이와 같은 원리가 

적용된 예는 일상생활에서 많이 찾을 수 있다.

이를테면, 아기들이 좋아하는 모빌이나 서커스

에서 볼 수 있는 접시 돌리기 묘기 등은 모두 

그런 예이다.(동화사, 중학교 수학 2, p.260).

무게중심을 물체의 평형을 이루게 하는 점이

라는 일상적 맥락에서 도입한 것이다. 그런데  

삼각형의 무게중심은 다음과 같이 정의하고 있다.

삼각형의 세 중선의 교점을 그 삼각형의 무게

중심이라고 한다(동화사, 중학교 수학 2, p.262).

이러한 정의는 모든 중학교 2학년 수학교과서

에서 비슷하게 기술되어있다. 도입에서는 무게중

심의 개념을 물체가 평형을 이루는 점이라고 예

를 들어 제시해 주고 있지만 본문에서는 이와 

거의 무관하게 삼각형의 무게중심을 정의하고 

있는 것이다.

그러나 이러한 삼각형의 무게중심 정의는 물

체의 무게중심에 대한 일반적인 정의가 아니라 

삼각형의 경우에 있어서 무게중심을 구하는 한 

가지 방법이기 때문에 삼각형이 아닌 경우의 다

각형의 무게중심을 구하는 문제를 만날 때 학생

들은 곤란에 직면하게 되고 오류에 이르게 된다.

대표적으로 사각형의 무게중심을 구할 때 학생

들은 중선 전략, 넓이 이등분 전략, 산술평균 전

략과 같은 잘못된 전략을 사용한다고 알려져 있

다(홍갑주, 2005).

그렇다면 중학교 교육과정에서 질량중심을 도

입에서와 같이 물체의 평형을 이루게 하는 점이 

아닌 삼각형의 예로 무게 중심을 정의한 이유는 

무엇인가?

질량중심의 개념은 회전력의 개념은 물론 고

등 수학적 개념, 즉 적분 개념이 요구된다. 그 

개념들 중에서 일부 개념들은 중학교는 물론 일

반 고등학교 교육과정에서도 벗어나 있다. 이러

한 이유로 중학교는 물론 일반 고등학교에서도 

질량중심에 대한 개념을 지도하는 것은 쉬운 일

이 아니다.

학생들이 질량중심의 개념을 형성하기 위해서

는 ‘회전력’이라는 개념과 적분이라는 개념과 같

은 이전 개념이 이미 형성되어 있어야한다3).

회전력과 적분 개념이 형성되어 있으면 회전

력과 적분 개념은 이전 개념으로서 하나의 조작 

대상이 되며 학생들은 이를 이용하여 질량중심

의 정의를 학습하게 되고 질량중심에 대한 다양

한 문제상황에서 조작의 연습을 통하여 구조적 

개념을 형성할 수 있게 된다. 이에 대하여 좀 더 

살펴보면 다음과 같다.

Case(1988)의 실험에서 이미 알려진 바와 같이  

아동은 지렛대의 축에서 두 물체가 평형을 유지

하게 하는 데 영향을 주는 것이 물체의 무게와 

축으로부터의 거리라는 것을 안다. 이로부터 회

전력을 정의할 수 있다.

지렛대 위에 놓인 두 물체가 평형을 이룬다는 

것은 두 물체의 회전력이 0이라는 것을 말하며  

회전력이 0이라는 식은 조작을 통하여 질량중심

을 구하는 식으로 표현할 수 있게 된다. 2개의 

물체는 개의 물체의 경우로 확장되어 조작되고 

이산적인 양에 대한 조작은 다시 연속적인 양에 

대한 조작으로 전이되는데 이때 적분 개념이 작

용한다. 적분의 개념이 형성된 학생은 연속적인 

3) 본 연구는 회전력과 적분 개념을 이미 형성한 과학고등학교 학생들을 대상으로 한 질량중심의 개념을 
연구하였다.
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양에서의 질량중심을 절차에 따라 조작적 활동

으로 구할 수 있게 된다. 그런데 적분개념을 형

성한 학생들은 또한 연속된 양을 분할하여 분할

된 각각의 양을 다룰 수 있다. 분할된 양이란 띠 

같은 직사각형을 말하는 것이며 그 직사각형의 

질량중심을 이용하여 연속된 양의 질량중심을 

구하게 된다. 이때 사용되는 식은 그 직사각형의 

질량중심에 질량이 집중되어 있는 경우와 같은 

식으로 나타난다4). 이로부터 물체의 질량중심에 

질량인 집중되어 있다5)는 개념을 형성하게 되는 

것이다. 즉, 이것이 Sfard의 관점에서의 구조적 

개념인 것이다.

대상으로서 수학적 실체를 본다는 것은 그것이 

실재하는 시공간에 어느 곳에 존재하는 정적인 

구조를 갖는 사물인 것처럼 그 사물을 참조할 

수 있다는 것을 의미한다. 그것은 또한 한 눈에 

아이디어를 인식할 수 있는, 상세한 것으로 가

지 않지만 전체로서 그것을 다룰 수 있다는 것

을 의미한다. …대조적으로 관념을 과정으로서 

해석한다는 것은 사실적 실체보다는 일련의 순

차적인 행동에서 요구에 의해 존재하는 잠재적

인 것으로 그것을 간주한다는 것을 함의한다.

따라서 구조적인 개념은 정적이고(즉 나는 이것

을 Frege, 1970년 이후로 “시간과 무관한” 것으

로 말할 것이다.), 즉각적이고 통합적인 반면 조

작적 개념은 동적이고 순차적이고 상세하다

(Sfard, 1991, p.4).

질량중심을 식에 의한 과정이나 절차의 개념

으로부터 하나의 대상, 즉 구조적 맥락으로 전체

를 볼 수 있는 것이다. 물체의 질량중심에 질량

이 집중되어 있다는 구조적 개념을 형성하기 위

해서 학생들은 이전에 형성한 많은 개념과 조작

적 개념을 통한 험난한 정신적 여정을 해야 하

는 것이다. 그럼에도 질량중심의 구조적 개념을 

초등적인 방법으로 지도할 수 있다는 견해도 있

지만(정상권 외, 2004) 이에 대한 실험적 연구는 

아직 없다. 질량중심의 구조적 개념을 형성하기 

위해 요구되는 수학적, 과학적 개념의 이해 없이 

질량중심의 구조적 개념을 지도한다는 것은 개

념의 조작적 과정과 내면화 과정을 통한 대상화

의 과정을 생략한 채로 다음 단계인 조작적 과

정으로 넘어간다는 것이고 이것은 Sfard의 관점

에서 보면 의사구조적 개념의 형성이며, Skemp

(1987)가 말하는 도구적 이해를 조장하는 것이다.

본 연구는 Sfard의 관점에서 질량 중심 개념에 

대한 구조적 개념의 형성을 위한 교수학적 접근

을 시도하고자 하며 학생들이 질량중심의 개념

에 대한 구조적 개념을 형성하였는지 검사를 통

하여 확인하고자 한다.

Ⅲ. 연구방법

1. 연구절차

본 연구는 먼저 학생들이 질량중심의 개념이 

형성되지 않은 상태에서 삼각형의 무게중심 개

념만으로 일반적인 도형의 무게중심을 구할 수 

있는지를 확인하는 검사를 실시하였다. 이를 위

하여 H과학고 영재교육원 중학교 2학년 학생들

을 대상으로 검사하였다. 이후 과학고등학교 2학

년 학생들이 질량중심 개념을 어느 정도 이해하

고 있는지에 대한 1차 검사를 하였다. 1차 검사 

후 질량중심에 대한 수업을 2차시 진행하였다.

질량중심에 대한 수업 후 학생들의 질량중심 개

념에 대한 2차 검사를 실시하였다. 2차 검사에서

는 학생들이 도형의 질량중심을 구하는 과정을 

4) Thomas, Weir & Hass(2010, pp. 402～416))의  Thomas' Calculus에서 이에 대한 식을 확인할 수 있으며,
또한 질량중심을 수학적 대상으로 자세히 전개하고 있다.

5) 점질량이라고 명명하기도 하는데(정상권 외 2004) 그것은 질량중심에 대한 다른 한 표현으로 볼 수 있다.
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분석하였으며 질량중심 개념을 조작적인 측면에

서 접근하고 있는지 혹은 구조적인 측면에서 접

근하고 있는지 알아보고자 하였다. 또한 1차 검

사와 2차 검사의 비교를 통하여 학생들이 수업 

후 구조적 개념의 이해 정도에 대한 양적 분석

을 하였다. 2차 검사 후 일부 학생들을 선정하여 

학생들의 질량중심 개념의 이해의 특성, 즉 질량

중심을 조작적으로 이해하고 있는지 혹은 구조

적으로 이해하고 있는지를 명확히 하기 위한 면

담을 실시하였고 면담 상황은 디지털 동영상 카

메라로 촬영하였다.

2. 대상

본 연구는 먼저 H과학고 영재교육원의 중학교 

2학년 수학분야 학생 19명을 대상으로 1차 검사

를 실시하였다. 중학교 2학년인 H과학고 영재교

육원 수학 분야 학생들을 검사 대상으로 한 이

유는  수학 성취도에 있어서 상위 1% 안에 드는 

수학 영재들로서 수학 교육과정에 있는 삼각형

의 무게중심을 학습한 상태에서 일반 다각형의 

무게 중심을 추론할 수 있는지 확인하기 위해서다.

동일한 문항으로 H과학고등학교 2학년 학생6)

70명을 대상으로 1차 검사를 실시하였다. 1차 검

사 후 질량중심에 대한 수업을 실시하였고 이후 

52명의 학생을 대상으로 2차 검사를 실시하였다.

2차 검사 후 5명의 학생을 대상으로 2차 검사지

의 문항을 중심으로 면담을 실시하였다7).

3. 교수․학습 방향과 문제상황 제시 

학생들이 어떤 한 개념을 형성하도록 지도하

기 위하여 교수자가 교수학습 내용을 구성할 때 

주의할 점은 그 개념 지도가 학생들이 도구적 

이해에 머무르게 하거나 학생들이 도달해야하는 

도달점에 빨리 이르게 하기 위하여 개념 발달의 

단계를 건너뛰어서 성급하게 지도되지 말아야 

한다는 것이다.

이를 위하여 앞에서 논의한 Case의 선행연구와 

Sfard의 개념발달 단계에 근거한 다음 세 가지 

조건에 기초하여 교수학습 내용을 구성하였다.

첫째, 학습자가 이전에 형성한 기존 개념 위에

서 출발한다.

둘째, 구조적 개념 형성을 위한 필요한 정의를 

제공하고 조작 가능한 요소를 투입한다.

셋째, 학생들이 구조적 개념을 형성할 수 있도

록 돕는 접근 가능한 조작적 개념을 학습하도록 

하고 조작적 개념에 익숙할 수 있는 조작을 제

공한다.

첫 번째 조건에서 학습자가 이전에 형성한 기

존 개념은 질량중심 개념을 도입함에 있어서 학

생들이 선행하여 알아야 할 개념들이다. 앞에서 

언급한 바와 같이 그것은 회전력과 적분과 같은  

개념이다. H과학고등학교 학생들은 이러한 이전 

개념을 이미 학습하였으며 완전하지는 않지만 

질량중심의 개념을 어느 정도 학습한 상태이다.

두 번째 조건은 정의를 제공하고 조작가능한 

요소를 투입하는 것인데 이에 따라 회전력을 정

의하고 회전력이 0이 되는 식의 조작을 통하여 

질량중심의 정의를 유도한다. 또한 앞에서 언급

한 바와 같이 두 개의 물체에서 세 개의 물체로,

그리고 개의 물체로 확장하여 제시하고, 적분 

개념을 이용하여 연속적인 양의 문제로 질량중

심을 다룬다.

세 번째 조건은 두 번째 조건의 조작가능한 

6) 대상 학생들은 회전력 등의 개념을 학습하였으며 적분 개념에 있어서도 리만 적분과 중적분을 이미 학
습한 상태이다.

7) 중학교 2학년인 영재교육원 학생의 검사는 일반적인 도형의 무게중심을 구할 수 있는지 확인하고자 한 
것이며, 본 연구는 과학고등학교 학생들을 대상으로 한 검사에 중심을 두고 있다.



- 31 -

요소를 투입하여 질량중심의 일반적 정의에 이

른 후에 문제 상황을 제공하여 질량중심의 정의

에 대한 조작적 개념을 형성할 수 있도록 돕는

다. 이를 위해 제공한 문제상황은 다음과 같다.

<표 III-1> 제시된 문제상황8)

PS-1은 얇은 띠의 질량중심이 중점에 있다는 

것은 일상적 맥락에서 이미 알고 있는 상식이다.

이것을 질량중심에 대한 정의를 이용하여 연속

적인 양의 질량중심을 조작을 통해 이해하는 문

제상황이다.

PS-2는 삼각형 모양의 얇은 평판의 질량중심

을 조작을 통하여 찾는 것이다. 이때의 조작은 

적분 개념을 조작하는 과정으로 삼각형은 얇은 

띠의 직사각형으로 분할되고 분할된 각 직사각

형의 질량중심은 그 직사각형의 중점이고 이것

을 이용하면 질량중심의 정의에 의한 적분개념

의 조작을 통하여 삼각형의 질량중심을 구할 수 

있다.9)

PS-3는 포물선 모양의 평판에서 질량중심을 

구하는 문제상황이다. PS-3 문제상황에서는 포물

선에서 얇은 띠모양의 직사각형으로 분할하는 

조작과정이며 여기서는 직사각형의 분할을 2가

지 방법을 제시한 후 각각의 경우에 대하여 질

량중심을 구하는 조작을 함으로써 조작적 개념

에 익숙하도록 하는 과정이다.

PS-4는 구부러진 철사의 질량중심을 구하는 

문제로 얇은 철사를 분할하여 분할된 철사의 미

소 질량을 구하고 그것을 이용하여 적분 조작을 

해서 질량중심을 구하는 문제상황이다.

제시된 문제상황을 학생들이 직접 조작함으로

써 학생들은 질량중심의 조작적 개념, 즉 질량중

심을 구하는 적분 조작에 익숙하게 된다. 이러한 

8) 제시한 문제들은 Thomas 외(2010)의 미적분 교재를 참조하였다.
9) PS-2 문제 상황은 삼각형의 질량중심을 구하는 데 이용할 수 있다.

코드 문제상황

PS-1
밀도가 일정한 직선의 얇은 띠의 중심은 

그 막대의 양끝점 사이의 중간에 놓여있음

을 증명하여라.

PS-2

다음 그림과 같이 삼각형 모양의 평판은 

=의 밀도를 가지고 있다. 물음에 

답하여라.

(1) 축에 대

한 평판의 

모멘트를 

구하여라.
(2) 평판의 질

량은?
(3) 평판의 질

량중심을 

구하여라.

PS-3

포물선   과 축으로 둘러싸인 얇

은 평판의 밀도가 일 때, 이 평판의 질량

중심을 구하여라.
(방법1)

질량중심

    

(방법2)

   

 



질량중심

PS-4
반지름이 인 사분원의 모양을 갖는, 밀도

가 상수 인 철사의 질량중심을 구하여라.

  
cos  sin 

작은 철사조각의 질량 

    
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적분 조작에서 각 평판을 직사각형으로 분할하

는 조작에서 그 직사각형의 질량이 그 직사각형

의 질량중심에 집중되어 있다는 것이 함의되어 

있기 때문에 이러한 조작을 통하여 학생들은 질

량중심의 조작적 개념을 내면화하고 그것으로부

터 그 함의의 각성이 일어나는데, 그 각성이 

Sfard가 말하는 구조적 개념으로의 도약이다.

4. 검사지

본 연구는 학생들의 질량중심 개념에 대한 구

조적 개념을 형성하였는지 판별하기 위하여 1, 2

차 검사지를 만들었다.

1차 검사지는 학생들이 질량중심 개념의 이해 

정도를 알아보기 위한 사전 검사에 해당한다. 1

차검사는 총 5개의 서술형 문항으로 다음과 같

이 구성되어 있다.

<표 III-2> 1차 검사지

TC-A는 학생들이 삼각형의 무게 중심 개념을 

이해하고 있는가를 알아보는 문항이다. 삼각형의 

무게 중심 개념을 형성한 학생들은 넓이의 관계

를 이용하여 TC-A를 해결할 수 있다. TC-C1은 

삼각형의 무게중심이 각각의 삼각형의 무게중심

의 무게중심임을 이해하고 있는가이다. 이는 무

게중심이 그 점에 무게가 집중되어 있음을 함의

하는 것이다. RC1은 학생들이 ‘사각형의 무게중

심을 구할 수 있는가?’이다.10) RC-C는 삼각형의 

무게중심 개념으로부터 평행과 비의 관계를 알

고 있는가를 묻는 문제이지다. 이와 함께 사각형

코드 문항

TC-A

1. 삼각형 ABC의 무게중심을 F라 할 

때, 다음 물음에 답하여라.

1) 삼각형 ABF, BCF, CAF의 넓이는 

같은가?

2) 위 (1)의 답이 ‘그렇다’이면 증명

하여라.

3) 위 (1)의 답이 ‘아니다’이면 그 

이유를 서술하여라.

TC-C1

2. 삼각형 ABC의 무게중심을 L이라 하

고, 삼각형 ABL, BCL, CAL의 무게

중심을 각각 G, H, I라 하자. 삼각형 

GHI의 무게중심과 삼각형 ABC의 무

게중심이 일치함을 증명하여라.

RC1

3. 다음 사각형 ABCD의 무게중심을 구하

고 그것이 무게중심임을 증명하여라.

RC-C

임의의 사각형 ABCD에 대하여 점 I, 점 

J가 각각 삼각형 ACD, ABC의 무게중

심이라 할 때 다음 물음에 답하여라.

1) 선분 DE의 길이를 m, 선분 BE의 길

이를 n이라고 할 때 선분 IH, 선분 

JH의 길이의 비를 구하고 그 이유를 

설명하여라. 

2) 선분 BD와 선분 JI가 평행함을 증명

하여라.

E

H

RC-A1

5. 사각형 ABCD의 무게중심을  E라 할 

때 다음 물음에 답하여라. 

1) 삼각형 AED, BEA, CEB, DEC의 

넓이는 같은가? 

2) 위 (1)의 답이‘그렇다’이면 증명

하여라.

3) 위 (1)의 답이‘아니다’이면 그 이

유를 서술하여라.
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의 무게중심을 두 삼각형의 무게중심을 이용하

여 구할 수 있음을 함의하고 있다. RC-A1은 사

각형의 무게중심에서 각 변에 이은 선분에 의해 

생기는 네 개의 삼각형의 넓이가 같은가를 묻는 

것이다. 이것은 TC-A의 개념이 어떤 영향을 주

는가를 알아보기 위한 것이다.

2차 검사지는 질량중심에 대한 수업을 들은 H

과학고등학교 2학년 학생을 대상으로 학생들의 

질량중심 개념에 대한 구조적 개념 형성 여부를 

판단하기 위한 사후검사이다. 2차 검사지는 4개

의 서술형 문항으로 구성되어 있다.

<표 III-3> 2차 검사지

TC-C2는 TC-C1이 삼각형의 무게중심 개념의 

이해가 아닌 질량중심 개념으로 어떻게 해결하

는가를 알아보기 위한 문항이다. RC2는 RC1과 

동일한 문항인데 수업을 받은 후 학생들의 개념 

이해의 변화를 알아보기 위한 문항이다. RC-A2

는 RC-A1과 비슷한 문항이지만 좀 더 구체적으

로 제시하여 학생들이 질량중심 개념을 어떻게 

이용하고 있는지 판단하기 위한 문항이다. PeC

는 일반 도형으로서 오각형의 질량중심을 어떻

게 구하는지 알아보기 위한 문항이다.

Ⅳ. 결과 분석

1. 1차 검사지의 분석

다음은 H영재원의 수학과정 중학교 2학년 학생 

19명을 대상으로 검사1을 실시한 결과이다.

검사 1

문항 코드 정답률(%) 표준편차

TC-A 100 0

TC-C1 84.2 0.37

RC1 2.6 0.23

RC-C 89.5 0.32

RC_A
RC-A1 31.6 0.48

RC-A2 0 0

<표 IV-1> 중 2 지필검사1 검사결과(n=19)

10) RC1은 2차 검사에서 RC2에서 다시 제시된다.

코드 문항

TC-C2

1. 삼각형 ABC의 질량중심을 라 할 

때 의 좌표는 다음과 같다.

 

  


  


이것이 성립함을 모멘트를 이용하여 

보여라.

RC2

2. 다음 사각형 ABCD의 질량중심을 

모멘트를 이용하여 구하여라.

RC-A2

3. 사각형 ABCD의 질량중심을 E라 할 

때 다음 물음에 답하여라.
1) 삼각형 AED, BEA, CEB, DEC의 넓

이가 모두 같은 사각형 ABCD는 어

떤 사각형인가?
2) 위 (1)의 답의 이유를 서술하여라.

PeC

4. 다음 오각형 ABCDE의 질량중심을 구

하고 구한 방법을 설명하여라.
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검사결과 학생들은 모두 삼각형의 무게중심 

개념을 잘 형성하고 있다는 것을 알 수 있

다.(TC-A 100%). 또한 대부분의 학생들은 삼각

형의 무게중심에서 각 꼭짓점을 이어 생기는 세 

삼각형의 넓이가 같다는 것을 잘 알고 있었다.

그러나 사각형의 무게중심을 찾는 문제(RC1)는 

1명을 제외하고 거의 모든 학생들이 찾지 못했

다. RC-C는 사각형을 두 개의 삼각형으로 나누

어 각 삼각형에 대한 무게중심이 주어지고 그 

두 무게중심 사이의 거리의 비를 묻는 문제인데 

대부분의 학생들은 그 문제를 잘 해결하였다

(89.6%). RC-C는 사각형의 무게중심을 구하는 방

법을 암시하기 위해 제시한 문제이지만 학생들

은 이것을 이용하여 사각형의 무게중심을 해결

하지는 못했다. RC-A는 무게중심에서 각 꼭짓점

을 연결한 선분에 의해서 생기는 네 개의 삼각

형의 넓이가 같은가를 묻는 질문에서 68.4% 학

생이 넓이가 같다고 대답하였으며 ‘아니다’고 답

한 학생도 그 이유는 기술하지 못했다(0%).

RC-A에 잘못 응답한 학생들은 삼각형의 무게중

심에서 각 꼭짓점을 연결해 생긴 삼각형의 넓이

가 같다는 것으로부터 일반 다각형으로 일반화

하는 오류를 보이고 있다.

이로부터 수학적 재능이 뛰어난 학생들도 삼

각형 이외의 다각형의 무게중심을 거의 구할 수 

없다는 것을 알 수 있다.

한편 질량중심에 대하여 학습한 H과학고등학

교 학생들은 일반다각형의 무게중심을 구할 수 

있을까? 이에 대한 결과는 다음 <표 IV-2>와 같다.

H과학고등학교 학생 70명을 대상으로 검사1을 

실시한 결과 사각형의 무게중심을 구하는 문제

의 정답률은 29%에 불과했다. 또한 RC-A에서 

72.9%는 중학교 2학년 영재원 학생과 마찬가지

로 사각형의 무게중심에서 각 꼭짓점을 연결하

여 생긴 삼각형의 넓이가 같다는 오류를 발견할 

수 있었다. RC-A1을 옳게 답한 학생들도 그 이

유를 정확히 답변하지는 못했다(5.7%).

검사 1

문항 코드 정답률(%) 표준편차

TC-A 97.1 0.17

TC-C1 91.4 0.28

RC1 29.0 0.39

RC-C 83.6 0.37

RC_A
RC-A1 27.1 0.45

RC-A2 5.7 0.23

<표 IV-2> 고 2 지필검사1 검사결과 (n=70)

이상의 결과로부터 H과학고등학교 학생들도 

질량중심에 대한 정의를 정확히 기억하지 못하

였거나 그것의 구조적 개념을 형성하지 못했음

을 알 수 있다.

질량중심에 대한 개념 수업 후 학생들의 개념 

이해의 정도는 어떨까? 다음 절에서 2차 검사지

의 분석을 통하여 이를 확인하고자 한다.

2. 2차 검사지 분석

질량중심에 대한 수업을 실시한 후 2차 검사

지의 각 문항에 대한 결과는 다음과 같다.

검사 2

문항 코드 정답률(%) 표준편차

TC-C2 77.8 0.313

RC2 36.5 0.465

RC-A2 15.5 0.281

PeC 17.5 0.368

<표 IV-3> 지필검사2 검사결과(n=40)

TC-C2는 삼각형의 질량중심을 그 정의를 이용

하여 구하는 문제이다. 대부분의 학생들은 삼각

형의 밑변을 축으로 두고 다른 두 변에 대한 

직선의 방정식을 구한 후 질량중심을 구하였다.



- 35 -

이것은 학생들이 질량중심의 정의를 이용하여 

조작적으로 질량중심을 구할 수 있다는 것을 보

여주는 것으로 조작적 개념이 형성되어 있다는 

것을 보여준다. 그러나 RC2와 PeC의 정답률은 

상대적으로 낮다는 것을 알 수 있다(각각 36.5%,

17.5%). 이것은 많은 학생들이 질량중심의 구조

적 개념에는 이르지 못했다는 것을 보여준다.

한편, RC2는 1차 검사의 RC1과 비교해 보면 

정답률이 향상되었음을 알 수 있다. 실제로 RC2

가 1차 검사의 RC1과 비교해서 향상되었다는 것

은 t 검증 결과에 의해서 확인할 수 있었다 <표 

IV-4>.

RC1과 RC2의 비교 t검증 

평균
표준

편차
t

자유

도

유의

율

RC1 21.3 0.338

RC2 36.5 0.465

RC1-RC2 -15.3 0.475 -2.030 39 0.049

<표 IV-4> RC1과 RC2의 비교(n=40)

이것은 질량중심의 개념에 대한 수업이 인지

적 측면에서 학생들의 질량중심의 개념 형성에 

영향을 주었다는 것을 보여주고 있다. 이에 대하

여  2차 검사의 각 문항에 대한 학생들의 응답

을 분석하여 학생들이 형성한 개념의 유형을 좀 

더 알아보고자 한다.

TC-C2에 대한 학생들의 해결한 방법은 구조적 

방법(S), 조작적 방법(O)으로 구분할 수 있었다.

기타를 포함한 TC-C2에 대한 각 유형의 빈도는 

다음 <표 IV-5>과 같다.

대부분의 학생들은 질량중심의 정의에 근거하

여 조작적 방법으로 문제를 해결하였다(78.8%).

TC-C2

반응유형
S

O D
S1 S2

빈도(%) 9.6 3.8 78.8 7.7

<표 IV-5> TC-C2의 각 유형에 대한 빈도(n=52)

S1: 분할한 직사각형의 질량중심에 대하여 각 

질량중심이 중선 위에 있다.

S2: 질량중심에 질량이 집중되어 있다.

O: 질량중심의 정의를 이용하여 조작적으로 구

한다.

D: 기타11).

일례로 학생 Y는 삼각형의 밑변을 축으로 

하여 다른 두 변의 직선의 방정식을 구한 후 이

를 이용하여 질량중심을 구하는 식에 대입하여 

삼각형의 질량중심을 구하였다[그림 IV-1].

[그림 IV-1] TC-C2에 대한 학생 Y의 응답

TC-C2를 구조적 방법으로 푼 학생은(13.4%)

두 가지로 분류할 수 있었는데(S1, S2), S1은 삼

각형을 작은 직사각형으로 분할하여 각 직사각

형의 질량중심이 그 직사각형의 중점에 있음으

로 분할한 직사각형들의 질량중심이 중선 위에 

있다는 것을 이용한 방법이다[그림 IV-2].

11) 기타의 경우는 삼각형의 무게중심을 찾는 방법인 세 중선에 대한 직선의 방정식을 구하고 그 직선들의 
교점을 찾은 경우와 설명이 미흡하여 판단할 수 없는 경우이다.
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[그림 IV-2] TC-C2에 대한 학생 O의 응답

S2는 삼각형의 질량중심을 각 꼭짓점에 연결

하여 세 삼각형으로 분할하고 그 삼각형의 질량

중심에 질량이 집중되어 있다는 것을 보고 그 

질량중심에서의 회전력이 0이라는 것으로부터 

삼각형 의 질량중심을 찾는 방법이다[그림 

IV-3].

[그림 IV-3] TC-C2에 대한 학생 J의 응답

사각형의 질량중심을 찾는 RC2에 대한 각 유

형의 빈도는 다음 <표 IV-6>과 같다.

RC2

반응유형 S O fO D

빈도(%) 30.8 9.6 40.4 19.2

<표 IV-6> RC2의 유형에 대한 빈도(n=52)

S: 사각형을 삼각형으로 나누어 각 삼각형의 질

량중심을 보고 사각형의 질량중심을 구함.

O: 질량중심의 정의를 이용하여 조작적으로 구

한다.

fO: 잘못된 조작적 방법

D; 기타(무응답 및 설명이 미흡한 응답)

40.4%는 삼각형의 무게중심을 구하는 방법을 

확장하여 잘못 적용하는 오류를 범하였다. 대표

적으로 학생 K2는 변AB와 변 CD의 중점을 연

결한 선분의 중점을 사각형의 질량중심으로 구

하였다[그림 IV-4]. 이러한 오류는 선행연구(홍갑

주, 2005)에서도 나타난 바와 같으며 학생 K2는 

질량중심의 개념보다는 삼각형의 무게중심의 개

념이 강하게 작용하고 있다는 것을 알 수 있다.

[그림 IV-4] RC2에 대한 학생 K2의 응답

구조적 방법으로 사각형의 질량중심을 구한 

학생의 빈도는 30.8%였는데, 앞에서 TC-C2를 구

조적 방법으로 해결한 학생의 빈도에 비하여 높

게 나타났는데 그 이유는 TC-C2에서 조작적 방

법으로 푼 학생들이 RC2에서는 구조적 방법으로 

풀었기 때문이다. 질량중심의 구조적 개념을 형

성한 학생들은 조작적 개념 역시 잘 형성하고 

있다는 것을 보여주는 것이다. 대표적으로 RC2

에 대한 학생 K의 응답을 보면 사각형을 두 개

의 삼각형으로 분리한 후 각 삼각형의 질량중심

을 구하고 그 질량중심에 질량이 집중되어 있다

는 것을 이용하여 사각형의 질량중심을 구하는 

것을 알 수 있다[그림 IV-5].
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[그림 IV-5] RC2에 대한 학생 K의 응답

RC2에 대하여 조작적 방법을 사용한 학생들은 

9.6%였는데 이들은 모두 PeC를 해결하지 못했

다. 학생 Y는 질량중심의 정의에 의하여 사각형

의 밑변을 축으로 다른 변의 직선을 방정식을 

구하여 질량중심을 찾으려고 하였다[그림 IV-6]

[그림 IV-6] RC2에 대한 학생 Y의 응답

이 학생들은 질량중심에 대한 조작적 개념은 

형성하였지만 아직 구조적 개념에 이르지는 못

했다는 것을 알 수 있다.

오각형의 질량중심을 구하는 PeC에 대한 각 

유형의 빈도는 다음 <표 IV-7>와 같다.

PeC

반응유형 S fO D

빈도(%) 17.3 48.1 34.6

<표 IV-7> PeC에 대한 각 유형의 빈도(n=52)

S: 오각형을 삼각형으로 나누어 각 삼각형의 질

량중심을 보고 오각형의 질량중심을 구함.

fO: 잘못된 조작적 방법

D; 기타(무응답 및 설명이 미흡한 응답)

PeC를 구조적 방법으로 해결한 학생은 17.3%

였고 조작적 방법으로 푼 학생은 없었으며, RC2

와 비슷한 오류를 보인 학생은 48.1%였다.

PeC를 구조적 방법으로 구한 학생 O의 풀이

과정을 살펴보면 O는 세 개의 삼각형으로 분리

한 후 각 삼각형의 질량중심을 구한 후, 세 질량

중심에 대한 질량중심을 구하고 있음을 관찰할 

수 있다[그림 IV-7].

[그림 IV-7] PeC에 대한 학생 O의 응답

그러나 학생L은 세 개의 삼각형으로 분리한 

것은 학생 O와 같지만 그 과정은 삼각형의 무게

중심의 개념이 작용하고 있음을 발견할 수 있다

[그림 IV-8].
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[그림 IV-8] PeC에 대한 학생 L의 응답

이상에서 질량중심에 대한 구조적 개념을 형

성한 학생이 매우 낮다는 것을 알 수 있다. 특히 

수학과 과학의 재능이 우수한 과학고 학생임에

도 불구하고 구조적 개념 형성이 낮다는 것은 

그만큼 한 개념의 구조적 개념을 형성하는 것이 

얼마나 어려운 것인가를 말해준다.

다음 절에서는 질량중심의 구조적 개념 형성

이 왜 어려운지와 구조적 개념을 형성하는데 조

작적 개념이 어떤 역할을 하는지에 대한 학생들

의 면담을 통하여 분석하고자 한다.

3. 면담분석

질량중심의 조작적 개념을 형성하지 못한 상

태에서 질량중심의 구조적 개념을 형성할 수 있

을까? 이에 대하여 학생 J2의 면담을 통하여 생

각해보자.

(1) T: 질량중심이 무엇이라고 생각해요?

(2) J2: 음... 그냥 편히 생각하면 애들 장난같이 

종이 이렇게 오려서 바늘 이렇게 올려놓으면 

평형이 되는 그런거...

(3) T: 2번 문제에서 사각형의 질량중심을 구하

는 것이지? 어떻게 구했으면 좋겠어.

(4) J2: 한 점(사각형의 내부)을 임의로 둔 다음

에 한 점에서 각 꼭짓점을 잇고 나서 그 삼

각형마다 생기는 질량중심을 구한 다음에 계

속해서(그 질량중심을 연결하면 다시 사각형

이 되는데 그 사각형에 대해서 앞의 조작을 

계속한다는 것) 그것에 수렴하는 값을 찾으

면 되지 않을까 생각합니다.

(5) T: 그런데 (앞에서) 사각형을 네 개로 잘랐는

데 네 개로 자를 필요 없잖아. 몇 개로 자를 

수 있을까?

(6) J2: 사각형을 두 개.

(7) T: 두 개로 자른다면 어떻게 풀거야.

(8) J2: (자른 두 삼각형의) 질량중심을 잇는 선

분의 중심.

학생 J2는 질량중심의 정의를 기억하지 못하

고 있고 TC-C2의 문항도 조작적으로 해결하지 

못했다. 사각형의 질량중심을 구하는 문제에 있

어서도 J2는 4개의 삼각형으로 분할하여 각 삼

각형의 질량중심을 구하는 것을 이용하여 해결

하고자 하였는데 그 질량중심을 연결한 사각형

은 각 꼭짓점에 질량이 집중되어 있기 때문에 

그 질량중심을 연결한 사각형은 앞의 사각형과 

다르게 내부가 비어있는 사각형이라 볼 수 있다.

그렇기 때문에 두 번째 단계에서 사각형의 내부

의 한 점으로부터 각 꼭짓점을 연결하여 생기는 

삼각형의 질량중심은 앞의 경우와 다른 경우임

에도 동일한 방법으로 질량중심을 구하려고 하

였다. 학생 J2는 질량중심의 구조적 개념은 물론 

조작적 개념도 형성하지 못한 상태였다.

그렇다면 조작적 개념을 형성하면 구조적 개

념에 이를 수 있을까? 앞의 2차 검사 분석에서  

조작적 개념을 형성한 학생들이 모두 구조적 개

념을 형성한 것은 아니라는 것을 살펴보았다. 이
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것은 학생 L2의 면담을 통하여 좀 더 분명하게 

확인할 수 있었다.

(9) Q: (문항 2의 사각형 ABCD를 가리키며)이것

은 어떻게 풀었어요?

(10) L2: 모멘트를 전체질량으로 나누면 되니까 

를 이렇게 풀었어요.

(11) Q: 그런데 G, H, I, J는 무엇이지?

(12) L2: 나눈 삼각형들의 질량중심이에요.

(13) Q: 그것을 이용해서 그 다음에 어떻게 했어

요?

(14) L2: 세 개의 질량중심(G, H, I)을 찾고 그것

을 연결한 삼각형의 질량중심을 찾고 또 세 

개의 질량중심(H, I, J)를 찾아서 그것을 연결

한 삼각형의 질량중심을 찾아서 하면 될 것 

같은데요.

[그림 IV-9] RC2에 대한 학생 L2의 답안1

[그림 IV-10] RC2에 대한 학생 L2의 답안2

(15) Q: 그 다음에는?

(16) L2: 그냥 중점 구해서는 안 될 것 같고...

여기 삼각형의 넓이(∆)를 구하고 여기

의 삼각형의 넓이(∆)를 구해서 여기

(∆의 질량중심)의 좌표에 넓이(∆)

를 곱하고 여기(∆의 질량중심)의 좌표에

서 넓이(∆)를 곱해서 전체 넓이(∆+

∆)로 나누면 되요.

[그림 IV-11] RC2에 대한 학생 L2의 답안3

(17) T: (문항4를 가리키며) 이것은 어떻게 한 거

야?

(18) L2: 이것도 앞에 것과 비슷하게 했는데... 여

기 질량중심이 있다고 생각하면 이것을 이으

면 삼각형이 되잖아요. 이것의 질량중심을 

구하면 되요.(연필로 써서 질량중심을 구함)

[그림 IV-12] PeC에 대한 학생 L2의 답안4

학생 L2는 질량중심을 구하는 식을 정확히 알

고 있었다. RC2에 대하여 사각형의 밑변을 축

으로 하고 점 C와 D에서 수선을 내려 세 변에 

대한 직선의 방정식을 구하고 그것을 적분을 이

용하여 질량중심을 구하려는 것을 볼 수 있다

[그림 IV-9]. 학생 L2는 조작적 방법으로 질량중

심을 구하는데 있어서 매우 능숙하다는 것을 알 

수 있다. 학생L2는 다른 방법으로도 질량중심을 
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구하였는데 그것은 중학교에서 배운 삼각형의 

무게중심을 구하는 식을 이용하는 것이다. L2는 

네 개의 삼각형으로 분할해서 각각의 삼각형의 

질량중심 G, H, I, J를 삼각형의 무게중심을 구

하는 식을 이용하여 질량중심을 구한 것이다.

[그림 IV-10]. 그런 후에 각 질량중심을 이은 삼

각형에 대하여 다시 삼각형의 무게중심을 구하

는 식을 사용하였다. L2는 질량중심을 조작적 

방법으로 능숙하게 다룰 수 있음에도 불구하고 

삼각형의 무게중심을 구하는 식을 반복해서 적

용하는 오류를 범하고 있다.

L2는 삼각형 GHI와 삼각형 HIJ의 무게중심도 

이와 같이 삼각형의 무게중심 구하는 식을 이용

하여 구하였다. 그런데 마지막에 질량중심을 구

할 때는 각 질량중심에 해당 삼각형의 넓이를 

곱하여 두 삼각형의 넓이로 나누고 있다. 학생 

L2가 두 개의 질량중심의 중심을 구할 때는 단

순히 두 질량중심의 중점을 구하지 않고 두 질

량중심에 각 삼각형의 넓이를 곱하였다는 것은 

구조적 개념에 근접하고 있음을 보여주고 있다

(16). 그러나 아직 구조적 개념에 이르지 못하였

다는 것을 [그림 IV-10]에서 알 수 있고, PeC에 

대한 L2의 풀이 [그림 IV-12]에서도 확인할 수 

있다.

L2는 질량중심의 정의를 잘 알고 있었으며 질

량중심을 구하는 조작도 매우 능숙하였지만 질

량중심의 구조적 개념을 형성하지 못하고 있는 

것이다. 대화에서 L2는 질량중심을 조작적 특성

을 잘 알고 있었지만 끊임없이 이전에 형성한 

삼각형의 무게중심 개념을 적용하고 있음을 알 

수 있다. 이로부터 학생 L2는 질량중심에 대한 

조작적 개념은 형성하고 있지만 구조적 개념에

는 이르지는 못한 것을 알 수 있다. 그러나 L2

는 구조적 개념을 형성할 수 있는 조건을 갖추

고 있다는 것을 알 수 있었다.(16) 그럼에도 구

조적 개념에 이르지 못한 것은 이전 개념인 삼

각형의 무게중심 개념이 여전히 강하게 작용하

면서 구조적 개념 형성을 방해하는 것으로 보인

다. 질량중심을 구하는 조작적 방법에 익숙하였

음에도 그 조작을 통하여 구조적 개념에 이르는 

내면화의 과정에서 삼각형의 무게중심 개념이 

장애로 작용하는 것이다.

학생 C의 면담에서는 새로운 사실을 발견할 

수 있었다. 학생 C는 2차 검사에서 조작적 개념

을 형성하였지만 구조적 개념을 형성하지 못한 

것으로 나타났었는데 면담 중에 C는 질량중심 

개념의 구조적 개념에 이르는 것을 발견할 수 

있었다. 다음은 C의 면담 내용이다.

(19) T: 질량중심이 무엇이라고 생각해?

(20) C: 부분마다 질량이 있는데 부분마다 해당

하는 위치에 질량을 곱한 것을 모두 더한 다

음에 총질량으로 나누면 무게중심이 나와요.

(21) T: 그러면, 사각형의 질량중심을 구하라고 

했는데 어떻게 구하면 좋을까?

(22) C: 일단 사각형의 면 밀도 델타가 1로 일정

하다고 두면 면적하고 질량이 같아요. 그러

면 이제... 에 대하여 질량을 곱해주면 무게

중심이 나오는데... 이것을 저는 그냥... 사각

형의 넓이 구하는 것 생각해가지고 대각선 

BD하고 CA 절댓값 곱해주고 그 대각선 사

이의 각을 로 놓고서 
 sin 해가

지고 구해 보려고 했던 것 같아요.

(23) T: 사각형의 질량중심을 구할 때, 두 개의 

삼각형으로 나누어 생각하면 어떻게 될까?

(24) C: 그러면 각각의 삼각형에 대해서 구하고,

어..(생각을 잠시 하다가) 각각의 삼각형에 대

해서 구하는데 그러면 그 두 삼각형의 넓이

가 다르잖아요. 그러면 두 삼각형의 넓이의 

비까지 고려해서 그 무게중심에 그 비를 적

용하면 무게중심이 나오지 않을까요?
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(25) T: 다시 한 번 그려볼래.

(26) C: 이건 그냥 제 생각인데, 만약에 그 삼각

형 두 개의 무게중심을 구했어요. 그러면 두 

삼각형의 넓이의 비도 알 수 있잖아요. 그러

면 두 삼각형의 넓이비가 1:2라고 하면 두 

삼각형의 질량중심끼리 이은 다음에 그 무게

중심비를 적용해가지고.. 아니 그 넓이비를 

적용해가지고 그 넓이가 더 넓은 쪽으로 치

중해서 질량중심을 잡으면 될 것 같아요.

(27) T: ABC의 넓이를 m이라 하고, ACD의 넓이

를 n이라 하면 전체 사각형의 질량중심은 어

디에 있을 것 같니?

(28) C: 두 무게중심을 n: m으로 내분하는 점이요.

(29) T: 오각형은?

(30) C: 삼각형이 다섯 개라서 어떻게 해야 할지 

모르겠어요. 두 개씩 짝지어서 계속 해나갈

까요?

(31) T: 두 개씩 짝지어서 한다면 어떻게 하지?

(32) C: 그러니까, 그 다섯 개의 삼각형의 넓이

를 에서 까지 놓으면  를 사각형의 

질량중심 구한 것처럼 넓이를 적용해서 내분

점을 하나 구하고,  해가지고 또 하나 구

해요. 그러면 가 남는데, 일단 새로 만든 

애들을 라 하고, 두 개 또 넓이비가 

있잖아요, 그 사각형 두 개, 넓이비를 적용해

가지고 내분점 구하고 그리고 나서 네 개의 

삼각형 모은 것을 N이라고 하면  N하고 

사이에 넓이비를 적용해서 구해요.

학생 C는 질량중심을 구하는 식을 잘 알고 있

었으며 처음에 RC에 대하여 질량중심을 구하는 

식을 이용하여 조작적으로 해결하려고 하였다.

그러나 학생 C는 2차 검사에서 RC와 PeC에 대

한 문제를 해결하지 못했었다. 그런데 사각형을 

두 개로 나눈 삼각형을 생각해보라고 했을 때 

학생 C는 생각을 좀 하다가 무엇을 깨달은 듯 

순간 ‘어!’라는 감탄사를 말하며 각 삼각형의 질

량중심의 관계에 주목하여 그 질량중심의 내분

점이 사각형의 질량중심이라는 개념에 이르렀다

(26). 이러한 생각은 PeC에 대해서도 마찬가지로 

작용하였다(32). 학생 C는 질량중심에 대한 조작

적 개념을 잘 형성한 상태에 있었다. 그런데 사

각형을 두 개의 삼각형으로 나누어 그 질량중심

을 생각하다가 두 질량중심에 생각을 집중하게 

되었으며 연속적인 양의 질량중심을 구하는 조

작적 개념은 두 개의 질량에 대한 생각에 이른 

순간 구조적 개념으로 발전하게 된 것이다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 논문은 어떤 한 개념의 구조적 개념의 형

성이 건강한 개념 발달에 있어서 결정적인 역할

을 한다는 Sfard의 이론에 근거하여 구조적 개념

이 무엇인지 살펴보았고 실제로 질량중심 개념

의 구조적 개념을 학생들이 형성하였는지 실험

으로 확인하고자 하였다.

구조적 개념의 형성이 개념 발달에 결정적인 

역할을 한다면 개념을 학생들에게 지도함에 있

어서 우리는 그 개념의 구조적 개념이 무엇인지 

알아야 한다. 그러나 개념이 가지고 있는 조작적 

특성과 구조적 특성을 파악하는 것은 쉬운 일이 

아니며 때로는 개념의 본성을 파악하기 어렵거

나 드러나지 않는 경우도 있다.

또한 개념은 많은 다른 개념과 연관되어 있거

나 다른 개념으로부터 파생되어 생기기 때문에 

그 개념의 구조적 개념을 형성하기 위해서는 그 

개념과 관련된 이전 개념의 형성이 전제되어야 

한다.

우리는 질량중심 개념의 구조적 개념을 살펴

보았으며 학생들이 구조적 개념을 형성하는 과

정을 검사와 면담을 통하여 알아보았다. 대부분
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의 학생들은 도형의 질량중심을 적분에 의한 조

작적 활동으로 구하는 과정에 능숙하였다. 그러

나 그 적분의 조작적 활동에서 나타나는 분할된 

대상들의 질량중심이 갖는 의미를 파악하지 못

하였다. 그로 인해 질량중심의 구조적 개념에 이

르지 못하고 단순히 조작적 개념에 머무르게 되

었다. 그것은 2차 검사의 결과 분석에서 확인할 

수 있었다. 반면에 질량중심을 구하는 조작적 활

동에 익숙한 학생 중에서 분할된 대상의 질량중

심이 갖는 의미를 파악한 학생들은 삼각형이외

의 다각형의 질량중심을 구하는 데에 있어서도 

그와 같은 맥락으로 질량중심을 구할 수 있었다

([그림 IV-2], [그림 IV-3], [그림 IV-5]). 본 연구

의 검사와 면담을 통해 나타난 결과를 정리하면 

다음과 같다.

․삼각형의 무게중심만을 학습한 학생들은 다각

형의 무게중심을 거의 구할 수 없었다.

H과학고 영재교육원 중학교 2학년 수학영재

를 대상으로 한 검사에서 모든 학생들은 삼각

형의 무게중심 개념을 정확히 형성하고 있었

지만 사각형의 무게중심을 구한 학생은 거의 

없었다. 또한 H과학고등학교 2학년 학생들을 

대상으로 한 질량중심에 대한 수업 후 검사에

서도 사각형과 오각형의 질량중심을 구하지 

못하였고(<표 IV-3>) 그 질량중심을 구하는데 

있어서 삼각형의 무게중심을 이용하여 구하려

는 시도를 발견할 수 있었다(<표 IV-1>). 이것

은 많은 학생들이 형성한 삼각형의 무게중심 

개념이 오히려 질량중심의 구조적 개념을 형

성하는데 장애로 작용하고 있음을 보여주는 

것이다.

․질량중심에 대한 교수학습내용의 지도는 학생

들에게 질량중심의 구조적 개념을 형성하는데 

유의미한 영향을 주었다.

한 개념의 구조적 개념을 형성하도록 교수학

습내용을 구성하기 위해서는 그 개념의 구조

적 개념이 무엇인지 명확히 알아야 하며 개념 

발달 이론에 근거하여 교수학습 내용을 설계

하여야 한다. 이에 본 연구는 질량중심의 구

조적 개념에 대하여 논의하였고 Sfard와 Case

의 개념 발달 이론에 근거한 세 가지 조건에 

충실하게 수업을 실시하였다. 또한 학생들이 

함수식을 이용하여 질량중심의 조작적 활동을 

충분히 할 수 있도록 하였고 그 과정에서 분

할된 대상들의 질량중심을 익숙하게 다루도록 

하였다. 이러한 수업을 실시한 후 학생들이 

질량중심의 구조적 개념 형성에 영향을 주었

는가에 대한 2차 검사를 하였다. 검사결과 1

차 검사와 2차 검사를 비교한 t 검증에서 학

생들이 구조적 개념을 형성하는 데 영향을 준 

것으로 확인되었다(<표 IV-4>).

․H과학고등학교의 연구 대상의 대부분의 학생

들은 질량중심의 조작적 개념을 형성하고 있

었지만 구조적 개념을 형성한 학생은 상대적

으로 적었다.

일부 학생들은 구조적 개념을 형성하였지만 

대부분의 학생들은 조작적 개념에 머무르고 

있다는 것을 알 수 있었다(<표 IV-3>). 또한 

학생 J의 경우와 같이 일부는 조작적 개념도 

형성하지 못한 것으로 나타났다.

․구조적 개념은 조작적 개념을 형성한 학생 중

에서 발견할 수 있었다.

질량중심의 구조적 개념은 질량중심의 정의에 

근거한 조작적 개념에 익숙한 학생들 중에서 

형성된 것으로 나타났다. 조작적 개념에 머무

른 학생들은 질량중심을 구하는 조작을 통하

여 문제를 해결하려 하였지만 질량중심의 구

조적 개념에 이르지는 못하였다. 대표적으로 
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학생 L2의 면담에서 L2는 질량중심의 조작적 

개념에는 익숙하였지만 구조적 개념에 이르지 

못하였다. 학생 L2가 구조적 개념에 이르지 

못한 이유는 삼각형의 무게중심 개념이 질량

중심의 구조적 개념 형성하는데 장애로 작용

하고 있다는 것을 그의 면담에서 확인할 수 

있었다. 한편 학생C는 질량중심의 조작적 개

념에 익숙하였고 면담을 통하여 질량중심의 

구조적 개념을 형성한 것을 발견할 수 있었다.

교사가 볼 수 있는 수학적 대상이나 구조를 

학생들이 똑같이 볼 것 같지 않다는 Cobb(1988)

의 말을 빌리지 않더라도 학생들이 구조적 개념

을 형성하도록 하는 것이 매우 어렵다는 것을 

본 연구를 통하여 확인할 수 있었다. 본 연구에

서는 질량중심의 구조적 개념이 무엇인지 살펴

보았지만 그 외에 수학적 과학적 개념들에 대한 

구조적 개념이 무엇인지 파악하는 것은 쉽지 않

은 일이다. 따라서 우리는 학생들이 개념을 건강

하게 형성할 수 있도록 지도하기 위해서 그 개

념의 구조적 개념이 무엇인지에 대한 연구를 지

속적으로 할 필요가 있다. 그런 후에 학생들이 

그 개념의 구조적 개념을 구성할 수 있도록 돕

는 교수 학습 내용을 설계하여야 할 것이다. 학

생들이 구조적 개념을 구성하도록 하기 위해서

는 우리는 학생들이 그 개념의 조작적 개념에 

익숙할 수 있도록 지도해야 한다. 앞에서 살펴본 

바와 같이 질량중심의 조작적 개념에 익숙하지 

못한 학생들은 구조적 개념을 형성할 수 없었다.

조작적 개념에 익숙하도록 문제 상황을 제시하

고 그 문제 상황을 조작적으로 다루는 과정에서 

구조적 특성이 조작적 과정에서 드러나는 경우

를 한 학생의 면담에서 발견할 수 있었다.

본 연구는 문제를 조작적으로 다루는 것이 얼

마나 많은 단계와 절차를 필요로 하는지 보여주

고 있다. 그런 조작의 과정은 많은 시간과 고통

을 수반하지만 구조적 특성은 문제를 해결하는

데 얼마나 강력한 힘을 가지는지 보여주고 있다.

이것이 우리가 통찰력을 주는 개념의 구조적 본

성에 좀 더 관심을 가져야 하는 이유이다.
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A Study on the Structural Conception Formation

of the Center of Mass Concept

Choi, Byung Chul (Kyungdong High School)

We are able to analyze a social or a natural

phenomenon by using the conception. if we

understand a concept of an object. However it is

not easy to understand a concept of an object. The

process of comprehending the concept is a long

rigorous mental journey. Hence, understanding

concepts has been emphasized in studies in

education.

Previous studies demonstrate that conception has

a dual nature, which has both an operational and a

structural nature. We are able to acknowledge that

structural conception develops from an operating

conception. Nevertheless, discovering a dual nature

of conception and knowing whether students

acquired the dual nature, especially the structural

nature are difficult to achieve.

In this research, I examine the operational and

the structural nature of a center of mass conception

and analyze whether students acquire structural

nature of the center of mass conception, and find

implications which we would do to build the

structural conception on a concept.

* Key Words : center of mass(질량중심), centroid(무게중심), conception(개념), operational nature(조작

적 특성), structural nature(구조적 특성)
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