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1. 서  론

원관 내에 장애물이 설치된 유동은 밸브, 열교환기, 마이크

로 유체소자, 혈류유동 등 다양한 분야에서 폭넓게 응용되는 

유동의 형태이다. 이러한 유동은 원관 내의 장애물의 형상과 

레이놀즈 수 등의 영향에 의해 다양한 유동의 특성 변화가 

있으므로 개발 연구에 선행하여 유동을 예측하여야 한다. 그

러므로, 최근까지도 원관 내의 다양한 장애물에 대해 장애물

의 크기나 형상 그리고 레이놀즈 수의 변화 등에 따른 유동

의 특성을 파악하는 연구가 꾸준히 진행되고 있다[1-3].

Wang and Skalak[4]은 모세혈관 내의 적혈구 유동과 관련

하여 원관 내에 구형 입자의 열( )이 있는 경우에 대한 스톡

스 유동(Stokes flow)을 주기성을 갖는 고유함수 전개 

(eigenfunction expansion)와 특이함수(singular function)들로 유동

함수를 구성하여 유동장을 해석하였다. Wang[5]은 원관의 중

심축을 따라 등간격의 디스크의 열이 움직일 때의 스톡스 유

동을 고유함수 전개와 점배열(point collocation) 방법을 적용하

여 해석하였는데, 원관 벽면의 경계조건을 완전히는 만족하지 

않는 고유함수가 선택되었다.

Shail and Norton[6]은 적분방정식을 사용하여 원관 축을 따

라 움직이는 하나의 작은 디스크에 의한 축대칭유동을 디스

크의 반경에 따라 해석하였고, Ui et al.[7]은 디스크의 두께가 

힘에 미치는 영향을 측정하였으며, 레이놀즈 수에 따른 유동

의 변화에 대하여 Pulley et al.[8]은 실험적으로, Nitin and 

Chhabra[9]는 수치적으로 고찰하였다.

한편, 대응하는 2차원 유동에 대하여 Yoon and Jeong[10,11]

은 채널 중앙에 수직평판 또는 원형실린더가 놓여있는 스톡

스 유동장에 대하여 유동특성을 해석하였으며, Dvinsky and 

Popel[12,13]은 채널 내의 원형 실린더 주위의 스톡스 유동을 

좌표변환과 수치해석적인 방법으로 고찰하였다.

본 연구에서는, Fig. 1과 같이 원관의 중심축에 수직으로 

놓인 원형 디스크를 지나는 스톡스 유동의 특성을 이론적으

로 해석하고자 한다.
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Fig. 1 Geometry of the incompressible  axisymmetric flow 
                 in a circular tube

2. 연구 모델

Fig. 1과 같이, 직경   인 원관 내에 임의의 반경 

    인 얇은 디스크가 원관의 중심축에 놓여있고 

디스크로부터 멀리 떨어진 곳에서는 평균속도 (유량 

  )인 하겐-포아제 유동(Hagen-Poiseuille flow)으로 

되는 비압축성 축대칭 유동에 대하여 고찰한다. 여기서, 원관 

내 디스크의 두께는 매우 얇고 유체의 물성치는 일정하며, 

 ≡ ( : 동점성계수)로 정의되는 유동의 레이

놀즈 수는 매우 작다고 가정한다.

3. 유동장 해석

3.1 지배방정식 및 경계조건

Fig. 1과 같은 축대칭 원통좌표계 를 취하는데, 해석

의 편의상 원관의 반경 로 유동장을 무차원화는 것이 좋다. 

이를 위해서 로 놓는다. 따라서 원관의 벽면은  , 

∞  ∞ 이고 디스크는 ≤ ≤ ,    에 해당된

다. 관성의 효과가 점성의 효과에 비해 충분히 작은 경우 

 ≪   스톡스의 근사에 의하여 Navier-Stokes 방정식 

내의 관성항은 무시된다. 축대칭 원통좌표계  에서 연속

방정식과 스톡스 방정식은 다음과 같이 표현된다.

∇⋅
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축대칭 유동에서는 ∇


 









 이다. 여기

서, 비압축성 축대칭 유동에 대한 유동함수 를 도입하

면 속도 는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  





    





 (3)

식 (3)에 의해 연속방정식 (1)은 자동으로 만족되며 식 

(2a), (2b)에서 압력 를 소거하면 유동함수 에 대한 다음

의 편미분방정식이 유도된다[14].



 







 



  (4)

축대칭 스톡스 유동의 좌·우 대칭성을 고려하고 유동장의 

좌·우 중앙면  에서의 압력을 기준압력 으로 놓으면 

다음과 같은 관계식이 성립한다.

   , (5)

  . (6)

따라서 Fig. 1에서  ≤  ≤  ,  ≥ 의 영역만 고려

하면 충분하다. 식 (4)를 만족하는 유동함수 에 대한 속도

점착 경계조건은 다음과 같다.

  





   for ≤  ∞, (7a)

 


      for ≤ ≤ .  (7b)

또한,   을 중심으로 좌우 대칭을 고려하면,




          for ≤  ≤ , (7c)

→


        as  →∞. (7d)

3.2 유동함수 및 압력분포 계산

Fig. 1과 같은 형상의 유동장 영역에서, 지배방정식 (4)를 

만족하는 유동함수 를 구하기 위하여  를 다

음과 같은 식 (8)의 형태로 놓을 수 있다.

 


 



∞

  
 (8)
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여기서, 우변의 첫째 항 

  은 원관 내의 하겐-포

아제 유동(유량 )을 나타낸다.

유동함수 에 관한 식 (8)을 지배방정식 (4)에 대입

하면, 은



 










   (9)

을 만족해야 한다. 여기서, 유동함수 와 마찬가지로 

이   에서 특이성을 갖지 않는다는 점을 고려하고 

원관 벽면에서의 점착 경계조건식 (7a)를 완전히 만족시키는 

고유함수 을 구하면 다음과 같다[15].

  
 (10)

여기서,  는 제1종 Bessel 함수[16]이고, 고유값 은


   (11)

의 복소수 근이다. 이 근 일 때,  ,  , 도 각각 

근이 된다.

식 (10)을 유동함수식 (8)에 대입하고 경계조건 (7d)를 고려

하면 의 실수부는 양(+)이어야 하고, 유동함수식 (8)은 실

함수가 되어야 하므로, 유동함수 는 다음과 같이 표현

된다.

 


 




∞





(12)

여기서,  ⋯은 나중에 구하게 될 미지의 복소

상수이며,  ⋯은 식 (11)의 1상한 내의 복소수 

근으로서 원점에서 가까운 순서대로 번째의 근이다. 

 ≫  일 때 의 점근거동은 다음과 같다.

→ 





 (13)

참고로, 몇 개의  값을 Table 1에 나타내었다.

유동함수 에 관한 표현식 (12)와 식 (3)으로부터 유

동의 속도  를 구할 수 있으며, 이를 식 (2)에 대입하면 

압력분포  는 다음과 같이 표현된다.

  







∞




(14)

위 식 (14)의 우변 첫 번째 항은 원관 내의 포아제(Poiseuille) 

유동에서의 선형적인 압력 강하를 나타내며, 는 적분상수로

서 디스크에 의해 부가되는 압력 변화를 나타낸다.

주어진 유량 에 대하여, 미지수  ⋯과 적

분상수 를 구하기 위해서는, 식 (12)와 (14)에 있는 무한급

수 항을 유한한  항까지 절단(truncation)하고 경계조건

식 (7b)와 (7c)를 적용한다. 수치계산을 위해 디스크 표면 

   ≤ ≤ 과 유동이 통과하는 중앙면(  , 

 ≤ )에서 총 개의 점들을 취하여 경계조건 (7b) 와 

(7c)를 각각 적용하면, 개의 미지수 [


 ⋯와 상수 ]에 대한  개의 선형 연립방

정식이 얻어진다.

이때, 충분히 큰 과 에 대하여 방정식의 개수를 

미지수의 개수보다 크게 취하여 얻은 선형 연립방

정식에 대하여 오차의 최소제곱법(method of least square)을 

사용하면, 더 안정적으로 미지수    ⋯과 

를 구할 수 있다. MATLAB을 사용한 실제 계산에서는 

≅, ≅이면 충분하였다.

이와 같이 구한    ⋯과 상수  값을 식 

(12)와 (14)에 대입하면 유동함수 와 압력 분포 

를 구할 수 있으며 본 유동의 유동특성을 모두 해석할 

수 있다. 참고로 디스크 반지름    일 때, , 

으로 놓고 계산한 결과 이며 몇 개의 

  값을 Table 1에 나열하였다.

  
1 4.4663+1.4675 -0.2700+0.4577
2 7.6941+1.7270 -0.1426+0.0562
3 10.8746+1.8949  0.0741-0.1564
4 14.0389+2.0201  0.0987-0.0319
5 17.1956+2.1199 -0.0402+0.1023
6 20.3480+2.2031 -0.0771+0.0212
7 23.4977+2.2744  0.0271-0.0786
8 26.6457+2.3368  0.0641-0.0153
9 29.7925+2.3922 -0.0204+0.0650
10 32.9383+2.4421 -0.0553+0.0116

Table 1 The complex roots  of Eq. (11) and constants 
determined for 0.5
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Fig. 2 Streamlines for 0.5 with . Here,  

Fig. 3 Dimensionless pressure    
                       contour lines for 0.5.

3.3 전단응력 분포

유동함수 식 (12)를 이용하여 원관의 벽면( )에서의 전

단응력 와 디스크 표면   ≤ ≤ 에서의 전단 응

력 를 구하는 식은 다음과 같이 표현된다.

   

 






∞





(15)

   


 


∞





 (16)

3.4 디스크가 받는 힘과 부가적인 압력강하

원관 내에서 디스크가 받는 항력 는 압력분포 식 (14)를 

이용하여 다음과 같이 계산할 수 있다.

  




     

Fig. 4 Dimensionless pressure distributions on the disk surface 
               for 0.2, 0.5, 0.8

    




  (17)

     


∞




또한, 디스크에 의해 부가적으로 생기는 상류와 하류사이

의 압력강하 는 식 (14)로부터

 (18)

임을 알 수 있다.

4. 계산결과 및 고찰

Fig. 2에 디스크의 반지름   인 경우에 대해 식 (12)

로부터 유동함수를 계산하여 유선을 도시하였다. 디스크 표면

을 포함하여 원관 내의 전 유동장 영역에서 점성 에디(viscous 

eddy)는 나타나지 않았으며, 이는 디스크의 반지름 를 변화

시켜도 마찬가지이다. 반지름 가 변화하더라도 디스크 주위

의 유선은 Fig. 2처럼 매끈하게 디스크와 원관의 벽면 사이를 

통과함을 알 수 있었다.

Fig. 3에 디스크 반지름이   인 경우에 대해 식 (14)

로부터 압력분포를 계산하여 등고선(contour)으로 나타내었다. 

유동장의 좌·우 중앙면   에서의 압력을 기준압력 으

로 취하였으며, 압력은   에서 음의 부호를 가진 채 의 

증가에 따라 계속 감소하고 있는데 그 감소율은   에

서 가장 크다는 것을 알 수 있다.

Fig. 4, 5에는 식 (14)와 식 (16)을 사용하여 디스크 표면

   ≤ ≤ 에서 압력분포와 전단응력 분포를 구한 

결과를 각각 도시하였다. Fig. 4에서, 압력은 디스크 표면 전
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Fig. 5 Dimensionless shear stress distributions on the disk surface
for 0.2, 0.5, 0.8

Fig. 6 Dimensionless pressure distributions on the circular tube 
wall for 0.2, 0.5, 0.8

체에 걸쳐 거의 일정하지만 가장자리    부분에서 압력

이 급격히 감소함을 보이고 있다. 식 (6)과 같이 압력이 에 

대하여 반대칭임을 고려하면 디스크 가장자리의 왼쪽 면에서

는 압력이 급격히 증가함을 알 수 있다. Fig. 5에서, 전단응력

은 디스크 중앙점  에서 영(zero)이며 가장자리

  로 갈수록 전단응력의 크기가 증가함을 알 수 있다.

Fig. 6, 7에는 식 (14)와 식 (15)를 사용하여 원관 벽면

   ≥ 에서 무차원 압력과 전단응력의 분포를 

각각 도시하였다. Fig. 6에서, 압력은   에서의 기준압

력 으로부터 급격히 감소하다가 ≳에서는 기울기 

  인(포아제 유동에서의 압력구배에 해당하는 기울기) 

선형적 감소를 나타내고 있다. Fig. 7에서, 전단응력의 크기는 

  일 때 최대값을 가지며 의 증가에 따라 점차적으

Fig. 7 Dimensionless shear stress distributions on the circular tube 
wall for 0.2, 0.5, 0.8

Fig. 8 Drag force   exerted on the disk and additional pressure 
drop  due to the disk

로 그 크기가 감소하다가 ≳에서는 그 값이 (포

아제 유동에 의한 전단응력 값)으로 접근함을 알 수 있다.

따라서, 원관의 중심축에 놓인 디스크의 영향은 디스크 전·

후로 원관 반지름의 약 2배 이내≤ ≤ 임을 알 

수 있다.

Fig. 8에는 식 (17)과 식 (18)을 사용하여 원관 내의 디스크

가 받는 항력 와 디스크에 의해 생기는 상·하류 사이의 부

가적 압력 강하 를 구한 결과를 디스크의 반지름 의 함

수로 나타내었다. 그림에서 보듯이, 디스크의 반지름 

    의 증가에 따라  와 는 급격히 증가함

을 알 수 있다. 또한, 힘의 평형을 고려하면, 디스크에 의하여 

원관 벽면에 유동 방향으로 작용하는 전단력이  

    만큼 증가함을 알 수 있다.
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5. 결  론

원관의 중심축과 일치하며 고정된 디스크를 지나는 스톡스 

유동에 대하여 이론적인 해석을 통하여 유동 특성을 고찰하

였다.

스톡스 유동의 해석 결과로부터 원관 내 디스크의 임의 반

경 에 대하여 유동함수와 압력분포 식을 구하였으며, 모든 

경계 벽면에서 작용하는 압력과 전단응력의 분포를 구하였다. 

특별히 중요한 물리량으로 디스크가 받는 힘과 디스크의 존

재로 인해 부가적으로 생기는 원관 유동의 압력 강하를 디스

크의 반경 의 변화에 따라 계산하여 도시하였다. 유선의 도

시결과, 어떠한 반지름의 디스크에 대해서도 원관 벽면이나 

디스크의 표면에 부착된 점성 에디(viscous eddy)는 나타나지 

않았는데, 이는 본 연구모델의 경계 벽면에서 유동의 박리

(separation)가 일어나지 않는다는 결과와 부합된다. 또한, 디스

크가 받는 힘이나 부가적인 압력강하는 디스크 반경 가 커

짐에 따라 급격히 증가함을 알 수 있었다.

본 논문에서 고찰한 원관 내의 디스크를 지나는 스톡스 유

동에 대한 해석 결과는, 모세혈관이나 생체유동, 마이크로튜

브 내의 유동과 같이 레이놀즈 수가 작은 유동장에 디스크 

형 장애물이 있는 경우에 유량과 압력강하 및 장애물에 걸리

는 항력 등의 관계식을 제공하고 관련 유동의 특성을 이해하

는데 필요한 참고 자료가 될 것이다.
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