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Uniform CA와 90/150 Hybrid CA의 합성
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요 약

본 논문에서는 전이규칙이 모두 102인 Uniform CA(Uniform Cellular Automata, UCA) 와 특성다항식이 

인 -셀 90/150 hybrid CA 를 합성한 CA의 특성을 분석한다. 먼저 로부터 유도된 여원 그룹 

CA의 사이클 구조를 분석하고 이를 통해 모든 사이클의 길이가 같아지는 여원 CA의 조건을 제시한다. 그리고 

와 를 합성한 CA 의 최소다항식이 일 때 ≠을 만족하는 를 여원벡터로 택하여 

구성한 여원 그룹 CA  ′의 사이클 구조를 분석한다. 

ABSTRACT

In this paper we analyze the CA formed by combining the uniform 102 CA   and the -cell 90/150 hybrid CA   whose 

characteristic polynomial is  . We analyze cycle structures of complemented group CA derived from   and propose a 

condition of complemented CA dividing the entire state space into smaller cycles of equal lengths. And we analyze the cycle structure 

of complemented group CA  ′  derived from the CA   formed by combining   and   with complement vector   such that 

≠  where   is the minimal polynomial of  . 
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Ⅰ. 서 론

셀룰라 오토마타(Cellular Automata, 이하 CA)란 

이산 시간의 동적 시스템으로 셀이라는 기본 단위 메

모리의 배열로 이루어진다. 3-이웃 셀룰라 오토마타에

서는 자기 자신과 인접 한 두 셀의 상태에 의해 정해

진 규칙에 따라 셀의 다음 상태가 갱신된다. 이러한 

CA는 간단하고 규칙적이며 작은 단위로 확장 연결할 

수 있는 구조이기 때문에 VLSI 하드웨어 구현에 적

절하다[1-6]. 가장 간단한 구조를 가지는 1차원 CA는 
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모든 셀이 선형으로 배열되어 있고, CA의 상태전이에 

적용되는 전이규칙의 종류에 따라 선형 CA와 비선형 

CA로 나뉜다. 또한 CA의 모든 상태에 대하여 이전 

상태가 유일하게 존재하는 CA를 그룹 CA라 한다. 그

룹 CA는 주어진 상태가 일정한 주기 이후 원래의 상

태로 돌아가는 특징을 가지고 있어서 상태전이가 반

복되는 동안 정보가 보존되는 특성이 있으므로 암호

시스템에서 암호화 및 복호하는데 사용할 수 있다

[7-10]. 인터넷 기술의 발달로 멀티미디어 자료뿐만 

아니라 중요한 금융 거래 자료들이 인터넷을 통해 이

루어지고 있다. 영상은 민감하고 사적인 정보들을 포

함하는 의학연구, 원격의료, 산업공정, 우주탐구 등 많

은 분야에서 사용된다[11]. 따라서 데이터 전송 도중

에 인증 받지 않은 사람의 도용을 피하기 위한 방법

이 필요해졌다. Nandi 등[8]은 대칭키 영상 암호시스

템의 암호 기법으로 그룹 CA 규칙을 이용하였다. 그

리고 Roy 등[11]은 각각 전이규칙 204, 102, 60의 여

원규칙인 51, 153, 195로 이루어진 그룹 CA를 이용한 

대칭키 암호시스템을 제안하였다. 본 논문에서는 동일

한 길이의 사이클로 구성된 더 긴 길이의 기계를 만

들기 위하여 전이규칙이 모두 102인 UCA 와 특성

다항식이 인 90/150 HCA 를 합성한 CA

의 특성을 분석한다. 먼저 로부터 유도된 여원 그

룹 CA의 사이클 구조를 분석하고 이를 통해 모든 사

이클의 길이가 같아지는 여원 CA의 조건을 제시한다. 

와 를 합성한 CA의 최소다항식이 일 

때 ≠을 만족하는 를 여원벡터로 택

하여 구성한 여원 그룹 CA의 사이클 구조를 분석한

다. Nandi 등[8]의 영상 암호 기법에서 CA의 전이규

칙과 여원벡터가 키의 역할을 하는데 [8]에서는 여원

벡터가 한 개로 고정되나 본 연구에 의하면 더 많은 

CA를 합성할 수 있고 다양한 여원벡터를 택할 수 있

어 [8]의 방법보다 키 공간을 크게 할 수 있는 장점이 

있으므로 안전성이 높아진다.

II. CA의 사전 지식

3개의 이웃을 가지는 CA의 다음 상태 전이함수는 

3변수 부울함수    → 이다. 그러므로 

다음 상태 전이함수 는 


개가 있으며 이것을 CA

의 전이규칙(Transition rule)이라고 한다. 개의 셀로 

이루어진 -셀 CA의 각 셀에 사용되는 전이규칙으

로 90과 150만 사용되는 CA를 90/150 HCA(: Hybrid 

CA)라 하고 표 1은 본 논문에서 사용되는 전이규칙을 

부울식으로 나타낸 것이다. 같은 전이규칙으로 이루어

진 CA를 UCA(: Uniform CA)라고 한다. 표 1과 같이 

전이규칙을 부울식으로 표현했을 때 XOR 논리로만 

이루어진 CA를 선형 CA(: Linear CA)라 한다. 이러

한 CA는 상태전이함수를 ×  행렬로 나타낼 수 있

으며, 이를 상태전이행렬(State transition matrix)이라

고 한다[12].

Transition  

Rule
S ta te  tran sition  function

90      ⊕  

102      ⊕  

150       ⊕   ⊕  

204     

표 1. CA의 전이규칙의 부울식

Table 1. Boolean representation of the transition 
rules of CA

주어진 -셀 CA의 상태전이행렬 의 특성다항식

(Characteristic polynomial) 는 에서 

  ⊕ 이다. 여기서 는 차 단위행렬이

다. 특성다항식의 인수 중 를 근으로 갖는 가장 낮

은 차수의 다항식을 최소다항식(Minimal polynomial)

이라 하고 로 나타낸다. 그룹 CA의 상태전이

그래프에서 사이클의 구조는 CA의 최소다항식에 의

하여 특성화된다. 90/150 CA는 특성다항식과 최소다

항식이 같으므로 모든 크기의 CA에 대하여 최대주기 

CA가 존재한다. 비선형 CA(: Nonlinear CA)는 셀에 

선형이 아닌 규칙을 적용한 CA이며, 그룹 CA는 주어

진 상태에 대한 이전 상태가 유일하게 존재하는 CA

이다. 

CA의 각 셀에 적용되는 규칙이 XOR 논리와 

XNOR 논리의 조합으로 이루어진 CA를 여원 CA(: 

Complemented CA)라고 한다. 여원 CA의 다음 상태

를 구하는 연산자를 라 하면 현재 CA의 상태 에 
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대하여 다음 상태  은 
   ⊕  

로 나타낼 수 있으며, 여기서 를 여원벡터

(Complement vector)라고 한다. 일반적으로 

를 여

원 CA의 연산자인 를 번 적용한 것이라 하면 현

재 상태 로부터 시간 단계 후 여원 CA의 상태 

는 다음과 같다.

 


 

 
 ⋯ 

여기서 은 에서 덧셈연산이다. -셀 

90/150 CA의 상태전이행렬 은 다음과 같은 삼중

대각행렬로 나타낼 수 있다. 

 









   ⋯   

   ⋯   
⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮
   ⋯   

   ⋯   

단  ∈   이다. 본 논문에서는 간단히 

  ⋯  으로 나타내기로 한다.

다음 정리 2.1은 본 논문에서 기본적으로 사용된다.

<정리 2.1> [13] 기약다항식 의 주기가 이면 

의 주기는 ⋅ 이다. 단   ≤  이

다.

어떤 CA의 특성다항식인 다항식을 CA-다항식

(CA-Polynomial)이라고 한다. 모든 기약다항식은 

CA-다항식이다. Cho 등[3]은 유사변환(Similarity 

transformation)과 Lanczos 삼중대각 알고리즘

(Lanczos tridiagonalization algorithm)을 이용하여 주

어진 모든 CA-다항식에 대한 90/150 NBCA를 빠르

게 합성하는 새로운 방법을 제안하였다. 또한 주어진 

차 기약다항식에 대하여 그것을 특성다항식으로 갖

는 90/150 CA가 두 개( 〈 ⋯ 〉 와 

′  ⋯  ) 존재한다는 것을 보였다.

Ⅲ. 102 UCA의 분석

이 절에서는 특성다항식이 인 -셀 102 

UCA를 분석하고 -셀 102 UCA로부터 유도되는 여

원 CA의 성질을 분석한다. 

다음 보조정리는 행렬 곱셈의 성질로부터 알 수 있다.

<보조정리 3.1> -셀 102 UCA 의 상태전이행렬 

에 대하여 다음이 성립한다.

(i) 특성다항식과 최소다항식은 이다.

(ii) 각   ⋯  에 대하여 

  라 하면 다음과 같다.

    ≤ ≤  and   
  

(iii)   ∗⋯ ∗ 일 때 모든   ⋯

에 대하여 ≠이다.

<정리 3.2> -셀 102 UCA 의 상태전이행렬 

에 대하여 여원벡터   ∗⋯ ∗ 에 대응하는 

여원 그룹 CA ′의 상태전이 함수 의 위수 

or는 or ≥ or 이다.

(증명) or  이고 or   라 하자. 그러

면      ≤  이다.  


  이라 

가정하자. 그러면 ′의 모든 상태 에 대하여 식 

(1)이 성립한다.



  (1)

일 때 

  ⋯ 

 이다. 그런데   
이고 

 이므로  ≠이다. 그러므로 보조정

리 3.1에 의하여 ≠ 이다. 따라서 



≠이다. 이는 식 (1)에 모순이다. 따라서 

or  


이므로 or ≥ or 이다. 

<정리 3.3> -셀 102 UCA 의 상태전이행렬 

에 대하여 여원벡터   ∗⋯ ∗ 에 대응하는 

여원 그룹 CA ′의 상태전이 함수 의 위수 
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or는 or  또는 ⋅or 이다.

(증명) or  라 하자. 그러면 ′의 모든 상

태 에 대하여 다음이 성립한다.



   ⋯  

  ⋯  ⋯   

 .  

그러므로 or는 의 약수이다. 정리 3.2에 의

하여 or ≥  이므로 or 는   또는 이다.

<따름정리 3.4> 정리 3.3에서 or 는 다음과 

같다.

or 
     

    

(증명) (i)  일 때 or   이다. 그러면 

′의 모든 상태 에 대하여 

  

  이 성립한다. 

  이므로 보조정리 3.1에 의하여 

≠ 이다. 그러면 

≠이므로 

or   이다.

(ii)     일 때 or  라 하면 

  이다. 그러면 ′의 모든 상태 에 대하여 



    이 고 

≤   이므로  이다. 따라서 ′
의 모든 상태 에 대하여 


이므로 정리 3.2

에 의하여 or    이다. 

<정리 3.5> -셀 102 UCA 의 상태전이행렬 

에 대하여 여원벡터   ∗⋯∗  에 대응하

는 여원 그룹 CA ′의 상태전이그래프에서 모든 사

이클의 길이는 주기와 같다. 

(증명) (i)  일 때: 따름정리 3.4에 의하여 

′의 상태전이그래프에서 모든 사이클의 길이는 주

기 과 같다. 

(ii)     일 때: 따름정리 3.4에 의하여 

or    이다. 보다 작은 에 대하여 



  인 ′의 상태 가 존재한다고 가정하자. 

그러면 

 

  

  

  

    

이고   
이므로   이다. 

그러므로   . 보조정리 3.1에 의하여 

  ∗⋯∗  일 때 ≠  이므로 

모순이다. 그러므로 에 대응하는 ′의 상태전이그

래프에서 모든 사이클의 길이는 주기와 같다.

<참고 A> 정리 3.5의 증명으로부터 최소다항식이 

인 로부터 유도된 ′에 대하여 

≠  을 만족하는 를 여원벡터로 택하

면 ′의 상태전이그래프의 모든 사이클의 길이는 주

기와 같다는 것을 알 수 있다. 

<예제 3.6> 6-셀 102 UCA 의 상태전이행렬을

라 하면 의 최소다항식은 이다. 와 여

원벡터   ∗⋯ ∗ 에 대응하는 ′의 상태

전이그래프에서 모든 사이클의 길이는 주기와 같다. 

의 상태전이그래프의 사이클은 다음과 같다:

1-사이클의 개수: 2개, 2-사이클의 개수: 1개, 4-사

이클의 개수: 3개, 8-사이클의 개수: 6개.

예를 들어    일 때 ′의 상태전

이그래프는 8개의 동일한 8-사이클로 구성된다.  

Ⅳ. 102 UCA와 90/150 HCA의 합성

102 UCA 인 경우 언제든지   


꼴인 를 구성할 수 있으나[12] 90/150 HCA의 경우

에는 다음 정리 4.1과 같이 를 구성할 수 있다. 다

음 정리는 최소다항식이 인 -셀 90/150 

HCA를 합성할 수 있는 이론적 근거를 제시하며 이

는 [14]의 정리 3.6과 3.8의 특별한 경우이다. 
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<정리 4.1> 최소다항식이 인 90/150 HCA

의 상태전이행렬이  〈 ⋯ 〉 일 때 와 

은 다음과 같다. 

(i)   ⋯

 ⋯     

(ii)   ⋯ ⋯    

여기서  〈〉이다. 

<정리 4.2> [15] 최소다항식이    
, 

 ⋯ 인 -셀 90/150 HCA 의 상태전이행

렬 에 대하여    
라 하면 과 

은 다음과 같다. 

   
 




 


 

 
, 

    
 











  
  
 

.

단,         










  
  
  

이다.

표 2는 정리 4.1에 의해 합성할 수 있는 90/150 

HCA의 몇 가지 상태전이행렬이다.

표 2. 90/150 HCA의 상태전이행렬
Table 2. State transition matrix of 90/150 HCA 

State transition matrix
Characteristic 

Polynomial
Period

       1

        2

        4

        4

        8

⋮ ⋮ ⋮

앞으로 90/150 HCA의 상태전이행렬은 표 2의 상

태전이행렬을 택하기로 한다. 상태전이행렬이 인 

-셀 와 상태전이행렬이 인 -셀 를 합성

하는데 최소다항식이 인 형태가 되도록 하기 

위하여 의 마지막 전이규칙 102를 204로 바꾸거나 

의 첫 번째 전이규칙을 90은 170으로 150은 102로 

바꾸어야 할 경우가 있다. 의 마지막 전이규칙 102

를 204로 바꾼 CA를  , 의 첫 번째 전이규칙을 

90은 170으로 150은 102로 바꾼 CA를 라 하자.

4.1     인 경우 

-셀 에 대한 최소다항식은 이고 -

셀 에 대한 최소다항식은 이다.

 

<정리 4.3> -셀 와 -셀 를 합성한 

 -셀 CA     의 최소다항식은 

다음과 같다. 

  
    

  ≥

(증명) 의 상태전이행렬 는 











 




 ⋮ 


이므로

 









 




 ⋮ 


이다.

이 경우 각 자연수 에 대하여 은 다음과 

같다. 

 









 
 



 ⋮  




(1) 인 경우:

 
 이므로 

  
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









 
 


⋮

 ⋮ 


 









  




 ⋮ 












 
   

  이다.

그런데  이면  
 ≠이고 

 
 이므로   

이다.

(2) ≥인 경우:    

 
 이므로 

  











 





⋮

 ⋮   












  




 ⋮ 












 



⋮    
  



이다. 정리 4.2에 의하면  
의 첫 열은 영

벡터가 아니다.  
 이므로 의 

번째 열은   일 때 영벡터가 될 수 있다. 그러

므로 ≠이고  이다. 따라서 

  
이다.

<따름정리 4.4>   
  max

 일 때   ⋯ ⋯ 
 가 

 ≠ 을 만족하는 여원벡터라고 하면 

  이다.

참고 A와 따름정리 4.4에 의하여 -셀 와 -

셀 를 합성한  -셀 CA 와 여원벡터 

  ∗⋯∗

∗⋯∗  (1의 위치는 번째)에 

대응하는 여원 그룹 CA  ′의 상태전이그래프의 모

든 사이클의 길이는 주기와 같음을 알 수 있다. 

<예제 4.5> -셀 와 -셀 를 합성한 6-셀 

CA 의 최소다항식은  
이다. 의 

상태전이그래프의 사이클은 다음과 같다:

1-사이클의 개수: 4개, 2-사이클의 개수: 6개, -

사이클의 개수: 12개.

여원벡터 를    로 택하면 

 ≠ 이고 ′의 상태전이그래프는 8개의 동

일한 8-사이클로 구성된다.  

4.2     인 경우

<정리 4.6> -셀 와 -셀 를 합성한 

 -셀 CA 의 최소다항식은 

 이다.

(증명) 의 상태전이행렬은











 

  ⋯ 

  이다.

(1) ≥인 경우:

 













 

⋮




  이다.

여기서 은  
의 1행이고 정리 4.2에 

의하여  
의 1행은 영벡터가 아니므로 

≠이다.
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 












⋮

 
 



 
이므로 

 이면 

 














 ⋮


 

≠

(2) 인 경우: 

 













 ⋮



  이므로 (1)의 증명 방

법과 같은 방법으로 증명할 수 있다. 

<따름정리 4.7> 정리 4.6에서   ⋯ 

⋯ 
를 여원벡터라고 하면  

 일 때  ≠ 을 만족하는 

는 다음과 같다.

  ∗⋯∗⋯
  

단, ⋯⋅≠ .

여기서 크기 에 따른  
의 1행인 

은 표 3과 같다.

 The 1
st
 row of  



2 11

3 101

4 1111

5 11011

6 101101

⋮ ⋮

표 3.  
의 1행

Table 3. The 1st row of  


표 3은 정리 4.2에 의하여 얻어지며  


의 1행을 구하는 계산복잡도는 log이고[15], 

의 개수는 이다.

<예제 4.8> 3-셀 와 4-셀 를 합성한 7-

셀 CA 의 최소다항식은   
이다. 

    
 라 하면 따름정리 4.7과 

표 3에 의하여   ∗∗∗
 이다. 단, 






 ≢mod  이다. 또한 ≠ 인  의 

개수는 이다.

4.3     인 경우

90/150 HCA   다음에 102 UCA 를 붙이는 

경우를 생각해보자. 의 상태전이행렬을  , 의 

상태전이행렬을 이라 하면 다음 정리 4.9는 정리 

4.6과 유사한 방법으로 증명할 수 있다.

<정리 4.9> -셀 90/150 HCA 와 -셀 102 

UCA 를 합성한  -셀 CA 

║  의 최소다항식은 

  
  이다.

<따름정리 4.10> 와 여원벡터 에 대응하는 여

원 그룹 CA ′의 상태전이그래프에서 모든 사이클

의 길이는 주기와 같다. 여기서 는 

  ∗⋯∗ 이다.
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<참고 C>    의 상태전이행렬 에 

대하여 

 









 ⋯ 

 

, 여기서 은  
의 마지막 열이다. 정

리 4.2에 의하여  
이 대칭행렬이므로 

은  
의 첫 행과 같다. 따라서 

의 마지막 열은 ⋯ 
 이다.

<예제 4.11> 3-셀 90/150 HCA 와 4-셀 102 

UCA 를 합성한 7-셀 CA 의   

  에 대하여 최소다항식은 

이다. 정리 4.2에 의하면  가 대칭행렬

이므로  
의 마지막 열은 첫 행과 같으므로 

표 3에 의하여 101이다. 그러므로 
의 마지막 

열은 이다.

 
 의 

마지막 열

  
 









      
      
      
      
      
      
      

  
의 

마지막 열

  
 일 때 

 ≠

이기 위한 의 조건은   이다. 따라서 ′의 상태

전이그래프에서 모든 사이클의 길이를 같게 하는 는 

개다. 

전이규칙이 모두 102인  UCA 와 최소다항식이 

인 90/150 HCA 를 합성한 CA의 최소다

항식이 일 때 ≠을 만족하는 

를 여원벡터로 택하여 구성한 여원 그룹 CA의 상

태전이그래프의 사이클들은 모두 동일한 길이이다. 

Nandi 등[8]의 영상 암호 기법에서 CA의 전이규칙과 

여원벡터가 키의 역할을 하는데 [8]에서는 여원벡터가 

한 개로 고정되나 본 연구에 의하면 더 많은 CA를 

합성할 수 있고 다양한 여원벡터를 택할 수 있는 장

점이 있으므로 [8]의 방법보다 키 공간을 크게 할 수 

있어 안전성이 높아진다.  

Ⅴ. 결론 

본 논문에서는 동일한 길이의 사이클로 구성된 더 

긴 길이의 기계를 만들기 위하여 전이규칙이 모두 

102인 UCA 와 특성다항식이 인 90/150 

HCA 를 합성한 CA의 특성을 분석하였다. 먼저 

로부터 유도된 여원 그룹 CA의 사이클 구조를 분

석한 다음 모든 사이클의 길이가 같아지는 여원 CA

의 조건을 제시하였다. 와 를 합성한 CA의 최

소다항식이 일 때 ≠을 만족하

는 를 여원벡터로 택하여 구성한 여원 그룹 CA의 

사이클 구조를 분석하였다. 
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