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The out-of-squareness is one of the error sources that affect the positioning accuracy of machine 

tools and coordinate measuring machines. Laser interferometer is widely used to measure the 

position and angular errors, and can measure the squareness using an optical square. However, 

the squareness measurement using the laser interferometer is difficult, as compared to other 

errors due to complicated optics setup and Abbe’s error occurrence. The effect of out-of-

squareness mainly appears at the face-diagonal of the movable plane. The diagonal 

displacements are also affected by the position dependent geometric errors. In this study, the 

squareness estimation techniques via diagonal displacement measurement using the laser 

interferometer without an optical square were proposed. For accurate estimation and 

measurement time reduction, the errors selected from proposed discriminant were measured. 

Discrepancy between the proposed technique with the laser interferometer (with an optical 

square) result was 0.6 µrad. 

 

KEYWORDS: Squareness estimation (직각도 추정), Coordinate measuring machine (3 차원 측정기), Face-Diagonal 

method (면-대각 방법), Laser interferometer (레이저 간섭계) 

 

기호설명 

 

δij = Position error in i-direction of j-axis 

εij = Angular error in i-direction of j-axis 

sij = Squareness between i-axis and j-axis 

jn = n-th measurement position of j-axis, n=1,2,…,N  

Tn = Position vector of n-th measurement point on 

diagonal direction, n=1,2,3,4 

τa
b= Homogeneous transformation matrix of b-local 

coord-inate system relative to a-local coordinate 

system 

Ln = Diagonal displacement between n-th point and origin 

of measurement coordinate system, n=1,2,3,4 

ΔLn = Diagonal displacement error between n-th point 

and origin of measurement coordinate system, 

n=1,2,3,4 
 

__________  
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1. 서론 

 

공작기계, CMM 등과 같이 정밀 제조산업에서 

광범위하게 사용하고 있는 정밀 다축 제어기계는 열 

변형 오차 (Thermal Error)와 기하학적 오차 (Geometric 

Error) 등의 준정적 오차 (Quasi-Static Error)와 히스테

리시스 (Hysteresis), 서보 불일치(Servo Mismatch) 등의 

동적 오차 (Dynamic Error)와 같이 다양한 오차 원인

들에 영향을 받는다.1,2 이러한 오차들은 가공물과 

말단장치 (End-Effector) 간의 부정확한 위치를 야기

한다. 오차 요인들 중 기하학적 오차는 70% 이상의 

비중으로 체적오차 (Volumetric Error)에 중대한 영향을 

준다.3 기하학적 오차 측정은 레이저 간섭계 (Laser 

Interferometer), 정전용량 센서 (Capacitive Sensor), 볼바 

(Double Ball-Bar) 등의 측정기를 활용하여 직간접적으

로 수행한다.4-6 구동축 간의 직각도 오차 (Out-Of-

Squareness)는 기하학적 오차 중에서도 체적오차에 

큰 비중으로 영향을 주지만, 측정이 어려운 오차로 

알려져 있다.7  

ISO 230-18에서는 직각마스터 (Square)와 다이얼 

게이지 (Dial Gauge), 오토콜리메이터 (Auto-Collimator) 

등을 사용하여 직각도를 측정하는 방법을 소개하고 

있다. 최근에는 레이저 간섭계와 광학스퀘어 (Optical 

Square)를 사용하여 측정된 두 축의 진직도 데이터로

부터 직각도를 계산하는 방법이 상용화되어, Renishaw 

Plc, Keysight Technology 등은 이를 활용한 측정 시스

템을 출시했다.9,10 Lee11는 광학스퀘어를 사용한 직각

도 측정에서 정확도 향상을 위해 아베오차를 제거하

고, 국소범위에서 측정된 직각도를 전체 영역으로 

추정할 수 있는 방법을 소개했다. 하지만, 광학스퀘

어를 사용하는 직각도 측정 방법은 빔 (Laser Beam), 

광학계 (Optics)간의 정렬이 어려워 작업자 숙련도에 

따라 많은 실험 시간이 소요되고, 고가의 광학스퀘

어가 필요한 등의 어려움이 있다.  

Zhang12 등은 대각 테스트 (Diagonal Test)를 활

용하여 직각도를 추정하는 방법을 제안했다. 대각 

테스트는 ISO 230-613에서 공작기계의 위치 정확도 

성능을 평가하기 위해 이송 공간의 체-대각 (Body-

Diagonal) 또는 면-대각 (Face-Diagonal)의 거리를 

레이저 간섭계 등으로 측정하는 방법이다. Zhang의 

방법은 대각 방향 직선뿐 아니라 여러 직선을 측

정해야 하기 때문에 빔 정렬, 측정 등에 상당한 

시간이 소요된다. Kruth14 등은 면-대각 거리와 동

일한 길이가 다른 각 3개의 볼바를 이용한 면-대

각 거리 측정을 통해 직각도를 계산하는 방법을 

제안했다. 대각 거리 오차에는 직각도의 영향이 

높은 비중으로 나타나지만, 진직도 및 일부 각도 

오차의 영향도 받기 때문에 정확한 직각도 추정을 

위해서는 이를 필수적으로 고려해야 한다. 

본 연구에서는 광학스퀘어를 사용하지 않고 레

이저 간섭계의 대각 거리 측정을 활용하여 효율적

으로 직각도를 추정하는 방법을 제안했고, 주요 

내용은 다음과 같다. 

• 대각 거리 오차와 일부 기하학적 오차 데이터

를 활용한 직각도 추정 절차 제안 

• 측정 시간 최소화를 위해 판별식을 이용한 측

정 필요 기하학적 오차 선정 

측정 실험은 Dukin 社의 SIGMA 785C 모델 

CMM의 X, Y축 간의 직각도를 대상으로 Renishaw 

社의 레이저 간섭계 XL-80을 이용하여 실시했고, 

제안한 방법의 검증을 위해 광학 스퀘어를 사용하

여 측정한 직각도 결과와 비교했다. 

 

2. CMM 의 체적 오차와 대각 거리 오차 

 

2.1 기하학적 오차 

다축 기계의 기하학적 오차는 위치 종속적 기

하학적 오차 (PDGEs, Position Dependent Geometric 

Errors)와 위치 독립적 기하학적 오차 (PIGEs, 

Position Independent Geometric Errors)로 구분된다.15 

PDGEs는 선형 변위 오차 (Linear Displacement 

Error), 수평/수직 진직도 오차 (Horizontal/Vertical 

Straightness Error)의 위치오차 3개와 롤 (Roll), 피치 

(Pitch), 요 (Yaw)의 각도오차 3개가 있다. 상용 

CMM에서는 지정된 구간에서의 오차 값을 제어기

에 입력하여 보정하도록 제공한다. 임의의 한 축 

( j축) 구동에 따른 위치 j에서 각 PDGEs는 측정 

데이터로부터 선형 보간으로 식(1)로 계산하거나 

다항식 모델로부터 식(2)와 같이 계산하여 보정 값

으로 사용한다.  

 

( ) ( ), , 1

1

ij n ij n

ij n

n n

m m
j j j

j j
δ

−

−

−

= −

−

           (1) 

 

( ) ,

1

n
k

ij ij k

k

j d jδ
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=∑                (2) 

 

여기서 δij( j)는 j축 임의의 위치에서의 i방향 위

치오차를 나타내는 함수이고, mij,n, mij,n-1은 j에 근접

한 두 위치 jn, jn-1에서의 측정 값이다. 
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PIGEs는 축 간의 불완전한 조립으로 주로 발생

하며, 직각도와 오프셋 오차가 이에 해당한다. 직

선 3축 기계에서는 보통 각 축의 로컬좌표계 원점

이 일치한다는 가정으로 오프셋 오차를 고려하지 

않고, 각 축 간의 직각도 sxy, syz, sxz 으로 PIGEs를 

고려한다. 

 

2.2 기계 구조와 체적 오차 모델 

CMM의 체적 오차는 측정물 (Work-Piece)과 프

로브 (Probe) 사이의 3차원 위치 정확도를 나타내

며, 기계 구조 형태에 따라 체적 오차 모델을 유

도한다. 본 논문에서는 구체적인 서술을 위해서 

Fig. 1과 같은 “Workpiece-Foundation-Y-X-Z-Probe” 

기계 구조를 대상으로 한다. 기계 원점으로부터 

각 구동축, 공작물, 프로브의 로컬좌표계 (Local 

Coordinate System, LCS)를 정의하면, 기구학 체인으

로부터 공작물좌표계 (W-LCS)와 프로브좌표계 (P-

LCS)간의 상대 위치, 자세 관계는 다음과 같다. 
 

( )
1

P W Y X Z P

W F F Y X Z
τ τ τ τ τ τ

−

=               (3) 

 

여기서, P

W
τ 는 W-LCS를 기준으로 한 P-LCS의 

방향 행렬 R 과 위치 벡터 t를 동시에 나타낸 다

음과 같은 동차변환행렬 (Homogeneous Transformation 

Matrix)이다. 
 

0 0 0 1

P

W
τ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R t

 

 

Lee16의 체적오차 계산 절차를 사용하면, 체적

오차는 W-LCS를 기준으로 한 P-LCS의 위치 벡터 

t과 공칭 경로 (Nominal Path) T = [x, y, z]T의 차이

로 XY평면 (z=0) 구동에서는 다음 식과 같다.  

 

xx xy

yx yy zy xy

zx zy yy

x

y x s x

z x

δ δ

δ δ ε

δ δ ε

Δ = −

⎛ ⎞Δ +⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= Δ = + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

W t T

       (4) 

 

2.3 대각 거리 오차 

두 축 구동에 의해 만들어지는 평면의 대각 지점

에서의 위치는 기하학적 오차로 인해 공칭 (Nominal) 

위치로부터 임의의 오차를 포함한다. 측정 영역중

심점 Tc = [xc, yc, zc]
T을 설정하고 대각 네 끝 지점

의 위치를 T1, T2, T3, T4로 Fig. 2와 같이 설정하면, 

CMM 이동 명령에 의한 중심점과 대각 끝 점 사

이의 공칭 거리는 L이다. 하지만, 기하학적 오차로 

인해 중심점과 대각 끝 지점은 각 T’c, T’n (n = 1, 2, 

3, 4)에 위치하고, 레이저 간섭계로 측정되는 두 점 

사이의 거리는 Ln이다. 대각 거리오차  ΔLn은 오차

가 포함된 거리인 Ln으로부터 공칭 거리인 L과의 

차이로 다음의 식의 관계이다. 

 

n n
L L L= + Δ                  (5) 

 

중심점 T’c을 기준으로 한 대각 측정점 T’n 의 

위치 벡터는 다음과 같다. 

 

( ) ( )
c cn c n n

′ ′− = − + Δ − ΔT T T T T T         (6) 

 

두 점 사이의 대각 거리오차 ΔLn는 식(5)의 양

변의 제곱과 식(6)의 벡터 크기 제곱이 같다는 관

Y-axis

X-axis Z-axis

Probe

Table

x

y
z

 

Fig. 1 Structural configuration of the CMM 

 

c c c c( , , )=T x y z

c c c c( , , )′ ′ ′ ′=T x y z
c c c c( , , )x y zΔ = Δ Δ ΔT

3 3 3 3( , , )′ ′ ′ ′=T x y z

3 3 3 3( , , )=T x y z

2 2 2 2( , , )=T x y z

4 4 4 4( , , )=T x y z

4 4 4 4( , , )′ ′ ′ ′=T x y z

2 2 2 2( , , )′ ′ ′ ′=T x y z

1 1 1 1( , , )x y zΔ = Δ Δ ΔT

1L

L

1 1 1 1( , , )=T x y z

Y

1 1 1 1( , , )′ ′ ′ ′=T x y z

X

1L

Fig. 2 Face-Diagonal measurement in the XY Plane 

(z=0) 
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계로부터 유도하며, 오차의 고차 항은 미소 값이

므로 0으로 가정하여 정리하면, 대각 거리 오차는 

다음 관계식과 같다.  

 

c c

c c

c c

{( )( )

( )( )

( )( )}/

n n n

n n

n n

L x x x x

y y y y

z z z z L

Δ = − Δ − Δ

+ − Δ − Δ

+ − Δ − Δ

        (7) 

 

여기서,  Δxn, Δxc는 대각 위치 및 중심점에서의 

체적오차 Δx성분으로 식(4)을 적용하여 계산한다. 

 

3. 대각 거리 오차를 활용한 직각도 계산 

 

레이저 간섭계를 이용한 대각 거리 오차와 일

부 기하학적 오차 측정을 통한 직각도를 추정 절

차는 Fig. 3과 같다. 먼저 기하학적 오차와 기계 구

조를 고려하여 2절에서와 같이 체적오차 모델을 

유도한다. X, Y축간의 직각도 sxy 추정일 경우, 두 

축 구동 평면의 면-대각 방향의 두 직선을 설정하

고, 대각 끝 4 점 T1, T2, T3, T4과 두 직선이 교차

하는 중심점 Tc을 거리 오차 측정점으로 선정한다. 

제안한 직각도 추정 절차는 기본적으로 중심점을 

기준으로 한 4 지점의 대각 거리 오차를 이용한 

대수식을 직각도 계산을 위해 사용한다. 하지만, 

대각 거리 오차에는 비교적 영향이 큰 직각도 뿐 

아니라 일부 PDGEs도 영향을 주기 때문에, 정확

한 추정을 위해서는 네 점의 거리 오차 데이터를 

이용한 직각도 계산에 영향을 주는 오차를 판별식

을 통해 선정하여 측정해야 한다. 레이저 간섭계

를 이용하여 대각 거리 오차 및 선정된 PDGEs를 

측정한 후, 측정 데이터로부터 생성한 가상 대각 

거리 오차 ΔLn,v를 실제 대각 거리 오차 ΔLn로부터 

제거한다. 직각도는 가상 대각 거리 오차가 제거

된 4개의 데이터 ΔL’n 를 이용하여 대수적으로 간

단하게 계산한다. 나머지 두 직각도 syz, sxz도 동일

한 절차로 추정한다. 

 

3.1 판별식을 이용한 측정 필요 PDGEs 선정 

대각 거리 오차는 비교적 큰 비중으로 영향을 

미치는 직각도 이외에도 일부 위치 및 각도 오차

의 영향도 받는다. 직각도 추정을 위해서는 식(7)

의 대각 거리 오차에 영향을 주는 모든 기하학적 

오차 성분을 고려해야 하지만, 4 지점의 대각 거리 

오차 데이터를 이용한 다음의 직각도 계산식을 이

용하면 일부 오차는 서로 상쇄된다. 

Structural 
Configuration

Error Discrimination &
Virtual Displacement 

Error Generation 

Diagonal Test 
Condition

Squareness Calculation

Squareness

Face-diagonal 
Displacement 
Measurement

Removal of the Virtual 

Displacement Errors from 

the Measurement Data

Geometric 
error

,n v
LΔ

n
LΔ

n
L′Δ

 

Fig. 3 Squareness estimation procedure using laser 

interferometer without an optical square 
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즉, 직각도 계산을 위한 계산식에 의해 상쇄되

지 않는 일부의 PDGEs는 측정이 필요하다. 측정 

필요 오차와 필요치 않은 오차의 구분은 다음의 

판별 함수을 통해서 확인 한다. 
 

( ) ( )
4

1

error component 1
n

n

n

D L

=

= − Δ∑         (9) 

 

여기서, 판별 함수인 D (error component)는 4 지

점의 위치 오차 또는 각도 오차 하나의 다항식 모

델을 입력으로 식(7)에 대입하여 가감한 식으로, 

결과 값이 0이 되지 않는 오차는 측정해야 하는 

오차로 선정한다. 

판별식 결과가 0이 되는 오차는 직각도 계산식

에 영향을 주지 않으므로 추가적인 측정이 필요 

없다. 예제 구조에서는 두 축의 선형 변위 오차가 

판별식으로부터 직각도 계산식에 영향을 주지 않

았고, X축과 Y축의 수평 진직도와 Y축의 요 오차

는 영향을 주는 오차로 판별되어 측정 필요 오차

로 선정하였다. 단, 기계의 구조적 제약으로 인한 

레이저 간섭계 설치의 어려움으로 한 방향의 면-

대각만 측정 가능할 경우, 두 축의 선형 변위 오

차는 측정 필요 오차로 선정한다. 

 

3.2 가상 대각 거리 오차 생성과 직각도 계산 

직각도 추정을 위한 기본적인 계산식은 식(8)
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과 같다. 하지만, 정확한 추정을 위해서는 식(9)에

서 판별된 PDGEs는 레이저 간섭계 등으로 측정하

고 식(8)에서 영향을 제거해야 한다. 즉, 판별된 

PDGEs에 의한 가상 대각 거리 오차를 계산하여 

실제 대각 거리 오차 ΔLn로부터 제거하는 과정이 

필요하다. 가상 대각 거리 오차 ΔLn,v는 판별된 

PDGEs를 식(7)에 대입하여 다음 식과 같다.  

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, c c

c c

c

{( )( )

( )(

)}/

n v n xy n xy

n yx n yx

n zy n zy n

L x x y y

y y x x

x y x y L

δ δ

δ δ

ε ε

Δ = − −

+ − −

+ −

      (10) 

 

대각 거리 오차 
n

LΔ 에서 가상 대각 거리 오차

ΔLn,v를 식(11)과 같이 제거한 데이터 ΔL’n를 사용

하면, 최종 직각도는 식(12)으로 계산한다. 

 

,n n n v
L L L′Δ = Δ − Δ               (11) 

 

( )
4

1

1 / 2
n

xy n

n

s L L L

=

⎧ ⎫
′= − Δ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑            (12) 

 

4. 실험 

 

본 연구에서 제안한 직각도 추정 방법을 사용

하여 Table 1의 사양인 Dukin 社의 3차원 측정기 

SIGMA 785C 모델에서 Fig. 4와 같이 실험을 수행

하였고, 레이저 간섭계는 Table 2의 오차 측정 성

능을 가진 Renishaw 社의 XL-80을 사용했다. CMM

의 구조는 2절의 예시와 동일하고, 보유한 CMM의 

구조적 제약으로 인하여 측정 구간은 X: 200-600 

mm, Y: 200-600 mm에서 X, Y축 간의 직각도를 대

상으로 실험을 수행했다. 추정한 직각도는 4.2 µrad

으로, Table 3과 같이 3회 반복 측정된 4개의 대각 

거리 오차 데이터와 Figs. 5(a)와 5(b)와 같이 측정 

필요 오차로 판별되어 레이저 간섭계로 측정한 Y축

의 X방향 진직도 오차 δxy, X축의 Y방향 진직도 오

차 δyx 및 Y 축의 요 오차 εzy 데이터를 이용했다. 

또한, 제안한 방법의 검증은 광학스퀘어를 사

용하여 3회 반복 측정한 직각도 결과와 비교했다. 

광학스퀘어를 사용한 직각도 측정 방법은 두 축의 

진직도 측정데이터의 대표직선 기울기로 직각도를 

계산했다. 측정 결과는 Table 4에 정리했고, 광학스

퀘어를 사용한 직각도 결과의 정확도 향상을 위해

서 Lee11의 방법을 사용하여 아베 오차의 영향을 

수식적으로 제거했다. 직각도 측정 결과는 4.8 µrad 

(≈ 1 arcsec)이고, 반복 정밀도는 1.0 µrad 이내이다. 

제안한 방법과 광학스퀘어를 사용한 방법의 직각

도 측정 결과는 0.6 µrad의 차이가 있었고, 이 편차

는 광학스퀘어의 정확도, CMM의 분해능에 의한 대

각 거리 측정의 불확도, 기계진동 등의 복합적 원인

으로 발생한다. PDGEs를 고려하지 않고 대각 거리 

오차 데이터만 사용했을 때 직각도는 0.1 µrad로, 

광학스퀘어 결과와는 4.7 µrad의 편차가 있었다. 

Linear interferometer

1P

3P

4P
cP2P

Reflector

Laser head
 

Fig. 4 Experimental setup for the diagonal measurements

 

Table 1 Specification of the CMM 

Model: SIGMA 785C 

Measuring range 

X 700 mm 

Y 800 mm 

Z 500 mm 

Resolution 0.5 µm 

Maximum permissible error 2.0+L/300 µm 

L: Measuring length 

 

Table 2 Specification of the geometric error measurement

using the laser interferometer 

Linear measurement (with XC compensator) 

Accuracy ± 0.5 ppm 

Resolution 0.001  µm 

Straightness measurement 

Accuracy ± 0.5% ±0.5 ±0.15 M2 µm 

Resolution 0.01  µm 

Angular measurement 

Accuracy ± 0.6% ±0.5 ±0.1 M µm/m 

Resolution 0.1  µm/m 

Squareness measurement (with an optical square) 

Accuracy ± 0.5% ±2.5 ±0.8 M µm/m 

Resolution 0.01  µm/m 

M = Measurement distance in metres 

% = Percentage of displayed value 
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Fig. 5 (a) Horizontal straightness error measurements (b) 

and angular error measurement 

 

Table 3 Diagonal displacement measurements with respect 

to the Tc 

Points T1 T2 T3 T4 

 

Li (mm) 

282.8466 282.8483 282.8496 282.8479

282.8471 282.8483 282.8494 282.8481

282.8474 282.8483 282.8497 282.8477

Average 282.8470 282.8483 282.8496 282.8479

 

Table 4 Experimental results for the squareness measurement 

using the laser interferometer 

CASE 
Squareness 

(µrad) 

Discrepancy 

(µrad) 

With the optical square 4.8 - 

Using only diagonal 

displacement data 
0.1 4.7 

Proposed technique 4.2 0.6 

 

5. 결론 

 

본 연구에서는 광학스퀘어 없이 레이저 간섭계

를 이용하여 대각 거리 오차와 일부 PDGEs 측정

을 통해 직각도를 정확하게 추정하는 방법을 제안

하였으며 결론은 다음과 같다. 

(1) 대각 거리 측정을 통한 직각도 추정 방법

에 진직도 및 각도 오차를 고려하여 추정 정확도

를 개선하는 방법을 제안했다. 

(2) 고가의 광학스퀘어를 사용하지 않아도 되

며, 광학계 정렬이 비교적 쉬워 직각도 측정에 소

요 되는 시간이 단축된다. 

(3) CMM을 대상으로 측정 실험을 수행했지만, 

정밀 공작기계 이송계의 직선축 간의 직각도를 측

정하는데 확대 적용 가능하다. 
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