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1. 서  론

역진자 시스템은 여러 분야의 로봇이나 이동 기구 구동에 중요한 부분을 연구하는 목적으로 

또는 불안정한 평형점에 대한 제어 이론 연구를 위해 흔히 사용되어 왔다[1-5,14-16]. 이러한 역진자 

시스템의 자세 제어를 위하여 진자에 힘을 가하는 여러 가지 방식이 있는데 카트(inverted pendulum 

on a cart) 위에 진자를 위치시켜 카트를 이용하여 중심을 잡는 방식이 흔히 알려져 있으며 두 개의 

나란히 위치한 바퀴를 이용하여 중심을 잡는 형태도 흔히 알려져 있다. 세그웨이가 대표적인 예이다. 

원판의 반작용(또는 관성휠)을 이용하는 방법[1,6]도 역진자 자세 제어를 위해 이용되고 비슷한 

역학적 원리가 여러 분야에서 사용된다. 실제 기계 수명 관점에서도  원판의 반작용을 사용하는 

것이 낫다는 보고도 있다[7]. 또한 제어 기법도 슬라이딩 모드 제어, 최적 제어, 비선형 제어 등 다양한 

방법들이 역진자 자세 제어를 위해 설계되고 실제 적용되었다.

본 논문에서는 참고 문헌 [1]에 소개된 원판의 반작용을 이용한 역진자의 자세 제어 문제에 대한 

연구를 진행하였다. 특별히, 참고 문헌 [1]의 제안된 제어기법이 역진자 제어 시스템에서 안정화 

제어기가 관성 모멘트의 불확실성에 민감할 수 있다는 점을 보완하고자 강인 제어기를 설계하여 그 

성능을 모의 실험과 실제 실험을 통해서 검증하였다. 이를 위하여 본 연구에서는 원판의 반작용을 

이용한 역진자 시스템을 직접 제작하고, 수학적 모델링한 후에 그 수학 모델을 이용하여 수동성

(passivity)에 기반한 swing-up 제어기와 목표 자세 근처에서 이용될 안정화 제어기를 설계하여 그 
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성능을 확인하였다.

2. 원판 반작용 이용 역진자의 수학적 모델

이 장에서는 원판의 반작용을 이용한 역진자의 운동 방정식을 

유도하고 본 연구를 위하여 제작한 역진자를 이용하여 운동 

방정식에 나타나는 파라미터를 측정하여 운동 방정식을 구한다. 

2.1. 원판의 반작용을 이용한 역진자 시스템

그림 1. 원판 반작용을 이용한 역진자 시스템
Fig. 1. System of a reaction wheel inverted pendulum

그림 1은 본 논문에서 고려하는 역진자 시스템을 보인다. 그림 1

에서 ⓵은 반작용을 만드는 원판을 나타내고 ⓶는 DC 모터이고 ⓷
은 엔코더이며 ⓸는 링크이다. 이 역진자 시스템은 모터로 원판을 

회전시킬 때 발생하는 반작용을 이용하여 역진자를 세운다. 즉, 

이 역진자는 시스템의 회전축(pivot)으로부터 링크에 의해 연결된 

원판을 구동기로 사용한다. 원판에 토크를 가하면 그 반작용으로 

링크에 같은 크기의 토크가 가해지게 된다. 링크에 가해진 토크는 

역진자 전체의 각가속도를 유발하며 이를 이용하여 역진자의 

자세를 제어할 수 있다. 

2.2. 운동 방정식

이 절에서는 참고 문헌 [1]을 참조하여 그림 1에 소개한 역진자 

시스템의 동특성을 기술하는 수학적 모델을 구축한다. 이를 위해 

그림 2와 같이 그림 1의 역진자 시스템에서 링크와 원판을 고려하자.

그림 2에서 는 역진자 추가 수직 방향과 이루는 각을 의미하고  

은 원판이 수직 축과 이루는 각도를 의미한다. 시스템 전체의 동적 

에너지는 링크의 동적 에너지와 원판의 동적에너지의 합으로 

나타나며 다음과 같이 정의된다.

여기서 는 다음과 같이 정의되는 값이며

는 링크의 무게 중심에 대한 관성 모멘트이고 는 링크의 

무게이며 는 링크의 질량중심으로부터 회전축까지의 거리이고, 

과 은 각각 원판의 무게과 모터의 무게이며 과 은 각각 

회전축으로부터 원판과 모터의 회전 중심까지의 거리이다. 이는 

간단하게 아래와 같이 표시할 수 있다.

이 때 은 링크와 원판의 무게의 합이고 은 링크와 원판 모두의 

질량 중심과 회전축의 거리이다. 모터와 원판을 기존 펜들럼의 

진자로 간주한다. 진자가 지면을 향했을 때의 위치에너지를 0이라고 

정의하면 시스템의 위치에너지는 아래와 같다. 

여기서 는 중력이다. 동적 에너지와 위치 에너지에 의해 

라그랑지안 방정식 은 다음과 같이 주어진다. 

라그랑지안 편미분 방정식은 다음과 같이 얻어진다.

 , 

그림 2. 역진자의 원판과 링크
Fig. 2. Rotor and link of the inverted pendulum
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 , 

모터의 회전에 의해 각각 와 방향으로 토크 가 발생된다. 

DC 모터의 마찰력과 전기적 손실을 무시한 는 아래와 같다.

는 모터 토크 상수, 는 모터의 전류이다. 이 때 비보존계에서의 

라그랑지안 운동방정식은 아래와 같다.

그러므로 라그랑지안 방정식에 의해서 그림 2에 나타낸 역진자의 

동특성 방정식은 다음과 같이 주어진다.

   
(1)

2.3. 모델 파라미터 측정과 모델 검증

 

그림 3. 모터와 링크의 무게
Fig. 3. Weight of the motor and link

이 장에서는 참고문헌 [1]을 참조하여 앞 절에서 소개한 실제 

제작한 원판의 반작용을 이용한 역진자 시스템의 동특성 방정식에 

나타나는 파라미터들을 측정하여 역진자 시스템의 동특성을 

제어하기 위한 수학적 모델을 구축한다. 수학적 모델을 만들기 위해 

전체 역진자의 관성 모멘트와 원판의 관성 모멘트를 구해야 하며, 

진자 전체의 질량 중심과 추축 사이의 거리를 구해야 한다. 이를 

위하여 각 부분의 무게 측정을 그림 3과 4에 보인다. 우선 역진자 

전체의 질량 중심을 고려한다. 벡터공간에서의 질량 중심 은 아래와 

같이 구할 수 있다.

여기서 은 번째 점질량의 크기이고 는 회전축과  사이의 

거리를 나타낸다. 제작한 역진자는 좌우 대칭이기 때문에 1차원 

벡터로 생각하여 쉽게 질량중심의 위치를 구할 수 있다.

여기서 전체 질량 는 실제로 측정한 값을 대입하여 아래와 

같이 구할 수 있다.

이러한 측정값을 사용하면 아래와 같이 반지름은 을 

구할 수 있다. 진자에 사용된 막대의 질량 중심이 축과 같으므로 추의 

축을 기준으로 하는 막대의 관성모멘트는 별도로 구해야 하며 

다음과 같이 주어진다. 

따라서 전체 진자의 관성모멘트 는 아래와 같다.

원판의 관성 모멘트 은 함께 돌아가는 모터의 회전자 때문에 

모터 회전자의 관성모멘트를 포함하며 원판의 모양이 원반 

형태이므로 아래와 같이 구할 수 있다.

그림 4. 원판의 무게
Fig. 4. Weight of the rotor

그러나 실제로는 모터의 회전자가 원판과 함께 돌아가기 때문에 

에는 모터 회전자의 관성모멘트 를 포함시킨다.
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실제로 측정된 값을 이용하여 을 구하면 아래와 같다.

이러한 파라미터들 중에서 관성 모멘트는 구동 조건의 변화 및 

측정 오차 등으로 인해 불확정성(uncertainty)을 가장 많이 포함한다. 

다음 장에서는 이렇게 측정한 파라미터 값들과 역진자의 동특성 

방정식 (1)을 이용하여 관성 모멘트의 불확성에도 역진자의 자세를 

으로 유지시키는 강인 자세 제어기를 설계한다.

3. 자세 제어를 위한 강인 제어 설계

이 장에서는 앞 장에서 유도한 원판의 반작용을 이용한 역진자의 

수학적 모델을 이용하여 역진자의 자세 제어를 위한 강인 제어기를 

설계한다. 제안하는 자세 제어기는 처음 역진자를 구동시켜 목표 

자세 근방까지 이동시키는 swing-up 제어기와 목표 자세 근방에서 

역진자를 목표 지점에 위치하도록 하는 강인 안정화 제어기 두 

부분으로 구성되어 있다. 또한 제어기 설계 과정에서 두 제어기 

사이의 스위칭 조건에 대해서 논의 한다.   

3.1 배경 지식: 수동성(passivity)

이 절에서는 제어기 유도를 위한 배경 지식에 해당하는 시스템의 

수동성을 간략히 소개한다.

정의 [1,8]. 다음과 같은 비선형 시스템을 고려하자. 

만약 이 시스템에 대해서 다음 관계를 만족하는 에너지 함수라 

불리는 양함수(positive definite function) 가 존재하면 시스템은 

수동성을 가진다.

이러한 수동성을 가지는 시스템에 대해서 제어 입력을 

로 설계하면 이 제어 입력으로 인한 폐루프 시스템은 안정하다. 

여기서 이다. 이러한 제어 입력이 안정화 제어 입력이 되는 

이유는 다음과 같은 부등식으로 인해 에너지함수 가 리아프노프 

함수가 됨을 보일 수 있기 때문이다. 

3.2 수동성(passivity)을 이용한 swing up 제어 설계

이 장에서는 원판의 반작용을 이용한 역진자 시스템이 적절한 

출력 선정을 통해 수동성을 만족한다는 사실을 이용하여 swing up 

제어기를 설계한다[1]. 

시스템의 수동성을 보이기 위해서 우선 출력 변수를 적절히 

선정하고 수동성을 보이는 에너지 함수를 찾아야 한다. 이를 위해서 

우선 휠의 동특성 방정식에서 입력 와 출력 사이의 관계는 이중 

적분기(double integrator) 관계임을 주목한다. 이 부분에 대한 

출력을 로 정의한다. 또한 역진자 부분의 동특성에 대해서 

다음과 같이 출력을 정의한다. 

여기서 

이고 는 상수로서 역진자 에너지의 지령치이다. 

소정리[1]. 원판의 반작용을 이용한 역진자 시스템은 다음과 같이 

정의된 출력에 대해서 수동성을 가진다. 

여기서 와 는 양의 가중치 상수들이다.

증명. 수동성을 보이기 위해서는 수동성 정의를 만족하는 에너지 

함수를 찾아야 한다. 다음과 같은 에너지 함수를 고려하자. 

시스템 궤적을 따라서 함수 를 미분하면 다음과 같다.

따라서 시스템은 수동성을 가진다.

이 소정리에 따라서 제어 입력을 로 정하면 역진자의 

동특성은 시간이 지남에 따라서 와 을 만족하게 된다. 

이러한 사실을 바탕으로 역진자를 출발점에서 수직 목표 위치 

근처까지 움직이는 swing-up 제어는 가 되도록 설정한다.

3.3 안정화를 위한 강인 제어기 설계

역진자가 수직으로 가 되는 위치에 정지시키는 것이 제어 

목표이며 이를 위해 swing up 제어기에 의해서 목표 지점 근처에 



http://dx.doi.org/10.5391/JKIIS.2016.26.2.127

원판의 반작용을 이용한 역진자의 강인 자세 제어 | 131

역진자가 도달되면 제어 입력을 안정화 제어기로 스위칭을 한다. 

스위칭 조건에 대해서는 다음 장에서 설명한다. 원하는 수직 위치인 

에 역진자를 멈추게 하기 위해서는 모든 시간에 따라 

을 만족해야 한다. 따라서 본 논문에서는 와 

을 상태 변수의 일부로 정의하여 이들을 안정화시키는 제어기를 

설계한다.

목표점 부근에서 시스템을 선형화를 하면 다음과 같은 선형 

시스템을 얻을 수 있다.

  
(2)

여기서

이다. 이 모델에서 파라미터 불확실성이 가장 큰 것은 관성 모멘트 

와 이다. 본 논문에서는 이 두 파라미터 값들은 모르지만 그 

상하한을 안다는 가정 하에서 강인 안정화 제어기를 선형 행렬 

부등식을 이용하여 설계한다.

정리. 시스템 (2)의 미지의 파라미터 와 이 다음 부등식을 

만족한다고 가정하자.

여기서 은 아는 값들이다.  시스템 (2)에 

대해서 다음 선형 행렬 부등식이 해 를 가지면 

  (3)

시스템 (2)는 제어 입력 , 에 의해서 안정화된다. 

여기서 는 모델 에서 파라미터 와 를 그것들의 

상하한 값들을 사용한 행렬이다. 선형 행렬 부등식을 이용한 강인 

제어 이론에 따라 이렇게 상하한을 나타내는 모델들을 모두 

안정화시키는 제어기를 설계하면 그 상하한의 볼록 결합(convex 

combination)으로 표현할 수 있는 모든 모델들은 설계된 제어기에 

의해 안정화된다[17]. 

하드웨어의 물리적 한계로 인한 입력 크기의 상하한 제약이 

존재하므로 swing up 제어기와 안정화 제어기 모두 계산된 제어 

입력은 적절한 크기를 가지는 포화 함수(saturation function)를 

거쳐서 시스템에 인가된다. 

 

3.4 제어기 스위칭

앞 장에서는 역진자가 아래로 향한 위치에서 출발해서 역진자가 

수직으로 서게 되는 목표 지점 부근까지 움직이는 swing up 제어기와 

역진자가 목표지점 부근에서 출발한다고 가정하고 역진자를 목표 

지점에 정지시키는 안정화 제어기를 소개하였다. 따라서 역진자가 

아래로 향한 위치에서 출발시켜서 목표 지점인 에 정지하게 

하기 위해서 두 개의 제어기를 역진자 동작 중에 와 의 값에 따라 

적절히 스위칭해야 한다. 이를 위해 시스템의 안정성을 유지하면서 

제어기를 변경하는 스위칭 조건이 필요하다. 이론적으로는 swing 

up 제어기에 의한 수렴 영역(domain of attraction)과 안정화 

제어기에 의한 수렴 영역을 구하여 상태 변수가 두 수렴 영역의 

교집합에 해당하는 영역에 위치할 때 제어기를 스위칭하면 시불변 

시스템이라는 가정하에서 안정도는 보장된다. 본 논문에서는 

간략화를 위해서 두 수렴 영역이 원점을 공통적으로 포함한다는 

사실을 이용하여 상태 변수 와 가 충분히 작게 되는 영역에 포함될 

때 제어기를 스위칭한다. 즉 다음 부등식이 성립하면 제어기를 

스위칭한다.

여기서 와 은 설계 파라미터들이다. 

4. 모의 실험 및 실험

그림 5는 본 논문에서 설계한 제어기의 모의실험을 위한 Simulink 

블록을 나타낸다. 

그림 5. 모의 실험을 위한 Simulink 블록
Fig. 5. Simulink block diagram of the system
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swing-up 제어기의  값은 실험적으로 시뮬레이션을 

반복수행하여 구하였으며, 이 때 각각의 값은 아래와 같다.

안정화 제어기의 제어 이득 는 정리의 선형 행렬 부등식 (3)을 

풀어서 구하였으며 다음과 같다.

모의 실험에서 관성 모멘트 가 공칭 값에 비해 20% 오차가 

있도록 설정하였다. 제어기 스위칭을 위한 파라미터는   

를 사용하였다. 

우선 강인성을 고려하지 않은 참고 문헌 [1]에 제안된 제어기를 

사용하였다. 그림 6에 보이는 바와 같이 참고 문헌 [1]에 소개된 

안정화 제어기는 파라미터 불확실성을 효과적으로 다루지 못 함을 

볼 수 있다. 즉 에 불확실성이 있는 경우에 역진자의 자세 제어를 

달성하지 못하였다. 반면에 그림 7은 역진자의 안정화를 위하여 본 

논문에서 제안하는 부등식 (3) 풀어서 구한 제어 이득을 이용한 강인 

제어를 사용했을 때의 상태 변수 궤적을 나타낸다. 그림 7에서 

보이는 바와 같이 에 존재하는 파라미터 오차에도 불구하고 강인 

안정화 제어로 인해 성공적으로 자세 제어가 이루어짐을 확인할 수 

있다.  

이러한 원판의 반작용을 이용한 역진자 시스템을 위한 

강인 제어 입력을 실제 시스템에 적용하여 설계한 제어 입력이 

실제 시스템에서도 효과적으로 동작함을 보인다. 이를 위해 본 

연구에서는 표 1에 요약된 하드웨어 요소들을 이용하여 제어 

시스템을 구성하였다. 

표 1. 하드웨어 상세 사항
Table 1. Hardware specifications

MCU
STM32F103 [9]
(CorTex M3) 

DC Motor MB-3866E [10]

Motor driver DCM-A1 [11]

Encoder E50S8-2048-3-T-5 [12]

Slip Ring SRS1802 [13]

그림 8은 역진자 자세 제어를 위한 제어 보드 CorTex M3와 

모터 드라이브 보드를 보인다. 그림 9는 앞 장에서 소개한 swing-

up 제어기와 강인 안정화 제어기를 적용한 실험 결과이다. 그림 9

에 보이듯이 앞 장에서 소개한 강인 안정화 제어기가 실제 역진자 

시스템도 성공적으로 자세 제어를 달성함을 확인할 수 있다.   

그림 8. 제어를 위한 ARM 보드와 모터 드라이버
Fig. 8. ARM board and the motor driver

자세 달성( ) 후에 외부적인 힘을 원판에 가함으로 시스템에 

외란을 가했을 때에도 어느 정도 수준까지는 자세를 유지함을 

확인하였다. 또한 외부적인 힘이 커서 역진자의 자세가 다시 아래로 

향하더라도 다시 swing-up 제어기와 강인 안정화 제어기가 동작하여 

인 자세로 안정화됨을 확인할 수 있었다.

그림 6. 모의 실험을 통한 역진자의 자세 제어. 
의 불확실성으로 인해 자세 제어 달성에 실패함.

Fig. 6. Stabilizing control of the inverted pendulum. The result is unstable 
because of uncertainty of .

그림 7. 모의 실험을 통한 역진자의 강인 자세 제어.  
의 불확실성에도 불구하고 자세 제어 달성

Fig. 7. Robust stabilizing control of the inverted pendulum. The result is stable 
despite uncertainty of .
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5. 요약 및 향후 연구

본 논문에서는 원판의 반작용(관성휠)을 이용하는 역진자 

시스템을 제작하여 그 수학적 모델을 구한 후 수동성(passivity)을 

이용하여 swing-up 제어기를 설계하고 관성 모멘트의 불확실성에도 

불구하고 안정화를 달성하는 강인 안정화 제어기를 설계하였다. 

설계한 제어기가 역진자가 수직으로 서는 자세를 성공적으로 

달성함을 모의 실험과 실제 실험을 통해 확인하였다. 

본 논문에서는 제어기 설계에서는 입력 제약을 고려하지 않고 

시스템 입력 단에 포화 함수를 설정하여 실제 시스템에는 제한된 

입력만이 인가되도록 하였다. 향후 연구에서는 제어기 설계 

과정에서 입력 제약 조건을 달성하는 제어 기법을 설계하고자 한다.
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