
- 159 -

Ⅰ. 서 론

일반적으로, 학교수학에서 무리수는 ‘분수가 

아닌 수’, ‘비순환 무한소수’로 도입한다. 이러한 

접근에서 실수는 이미 존재한다고 암묵적으로 

가정되며 실수 중에서 유리수가 아닌 수로서 무

리수를 정의한다고 할 수 있다. 이와 같이 ‘비순

환 무한소수’를 통해 실수 체계로 확장하는 과

정과 관련해, Forbes(1967)는 “비순환 무한소수를 

생각할 수 있다는 사항이 이 기호가 나타내는 

수가 실제로 있다고 주장하는 근거가 될 수 있

는가? 이와 같이 비순환 무한소수 기호에 대응

되는 어떤 수가 있다고 하더라도, 이 수는 비순

환 무한소수 기호에 대응되는 수라는 것 밖에 

없지 않는가?”라는 의문을 낳는다고 말한다.

이러한 상황에 대해, 이지현(2014; 2015)은 

Bronner(1997)와 González-Martín 외 (2013)의 논의

에 기초하여 학교수학의 교수학적 변환이 실수 

개념의 도입의 어려움을 회피하는 일종의 ‘교수

학적 공백’을 야기한다고 주장한다. 그리고 이러

한 학교수학에서의 근본적 어려움을 해소하기 

위해서는 선순환 관점에서 예비교사 교육을 통

해 그 ‘교수학적 공백’을 보충하는 것이 우선 이

루어져야 함을 밝히며, 무한소수 기호에 대한 역

사적 분석과 Li(2011)의 연구를 바탕으로 하여 

대학수학교육 차원에서의 무한소수를 통한 실수 

도입방식을 제안하였다.

여기서, 그 무한소수를 통한 실수 도입방식은 

직선 위의 임의의 점 에 대응하는 십진무한소

수 표현  ⋯ 을 측정맥락에서 일련의 폐

개구간을 이용하여 만들고 그러한 십진무한소수

의 집합이 완비순서체를 형성한다는 것을 증명

하는 방식이다. 이러한 방식은 Cantor의 코시수

열 접근법, Dedekind Cut 방법 등의 구성적 방법

이나 처음부터 완비순서체로서의 실수를 도입하

는 공리적 방법과 다르게, 무한소수의 도입과정

에서 기하학적 직관을 활용한다고 할 수 있다.
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‘어떤 실수로의 극한’을 사용하지 않고 무한소수를 정의하기1)
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이 연구에서는, 이지현(2014; 2015)이 이중단절의 극복을 위해 제안한 무한소수를 통한 

실수 도입방식의 특징에 대해 살펴보고, 그 접근방식의 수학적 기초인 Li(2011)의 제안

에 대해 분석하고 전통적인 축소구간열을 활용한 실수도입 방식과 비교하였다. 분석의 

결과, 이지현과 Li의 제안에서는 직선의 각 점에 대응하는 무한소수 표현을 만드는 과

정에서 ‘순환논리’에 빠질 위험이 있으며, 이에 대한 수학적 그리고 교육적 보완을 위

해, 실수의 구성 과정동안 ‘어떤 실수로의 극한’을 사용하지 않는 조치가 이루어져야함

을 알 수 있었다. 이에, 이 연구에서는 기하학적 축소구간공리를 사용하여 무한소수를 

수열로 정의하는 전통적 방식이 그에 대한 적합한 보완책이 될 수 있음을 제기하였다.
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한편, 이지현은 자신의 분석과 제안이, “왜 학

교수학에서는 무한소수에 의존하여 실수 개념을 

다룰 수 있는가?”, “무한소수가 분수와 달리 연

속적인 수가 될 수 있었던 이유는 무엇인가?”,

“임의의 무한소수 전개가 하나의 수에 대응하도

록 수 개념을 확장해야 하는 이유는 무엇인가?”

등의 문제를 다룰 수 있기에, 실수 개념에 대하여

학교수학과 대학수학 사이의 이중단절의 문제를 

극복하는 데에 도움이 될 것으로 기대하였다.

이러한 교육적 제안에 기초해, 연구자는 2015년

겨울학기에 교육대학원 예비교사를 대상으로 하

여 관련내용에 대한 수업을 준비한 바 있는데 

그 과정에서 이지현과 Li의 접근에 있어 ‘실수가 

이미 있는 것처럼 가정하는 고약한 순환성’의 

문제가 해소되지 않음을 알게 되었다. 이에, 연

구자는 ‘학교수학으로부터 대학수학으로 연결시

킨다는 취지를 유지하면서 무한소수를 통해 실

수를 도입하는 이지현의 구성방식(2014; 2015)을 

어떻게 수학적으로 보완할 수 있을까?’라는 문제

의식을 가지게 되었다.

Boyer(2008)는 19세기 초의 Cauchy 역시도 한 

때 실수의 구성과 관련해 다음과 같은 착각에 

빠졌다고 말한다.

수 는 수열     의 극한

으로 정의될 수 없다. 왜냐하면 이 수열이 극한

을 갖는 것을 증명하기 위해서는 극한과 수렴

의 정의에 따라서 이 수의 존재가 이전에 증명

되거나 정의된 것으로 가정해야 하기 때문이다.

코시는 이것과 관련해 추론의 순환성을 알아차

리지 못했던 것으로 보이지만 암암리에 그 자

신 안에서 수렴하는 모든 수열은 극한을 갖는

다고 가정하였다(Ibid, p.326).

수학사는 이러한 착각이 기하학적 선(또는 길

이)로부터 얻은 선입견2)에서 비롯된 것임을 보

여준다. 물론, 이러한 ‘자명성의 착각’으로부터 

벗어나기 위해서는 그 착각을 인식하고 ‘어떤 

실수로의 극한’을 사용하지 않고 유리수로부터 

무리수를 정의하는 작업이 필요했다. 이에 대응

해, 19세기 후반에 Cantor와 Dedekind는 유리수로

부터 만들어낸 수가 직선의 연속성과 동일한 성

질을 가질 수 있도록 하였다. 하지만 Cantor의 

코시수열 접근법, Dedekind Cut 방법 등은 직선 

자체로부터 수를 구성해내는 모습을 보여주지 

않는다는 점에서 ‘기하학적 직선을 채우는 수’라

는 기하학적 직관을 결여하고 있다(Abian, 1981;

Eves, 1999; Boyer, 2008).

이런 관점에서, 기하학적 직관을 활용하는 실

수 구성방식이란 ‘직선은 빠짐없이 점으로 채워

져 있다.’는 직관을 활용해 ‘어떤 선분의 길이 

또는 직선의 각 점에 대응하는 수를 만들어내는 

방식’이라 할 수 있다. 그리고 이에 기초해, 이 

연구는 ‘기하학적 직관을 활용하면서, 무한소수 

표현을 통해 직선의 각 점에 대응하는 수를 구

성해내는 적합한 방식은 무엇일까?’의 문제를 다

룬다고 할 수 있다.

이에 대한 논의를 위해, 이 연구가 시작한 계

기를 제공한 이지현(2014; 2015)의 연구부터 살

펴보기로 한다.

Ⅱ. 무한소수를 수에 대응시키는

수 개념 확장

이지현(2014; 2015)은 무한소수로 실수 개념을 

전개하는 학교수학과 관련시켜 대학수학교육차

원에서 “왜 임의의 무한소수가 하나의 수에 대

응할 수 있도록 수 개념을 확장해야만 하는가?”

라는 질문에 제기하고, 이에 대해, ‘무한소수의 

집합이 완비성 공리를 만족한다.’는 성질이 무한

2) ‘기하학적 길이를 가지면, 그 길이를 표현하는 급수는 극한값을 가진다.’
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소수를 통해 실수를 도입하는 방식의 이론적 정

당성과 교육적 장점을 동시에 보여준다고 밝히

면서, 그 증명과정을 다음과 같이 소개하고 있

다.

위로 유계인 임의의 무한소수 부분집합 의 

최소상계는 다음과 같이 무한소수 전개를 이용

하여 찾을 수 있다. 이때 일반성을 잃지 않고,

가 적어도 하나의 양수를 포함한다고 가정하

자. 집합 가 유계이므로, 에 속한 무한소수

들의 정수부분 최댓값을 라 하자. 즉, 는 

max {  ⋯ ∈}이다. 이때 정수부분이 

인 집합 의 무한소수 중 소수점 첫째 자리

의 최대 digit를  , 또 소수점 첫째자리까지의 

값이 인 의 무한소수 중 소수점 둘째 자

리의 최대 digit를 라 하자.

이를 반복하면, 소수점 번째 자리의 최대 

digit 를 max {  ⋯  ⋯ ∈}

로 찾을 수 있으며, 이와 같이 얻은 무한소수 

 ⋯ 는 집합 의 최소상계이다(이지현,

2015, p.273 재인용).

여기서, “왜 임의의 무한소수가 하나의 수에 

대응할 수 있도록 수 개념을 확장해야만 하는

가?”의 물음은 정확히 무슨 의미일까? 물론, 이 

물음은 학교수학과 대학수학 사이의 이중단절의 

극복을 염두에 두고 대학수학교육의 차원에서 

제기한 질문이다. 그러므로 여기서의 ‘수’가 ‘실

수’인 점을 고려하면 이 질문은 ‘임의의 무한소

수가 하나의 실수에 대응할 수 있도록 실수 개

념을 확장해서 지도하는 근거는 무엇일까?’와 같

이 재-진술할 수 있다. 즉, 예비교사들에게 “학교

수학에서 무한소수를 암묵적으로 실수인 것처럼 

가정하는데, 그렇게 가정할 만한 근거는 무엇일

까?”라고 물어본 것이라 할 수 있다.

물론, 이 질문에 대한 해답을 찾는 대학에서의 

수학교육은 학교수학에서 무한소수를 실수로 가

정해버리는 ‘교수학적 공백’에 대해 인식하고 그 

간격을 채우는 과정이라 할 수 있다. 그런데 이 

질문과 관련해, 이지현(2014; 2015)은 그에 대한 

해답을 두 가지 접근방식을 통해 동시에 제시한 

것처럼 보인다.

첫 번째는, ‘아르키메데스 순서체(Archimedean

ordered field)인 유리수가 정의된 상태에서 공리

적 접근에 의해 무한소수의 집합을 실수의 집합

으로 도입할 수 있기 때문이다.’라고 답한 것으

로 볼 수 있다. 이러한 확장은 ‘유리수로부터 실

수로의 공리적 확장’이라고 할 수 있는데, 이지

현이 Burn(2000)의 논의에 기초해 위의 증명3)의 

의미를 ‘무한소수의 집합이 완비성을 만족한다.’

는 명제와 ‘임의의 무한소수에 대응하는 수가 

존재한다.’는 명제가 동치임을 보여주는 것이라 

언급한 것은 이러한 해석의 증거가 된다(이지현,

2015, p.594).

그런데 Burn(2000)은 무한소수  …  …
을 그것의 번째 항이 





…

 (단,

는 정수,  ≥  이고 ∈ )인 수열로 정의

하고서, ‘모든 무한소수가 수렴한다.’는 공리가 

추가된 아르키메데스 순서체를 ‘완비 아르키메

데스 순서체(complete Archimedean ordered field)'

라 부른다. 그리고 완비 아르키메데스 순서체를 

ℝ로 표기하고 그 집합의 원소를 실수라 하였다.

그런 후, ‘모든 유계 단조인 실수열은 수렴한

다.’, ‘축소폐구간열의 교집합은 공집합이 아니

다.’, ‘실수집합의 위로 유계인 공집합이 아닌 부

분집합은 최소상한을 가진다.’ 등등의 명제가 아

르키메데스 순서체에서 ‘모든 무한소수가 수렴

한다.’와 서로 동치임을 보인다.

3) 위의 ‘무한소수의 집합이 완비성을 만족한다.’는 명제에 대한 증명은, ‘임의의 무한소수가 수렴한다.’, ‘임
의의 무한소수가 하나의 수에 대응한다.’는 명제로부터 ‘무한소수의 집합의 완비성을 만족한다.’는 명제
를 유도한 것이다.



- 162 -

이러한 Burn의 공리적 접근에 기초해, 이지현

의 무한소수의 완비성 증명에 대한 논의를 분석

하면 <모든 무한소수가 수렴하는 것처럼 가정해

보자→이것은 무한소수가 하나의 수인 것처럼 

가정하는 것이다→ 이때, 무한소수의 집합은 그

것의 공집합이 아닌 모든 부분집합이 최소상한

을 가지게 된다. → 이러한 사실은, 무한소수가 

실수인 것의 근거가 된다.>는 사고의 흐름을 보

여준다.

하지만 무한소수가 실수인 근거를 묻는 질문

에 대해 ‘무한소수가 실수인 것처럼 가정하면 

무한소수의 집합이 완비성을 가진다는 것을 보

일 수 있기 때문이다.’고 답하는 것은 순환논리

인 것처럼 느껴질 수밖에 없다. 왜냐하면 무한소

수가 실수인 근거를 묻는 질문은 본질적으로 

“무한소수가 수렴한다는 것을 보장하는 근거는 

무엇인가?”에 대한 답을 요구하기 때문이다.

한편, 공리적 확장 방식과 대비되게, 이지현은 

무한소수가 실수인 근거에 대해 ‘무한소수 기호

를 통해 유리수로부터 실수를 구성적으로 확장

할 수 있기 때문이다.’라는 또 다른 답변을 제시

한 것으로 보인다. 그리고 이러한 구성방식에 대

해 무한소수 표현이 그 표현의 특성으로 인해 

완비성을 매우 투명하게 보여줄 뿐만 아니라 이

러한 접근방식은 중, 고등학교에서 배웠던 무한

소수를 활용하므로 무한소수를 매개체로 하여 

유리수(유한소수)로부터 출발해 무한소수를 통해 

실수를 구성해가는 대학수학교육이 이루어지면 

실수 개념과 관련된 ‘교수학적 공백’에 대한 인

식과 극복이 잘 형성될 수 있을 것이라 주장한다.

무한소수가 실수인 근거에 대해, 이지현의 첫 

번째 답변에서는 실수를 완비순서체로 공리적으

로 도입한 후 ‘임의의 무한소수는 실수에 대응

한다.’는 명제와 ‘무한소수의 집합은 완비성을 

만족한다.’는 명제의 관계를 다루는 방식으로 답

한 것으로 보이고, 두 번째 답변에서는 유리수로

부터 무한소수를 통해 완비실수체로서의 실수를 

구성하여 도입하는 접근방식을 제기했다고 하겠

다. 이러한 두 가지 답변과 관련해, 이지현은 자

신의 교육적 접근이 두 번째에 해당함을 주장한

다. 사실, 그녀는 실수를 완비순서체로 형식적으

로 도입하는 방식을 지양하고 있으며4), Li(2011)

의 논의에 기초해, 무한소수의 집합이 완비순서

체의 공리체계를 만족함을 보이는 구성적 접근

방식을 지지한다고 할 수 있다.

Ⅲ. 무한소수를 이용한 실수 구성

방식의 타당성에 대한 문제

무한소수 표현을 이용해 유리수로부터 실수로 

확장을 하고 그러한 무한소수의 집합이 완비순

서체임을 보이는 과정이 타당한지를 판단하기 

위해 우선적으로 점검해야 할 중요한 사항이 있

다. 서론에서 이미 제기했듯, ‘무한소수의 집합

을 도입하는 과정에서 유한소수만을 가지고 실

수를 암묵적으로 사용하지 않으면서 무한소수를 

구성했느냐?’는 것이 바로 그것이다. 이러한 사

항은, 본질적으로 ‘유리수만을 가지고 실수를 구

성했느냐?’를 말하는 것이며 유리수로부터 실수

를 구성하는 방법의 타당성을 판별하는 핵심 기

준이며 수학사적으로도 가장 큰 난점 중 하나라

고 할 수 있다.

다시 말해, ‘유한소수로부터 무한소수를 순환

논리를 사용하지 않는 방식으로 구성할 수 있느

냐?’, ‘유한소수인 유리수로부터 어떤 실수로의 

수렴 또는 극한을 암묵적으로 사용하지 않고 무

한소수를 도입할 수 있느냐?’의 문제를 명확히 

4) 결론적으로, 이지현이 Burn(2000)의 공리적 접근방식에 기초해 ‘무한소수가 실수인 근거’를 제시한 것은 
그녀의 본래 의도에 부합하지 않은 논거를 댄 것이라 할 수 있다.
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해결해야만 무한소수의 집합이 완비순서체임을 

보이는 구성적 접근이 수학적 타당성을 갖게 된

다고 할 수 있다. 이와 관련해, 이지현의 교육적 

주장에 대한 수학적 기초를 제공한 Li(2011)는 

무한소수를 다음과 같이 도입한다.

다소 오래된 기하학적 접근방식으로 실수를 

도입한다. “축(axis)" 위의 어떤 점  에 대하여,

그 점에 대한 십진소수 표현(decimal

representation)은 다음과 같은 절차를 거치며 얻

어진다.

절차 0 : 이 “축”을 셀 수 있을 만큼 많은 서로 

분리된 집합들의 합집합 
∈ℤ

   으로 분

할한 후, ∈    을 만족하는 유일한 

정수 ∈ℤ를 찾는다.

절차 1 :    을 10개의 분리된 집합의 

합집합으로, 
  






 


 와 같이, 만

든 후 ∈ 

 


 을 만족하는 유

일한 원소 ∈ 을 찾는다. 계속,  은 

{          } 을 간단히 나타낸 

것이다.

절차 2 : 

 


 을 10개의 분리된 

집합의 합집합으로 만든 후,


  









 






 와 같이 만

든 후, ∈ 




 







 을 

만족하는 유일한 원소 ∈ 을 찾는다.

절차 ⁝ : ……

그러면,  는 십진소수 표현  ⋯ 을 

가지게 되며,  를  의 번째 숫자(digit)라고 

부르자. (중략)

우리의 시작 위치는, 앞에서도 논의했지만  


∆


{  ⋯  ∈ℤ ∈ ∈ℕ}와 

같이, 다루고자 하는 공간(ambient space)을 선택

하는 것이다. 일단 이러한 십진표기법(decimal

notation)을 채택한 이후에는, 그것을 마음속에서 


  

∞



 급수로 상상할 것을 제안한다. (중략)

집합 은 본질적으로 집합 ℤ×ℕ와 같기 

때문에, 우리는 위에서 사전식 순서 ≾을 도

입할 수 있고, ℤ ≤의 성질로부터 쉽사리 

최소상계(least upper bound) 성질과 최대하계

(greatest lower bound) 성질을 증명할 수 있다.

경험이 많은 독자는 알고 있겠지만, 이것은 

 ≤이 “완비적(complete)"임을 뜻한다. 그러

므로 우리는 이렇게 완비성이 구비된 공간에서 

상한(supremum) sup(∙), 하한(infimum) inf(∙),

상극한(upper limit) , 하극한(lower limit)
, 극한 과 같은 다섯 개의 기본적 

연산을 도입할 수 있다.

임의의 두 원소 ∈에 대해, 
∆


 ⋯  



  



∙


∈ℚ 이  의  번

째 숫자까지의 절삭치(truncation)이고  역시 

같은 방식의  의 절삭치라 할 때,

⊕ ∆


 ( {  }∈ℕ )

으로  정의하는 것은 매우 자연스럽다 (Ibid,

pp.1 - 4).

이후에 Li 가 의 순서체로서의 성질을 보이

고 있다는 점에 비추어볼 때, 그가 무한소수 표

현을 통해 유리수로부터 실수를 구성해나가는 

전체적인 과정은 다음과 같다고 할 수 있다.

① 축(또는 직선) 위의 임의의 점 를 무한소

수 표현 ⋯ 으로 나타내기 

② 무한소수의 집합을 정의하기


∆


{  ⋯  ∈ℤ ∈ ∈ℕ}

③ 위에 사전식 순서 ≾를 도입하기

④ 의 완비성 증명하기

⑤ 위에 sup, inf,,,  연산

을 정의하기

⑥ 위에 ⊕ ⊗ 와 같은 연산을 정의하고 순

서체로서의 성질을 증명하기
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그렇다면, 이러한 과정 속에서 Li 는 ‘어떤 실

수로의 극한’이라는 순환 논리를 사용하지 않았

다고 할 수 있을까?

Li (2011)에 따르면, ‘① 단계’는 직선(또는 축)

위의 모든 점이 유한 또는 십진소수 표현을 가

지는 방식으로 무한소수 표현  ⋯

를 도입하는 과정이라 할 수 있다. 직관적으로는 

직선 위의 모든 점에 대해 무한소수 표현을 할

당하는 것이 가능할 듯하다. 하지만 여기서 “직

선 위의 모든 점이 무한소수 표현을 가진다.”는 

것은 암묵적으로 가정된 사항일 뿐이다. 직선 위

의 어떤 점에 대해 십진소수를 부여하는 절차 

자체가 “직선 위의 모든 점이 무한소수 표현을 

가진다.”는 명제를 증명한다고 할 수는 없다. 무

한소수를 생성하는 절차 0, 1, 2 이후에 Li 가 

제기한 ‘절차 ⁝ : ……’의 애매성은 “직선 위의 모

든 점이 무한소수 표현을 가진다.”는 것에 대한 

증명이나 어떤 기본적 전제를 요구하는 것이다.

이와 관련해, ‘④단계’에서 무한소수의 집합 

의 완비성을 증명함에 의해 “직선 위의 모든 

점이 무한소수 표현을 가진다.”는 명제를 증명한 

것은 아닐까라는 생각이 제기된다. Li 는 무한소

수의 집합 의 완비성을 보이고 위에 sup,

inf,,,  연산을 정의함으로써,

자신의 접근방식이 ‘어떤 실수로의 극한’과 같은 

순환 논리를 사용하지 않았다는 점을 주장하려

고 하였을 것이다. 물론, 무한소수의 집합 의 

완비성과 함께 순서체로서의 성질을 보인다면 

완비순서체 모델의 유일성5)에 의해, 직선 위의 

모든 점과 1-1 대응관계를 형성하는 실수집합 ℝ

과 무한소수의 집합 이 본질상 동일한 것이기 

때문에 “직선 위의 모든 점이 무한소수 표현을 

가진다.”는 것을 유도할 수 있을 것이다.

사실, 무한소수를 간단히 수열로 정의하고 ②

~ ⑥ 단계만으로 무한소수의 집합 이 완비순

서체임을 보이는 것이 훨씬 간단할 것이다. Li

는 왜 ‘① 단계’를 넣었던 것일까? 오래된 기하

학적 방법을 사용했다는 언급에 비추어 본다면,

② ~ ⑥ 단계만으로는 ‘실직선’ 구성과정을 보여

주지 못하기 때문에, Li 는 기하적 직선 위의 각 

점을 무한소수로 표현하는 과정을 통해 기하와 

산술이 결합된 ‘실직선’이 만들어지는 과정을 직

관적으로 보여주고 싶었기 때문이라는 것을 짐

작할 수 있다.

하지만 직관성의 유지를 위해 도입한 ‘① 단

계’와 ‘① 단계로부터 ② 단계로 넘어가는 과정’

에서 ‘직선 위의 모든 점이 무한소수 표현을 가

진다.’는 명제를 가정한 것은 수학적으로 정당화

되지 않는다. 결국, Li 가 직선의 어떤 점  에 대

한 무한소수 표현을 만드는 절차 속에서 자명하

게 받아들인 ‘절차 ⁝ : ……’ 표현은 본질적으로 

‘어떤 실수로의 극한’을 암묵적으로 가정하는 모

습을 보여준다고 하겠다. 사실, “일단 이러한 십

진표기법을 채택한 이후에는, 그것을 마음속에서 


  

∞





급수로 상상할 것을 제안한다(Ibid, p.3)."

는 언급에서 알 수 있듯, Li 가 ‘어떤 실수로의 

극한’을 사용하지 않고 무한소수 표현을 도입했

다고 보기는 힘들다.

여기서, “직선의 각 점을 나타내기 위해 ‘어떤 

실수로의 수렴 개념’을 사용하지 않고 무한소수 

표현을 도입하는 방법은 무엇일까?”라는 의문이 

제기된다. 도대체, 무한소수를 어떻게 도입해야 

하는 것일까?

5) Li는 완비순서체 모델의 유일성을 직접 이용하지 않고, 무한소수의 집합 과 기존의 완비순서체 모델이 
동형임을 보여준다.
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Ⅳ. ‘어떤 실수로의 극한’을

사용하지 않고 무한소수를

정의하기

앞서 제기했듯, 직선을 가지고 유리수로부터 

무한소수를 통해 실수로 수체계를 확장하면서 

무한소수의 집합이 완비순서체임을 보이는 과정

의 타당성은 무한소수를 도입하는 과정에 달려

있다. 물론, 그 도입과정이 수학적 타당성을 확

보하는 아주 간단한 방법이 있다. 무한소수 

 …  …을 수열로 정의하는 것이다. 구체

적으로, 그 수열의 번째 항이 







…


 (단, 는 정수,  ≥ 이고 

∈ )인 수열로 정의6)하는 것이다. 그리고서,

앞 절의 ② ~ ⑥ 단계를 거치면 무한소수의 집

합이 완비순서체임을 보일 수 있다.

물론, Li(2011)도 이러한 방법을 알고 있었을 

것이다. 하지만 수열을 활용한 무한소수의 대수

적 도입방법은 유리코시수열 및 그 사이의 동치

관계의 도입과 마찬가지로 ‘어떤 실수로의 수렴 

개념’을 사용하지 않는 장점이 있는 반면에 기

하학적 직관이라는 생명력을 잃게 된다. 정확히 

말해, 무한소수를 위의 수열로 도입하면 Cantor

의 유리 코시수열에 의한 실수 구성방식과 동일

한 논의를 전개할 수밖에 없는 것이다. 그러기

에, Li는 무한소수를 그러한 수열로 도입하지 않

았을 것이다.

그러면, 기하학적 직관을 유지하면서 무한소수

를 ‘어떤 실수로의 수렴’을 사용하지 않고 도입

하는 방법은 무엇일까? 이와 관련해, Courant &

Robbins(2002)은 다음과 같이 “직선 위의 모든 

점이 무한소수 표현을 가진다.”는 명제를 가정했

던 수학사에서의 실수를 지적하며, 무한소수를 

도입하고 실수를 구성하는 기하학적 방법을 제

안한 바 있다.

19세기의 중반까지도 이러한 생각은 유리수와 

무리수의 체계를 만족스럽게 설명하는 수의 연

속체로 받아들여졌다. 해석기하학, 미적분학의 

발전에서 보는 것과 같은 17세기 이후에 수학

의 비약적인 발전은 이러한 개념의 수체계를 

기초로 안전하게 나아갔다. 그러나 결과를 통합

하고 원리를 비판적으로 재검토하게 된 시기에 

와서 무리수의 개념은 더욱 자세한 분석이 필

요하다는 사실이 인식되었다(Ibid, p.82).

그런데 이러한 Courant & Robbins(2002)의 논의

의 출발은 ‘십진소수 표현에 얽매이는 것이 연

속체로서의 실수의 본질을 잘 드러내는 것은 아

니다.’는 입장으로부터 출발한다.

10진법만이 수의 본성을 나타내는 것은 결코 

아니기 때문이다. 2진법이나 다른 진법체계로도 

논의를 진행시킬 수도 있다. 이러한 이유로 10

진법에 근거하지 않은 수 연속체에 대한 더욱 

일반적인 정의가 바람직하다(Ibid, p.89).

기본적으로, 이러한 Courant & Robbins 의 입장

은 십진소수 표기법(의 한계)에 대한 지속적 보

정을 하면서 그 표기법의 특징을 활용해 실수를 

구성하려는 Li의 입장과는 대비된다. 구체적으

로, Li는 직선 위의 점 중에서 십진소수 표기법

에 의해서는 … 로 표현되는 점이 없다는 

사항을 인정하면서  ≾, ⊕⊗ ) 체계에서의 

연산 ⊕⊗ 과 표준적인 덧셈과 곱셈 사이의 상

이함을 없애기 위해 다음과 같은 조치를 취한다.

이러한 어려움을 극복하기 위해, … 와 

… 등등을 동일시하는 동치관계 ~ 을 도

입할 것이다. 10진법, 2진법, 16진법 그 어떤 것

6) 이 수열의 존재성이 직선으로부터 무한소수를 도입하는 절차의 타당성을 지지하는 것은 아니다. 이 정의는,
‘어떤 실수로의 수렴’을 사용하지 않으며, 무한소수를 정의하는 방식 중의 한 가지를 보여줄 뿐이다.
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을 채택하는 것에 상관없이, 그러한 관계들을 

언제 도입하는 지에 상관없이, 우리는 이 과정

을 피할 수 없다.

이러한 준비과정을 거쳐, 우리는 교환, 결합,

분배법식, 덧셈과 곱셈의 항등원과 역원의 존재

성을 입증할 것이다(Li, 2011, p.4).

Li 는, 십진소수 표기법에서 나타나는 문제는 

다른 집법에 의한 소수표기법에서도 마찬가지로 

나타나기 마련인데 직선 위의 점 중에서 

… 을 나타내는 점은 없다는 사항 등의 십

진표기법의 문제는 ‘차이 없음(no gap)’이라는 동

치관계를 도입해 … 와 … 을 동일

시함으로써 해결할 수 있다는 입장7)을 취한다.

하지만 어떤 적당한 진법을 택했을 때 유한소수

로 표현할 수 있다는 것이 바로 유리수의 본질

적 특성임을 고려한다면, Li의 접근방식이 체계

적이라 하기는 다소 힘들다. 예를 들어, 
와 같

은 유리수는 Li 방식의 십진소수 표기법에 의해

서는 … 이지만 3진법에 의해서는 

와 같이 근본적으로 유한소수로 표현할 수 있다.

어떤 유리수라도 적당한 진법에 의해 유한소수

로 표현할 수 있다는 사실에 기초하면 … ,

… 와 같은 십진소수 표기법은 오히려 유

리수로서의 수의 특성을 숨기는 것일 수도 있다.

여기서 중요하게 점검해야 할 사항은, ‘차이없

음’ 동치관계를 이용해 … 와 … 을 

동일시하는 접근이 유리 코시수열 및 그 사이의 

동치관계를 도입하는 전통적 접근에 비해 직선

의 기하적 특성을 자연스럽게 활용하는 방식이

냐는 점이다. 물론, 어떤 방식이 자연스러운지의 

여부 문제는 주관적 판단을 요구하는 사항이다.

하지만 축(또는 직선) 위의 어떠한 점도 

… 로 표현되지는 않은 상태에서 …
와 … 을 동일시하는 표기적 특성을 유지

하기 위해 무한소수 집합의 연산과 관계를 정의

해가는 방식8)이 직선의 기하학적 특성을 자연스

럽게 이용했다고 할 수는 없다.

이런 논의와 관련해, Courant & Robbins(2002)

은 직선의 기하학적 특성을 활용하면서 무한소

수를 통해 실수를 도입하는 가장 간단하고 자연

스러운 방식은 다음과 같이 축소구간열을 활용

하는 전통적 방식이라는 제안을 한다.

어쩌면 다음의 방법이 가장 간단한 방법일 것

이다.

수직선9) 위에 유리수인 끝점을 갖는 구간의 수

열    ⋯   ⋯ 을 생각하는 데 각 구간

은 그 앞의 구간에 포함되고, 번째 구간  의 

길이는 이 증가할 때 에 가까워진다고 하

자10). 이런 수열을 축소구간열이라고 한다. 10

진법에 의한 구간의 경우에  의 길이는 

이 되지만  으로 하거나 
 보다 작은 더욱 

다루기 좋은 내용으로 제한할 수도 있다.

이제 기하학의 기본 공준으로 다음을 생각한다.

임의의 축소구간열에 대하여 각 구간에 공통으

로 포함되는 수직선 위의 점이 꼭 하나씩 존재

한다. (중략) 이 점을 정의에 의하여 실수라고 

부른다. 그 점이 유리수가 아니면 무리수라고 

부른다. 이 정의에 의하여 점과 수의 완벽한 대

7) Li (2011, p.7)는 위에 사전식 순서 ≾에 기초해 의 두 원소  사이에 다른 무한소수가 들어갈 수 
없으면  사이에 ‘차이 없음’이라는 (동치) 관계를 도입한다.

8) 예를 들어, 덧셈의 역원은 다음과 같이 정의한다.

어떤 원소   ⋯ ∈ 에 대해, 
∆

 ⋯ 을  의 “덧셈의 

역원”으로 이해할 수 있다(Li, 2011, p.10).
9) 여기서의 수직선(number line)은 실직선(real number line)이 아니며 기하학적인 직선인데, 그 직선의 일부

만 유리수에 대응되어 있고 그 직선의 나머지 부분은 어떤 수에도 대응된 상태가 아니다.
10) 이것은 ‘어떤 실수로의 극한’을 암묵적으로 사용하는 것이 아니다. 이것의 의미는 ‘      일 때,

∀∈ℕ ∃∈ℕ  ∀∈ℕ ≥ ⇒      

 ’이다.
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응관계를 만들게 된다. 이는 단지 무한소수를 

이용하여 보다 일반적인 정의를 내린 것에 지

나지 않는다(Ibid, pp.89-90).

축소구간열을 활용해 실수를 구성하는 방식의 

핵심적 아이디어는 바로 ‘기하학의 기본 공준(또

는 공리)’을 활용하는 데에 있다. 구체적으로, 그 

핵심은 ‘어떤 축소구간열에 공통으로 포함된 단 

하나의 직선 위의 점이 존재한다.’는 기하학의 

공준을 바탕으로 그 유일한 점에 대응하는 유리

축소구간의 수열 또는 그것의 동치류로 실수를 

정의하는 것이다. Courant & Robbins(2002)은 이

러한 접근방식이 기하학적 특성을 활용하는 것

에 주안점을 두고 있음을 다음과 같이 밝힌다.

유리수로 된 끝점을 가지는 축소구간11)으로 

이루어진 모든 구간에 속하는 점이 수직선12)

위에 존재한다는 것은 기하학의 기본적인 공준

이다. 이러한 공준을 논리적으로 다른 수학적 

사실로 바꿀 수는 없다. 우리는 이러한 사실을 

수학에서 다른 공리나 공준을 받아들이는 것과 

마찬가지로 그냥 받아들이는데, 그 이유는 수학

적 사고의 무모순인 체계를 만드는 데 유용성

과 직관적인 타당성이 있기 때문이다. 단순히 

형식적인 관점에서 볼 때, 유리수점만으로 이루

어진 직선에서 시작하여 축소유리구간의 수열

에 대한 기호로 무리수점을 정의한다(Ibid,

p.90).

그렇다면, 유리축소구간열을 활용해 실수를 구

성하는 방식에서 (십진) 무한소수는 어떻게 정의

되고 그 역할은 무엇일까? 기본적으로, 무한소수

는 유리축소구간열에 공통적으로 포함된 점에 

대응하는 수학적 대상인 ‘유리축소구간열 (또는 

그것의 동치류) 자체’에 대한 기호라 할 수 있는

데, 이 수학적 대상의 집합이 완비순서체의 성질

을 가지고 됨을 보이면 무한소수는 실수를 나타

내는 표현이 된다고 할 수 있다.

예를 들어, 직선위의 어떤 점을 공통적으로 포

함하는 어떤 유리축소구간열 {   ∈ℕ } 또는 

유리축수구간열의 동치류13)의 대표원을 나타낸

다고 하자.    ⋯    ⋯  

(  ∈ℤ  ∈ ∈ℕ  인 경우에 유리

축소구간의 수열을 {   ∈ℕ } 으로 표현하는 대

신에 ⋯ 또는  ⋯ 으로 표

기하는 것이다. 이때, 유리축소구간을 수열 

   ⋯ 또는 수열 

   ⋯ 와 동일시 할 수 있

는데14), 무한소수  ⋯와  ⋯는 수

열     ⋯와 수열 

   ⋯을 각각 나타내는 것

으로 정의된다고 할 수 있다.

이처럼 무한소수를 처음부터 수열로 정의하지 

않고 직선 위의 어떤 점에 대응하는 유리축소구

간열 자체를 나타내는 표현으로 정의하게 되면,

무한소수는 직선 위의 점에 대응하는 수학적 대

상인 실수를  표현하는 수단이 된다. 무한소수는 

‘처음부터 정의하는 것’이 아니라 직선 위의 점

11) 이후, ‘유리축소구간’이라 부르고, 유리축소구간으로 이루어진 수열은 ‘유리축소구간열’이라 부른다.
12) 앞에서와 같이, 기하학적인 직선을 뜻한다.
13) 유리축소구간열 {   ∈ℕ }와 {   ∈ℕ } 사이에 다음과 동치관계를 줄 수 있다.

      이고       이라 할 때, ∀∈ℕ ∃∈ℕ  ∀∈ℕ  ≥ ⇒      

 .

여기서,       


대신에       
 ,       

 ,       


를 사용해도 동치관계를 줄 수 

있다.
14) 축소구간열의 정의에 의해, ‘      일 때,

∀∈ℕ ∃∈ℕ  ∀∈ℕ ≥ ⇒      

 ’이 성립하는 데, 이것을 이용해, 수열 {  }

과 {  } 사이의 동치관계를 정의할 수 있다.
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에 대응하는 수를 창조하는 과정 속에서 ‘정의

하게 되는 것’이다.

한편, 유리축소구간열을 이용해 실수를 구성하

는 방식은 크게 두 가지 특징을 가졌다고 할 수 

있다. 첫째는 직선 위의 점과 유리축소구간열 사

이의 대응을 선명히 보여준다는 면에서 직관성

과 엄밀성을 모두 충족시킬 수 있다는 것이다.

즉, 직선 위의 임의의 점 에 대해 그에 대응하

는 유리축소구간열을 쉽게 찾을 수 있다. 예를 

들어, 직선 위의 임의의 점 에 대해 그 점 

를 포함하는 어떤 구간      (단,   는 유

리수)을 첫째 구간으로 택하고, 첫째 구간을 절

반씩으로 나눈 두 구간   


 과 




   중에서 점 를 포함하는 구간을 둘

째 구간으로 택하는 방식으로, 나머지 구간들도 

마찬가지 방식으로 택하게 되면 점 를 공통점

으로 가지는 유리축소구간열을 찾을 수 있다.

유리축소구간열을 이용한 방식이 가진 두 번

째 특징은 실질적으로 실수가 구성15)된 이후에 

무한소수의 도입이 이루어지는 것이다. 구체적으

로, 이 방식에서는 유리수로부터 (기하학적 직선 

위의 점에 대응하는 수로서의) 실수를 구성할 

때 ‘어떤 실수로의 극한’이라는 순환논리를 피하

면서 만들어 놓은 ‘유리축소구간열’을 나타내는 

표현으로 무한소수를 도입해야 함을 보여주고 

있다.

이러한 두 번째 특징은 유리축소구간열을 이

용한 실수 구성의 계열을 살펴봄으로써 파악할 

수 있는데, 그 계열은 다음과 같다: 직선의 축소

구간열에 대해 ‘각 구간에 공통으로 속한 유일

한 점’이 존재한다. 따라서 직선의 유리축소구간

열에 대해서도 ‘각 구간에 공통으로 속한 유일

한 점’이 존재한다. 그런데 직선 위의 어떠한 점

에 대해서도 그에 대응하는 유리축소구간열을 

적어도 1개 찾을 수 있다. 이때, 유리축소구간열

은 동치류를 형성하게 되는데, 동치인 두 유리축

소구간열에 속한 공통점은 서로 같다. 여기서,

직선 위의 점과 유리축소구간열의 동치류의 대

응에 주목하자. 한편, 유리축소구간열의 동치류

의 집합은 완비순서체를 이룬다. 그러므로 유리

축소구간열의 동치류는 직선 위의 각 점에 대응

하는 실수라고 간주할 수 있다.

이러한 계열에서, 무한소수는 유리축소구간열

의 동치류의 대표원, 즉 어떤 유리축소구간열을 

나타내는 한 표현으로 도입된다. 이것을 고려하

면, 이 계열은 유리수로부터 직선을 메우는 수로

서의 실수를 구성할 때 ‘어떤 실수로의 극한’을 

암묵적으로 사용하지 않기 위해서는 기하학의 

공준을 활용해야 하고 실질적으로 실수를 구성

한 이후에야 그에 대한 표현으로 무한소수를 도

입해야 함을 잘 드러낸다고 하겠다16).

Ⅴ. 결 론

실수는 학교수학에서 제일 다루기 어려운 주

제 중 하나임에 분명하다. 그래서 무리수를 도입

하는 데에 있어,   을 만족하는  에 해당

하는 길이 또는 직선에서 원점으로부터의 그 위

치에 해당하는 수가 ‘이미 있는 것’처럼 간주하

면서, 그 수가 유리수가 아님을 다루고 그것을 

 로 나타내고 그와 같은 수를 무리수라 가르

친다. 그리고 유리수는 ‘유한소수 또는 순환소

15) 아직 완비순서체임을 보이지 않았지만, 기하학적 직선 위의 임의의 점에 대응하는 대상에 대해 유리수
를 가지고서 수학적으로 타당한 방식으로 구성해 놓은 것이다.

16) 한편, 이러한 결과에 기초해 기하학적 직선과 무관하게 무한소수를 처음부터 수열로 정의함으로써 유한
소수(유리수)로부터 실수를 구성하는 방안도 가능하다는 것을 알 수 있는데, 이러한 구성방안은 본질적
으로 Cantor의 코시수열을 이용한 실수의 구성방식과 같다고 할 수 있다.
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수’이므로 무리수는 ‘순환하지 않는 무한소수’라

고 가르치므로, 이러한 접근은 ‘실수가 이미 존

재하는 것’으로 가정하는 ‘자명성의 착각’을 유

발한다.

물론, 학교수학에서 학생의 수준과 주제의 어

려움을 고려할 때, 실수에 대한 이와 같은 방식

의 교수학적 변환은 불가피할 수도 있다. 우리나

라 수학과 교육과정에서 제기하고 있는 ‘무리수 

도입의 필요성’17)은 사실상 직선위의 각 점에 

해당하는 길이나 위치를 나타내는 수의 필요성 

이외의 것은 없다. 그렇다면, 학생의 수준 측면

에서 그런 수를 유리수로부터 구성적으로 만드

는 교수-학습을 할 수 없는 상황에서는 ‘직선의 

각 위치에 해당하는 수가 있는 것이 당연하다.’

는 듯이 다루는 교수학적 공백을 남길 수밖에 

없을 것이다.

하지만 교사는 학교수학의 이러한 교수학적 

공백을 인식하고 메울 수 있어야 하지 않겠는

가? 다시 말해, 교사는 ‘직선의 각 위치에 해당

하는 수가 있고, 그 수는 유한소수나 무한소수로 

표현할 수 있다.’는 명제가 성립하는 이유를 설

명할 수 있어야 한다. 이 주장을 수용하기에, 연

구자는 실수와 관련해 이지현(2014; 2015)이 제

안한 예비교사교육 방안을 기본적으로 지지한다.

실수에 대한 ‘자명성의 착각’에 대한 인식을 시

작으로 ‘직선을 채우는 실수로서의 무한소수’를 

다루는 구성적 접근방식은 학교수학과 대학수학 

사이를 연결하는 가교로서 기능한다고 생각한다.

그런데 이지현(2014; 2015)의 무한소수 도입방

식이 ‘실수에 대한 자명성의 착각’을 극복하는 

것인지에 대해서는 의문이 제기된다. 그녀는,

Li(2011)의 연구에 기초해, 직선 위의 임의의 점 

 에 대해 폐개구간을 이용한 측정을 통해 그 

점에 대응하는 십진소수 표현  ⋯ 을 

만들고 그러한 십진소수의 집합이 완비순서체를 

형성함을 보임으로써, 실수에 대한 ‘자명성의 착

각’ 문제를 해소할 수 있을 것으로 판단하였지

만, 이러한 무한소수 도입 방식은 여전히 실수에 

대한 ‘자명성의 착각’ 요소를 가지고 있다.

실수에 대한 ‘자명성의 착각’에 대한 자각은 

‘직선위의 각 점은 무한소수로 표현할 수 있다.’

는 명제를 자명하게 받아들이지 않는 데에 달려 

있다. 즉, ‘무한소수가 수렴한다.’는 것을 오히려 

증명해야 하는 것인데, 이를 위해 ‘무한소수가 

수렴한다.’는 것과 같은 ‘어떤 실수로의 극한’을 

암묵적으로 사용하지 않고 무한소수를 도입할 

수 있어야 한다. 하지만 이지현과 Li의 무한소수 

도입방식은 순환논리의 악순환을 끊지 못한다.

이지현(2015, p.273)이 무한소수 도입에 있어 

유리수의 유계집합 {…}의 최

소상계를 찾게 하고 이 집합의 최소상계가 비순

환무한소수 ⋯임을 다루거나 Li(2011,

p.3)이  무한소수를 
  

∞





급수로 상상하라고 

제안하는 것은, 본질적으로 ‘무한소수가 수렴한

다.’는 명제를 암묵적으로 가정하는 것이다. 다

시 말해, 이지현과 Li 는 무한소수를 도입하는 

과정에서 이미 ‘어떤 실수로의 극한’을 가정하고 

있는 것이다.

그렇다면, 순환논리를 사용하지 않고 직선 위

의 각 점에 대응하는 무한소수를 도입하는 방안

은 무엇일까? 이 연구에서는 이 질문에 주목하

였고, Courant & Robbins(2002)의 논의에 기초해 

‘직선은 빠짐없이 점으로 채워져 있다.’는 직관

으로부터 ‘어떤 선분의 길이 또는 직선의 각 점

에 대응하는 수를 구성해내는 방식’에 의해 이 

질문에 답하였다.

구체적으로, ‘직선은 빠짐없이 점으로 채워져 

17) 우리나라 수학과 교육과정에서는 ‘실생활에서 사용되는 무리수의 예를 찾아보는 활동을 통해 무리수의 
필요성과 유용성을 인식하게 한다(교육부, 2015, p.29)'라고 언급한다.
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있다.’는 직관에 기초해 ‘유리수로 된 끝점을 가

지는 축소구간18)으로 이루어진 모든 구간에 속

하는 점이 직선 위에 존재한다.’는 기하학의 축

소구간공리를 수용하고, 이 공리에 의해 직선위

의 각 점과 어떤 유리축소구간열이 서로 대응되

도록 하고, 이 유리축소구간열(의 동치류의 대표

원)을 나타내는 표현으로 무한소수를 도입하는 

것이다. 여기서, 유리축소구간열의 동치류의 집

합이 완비순서체의 성질을 가지고 있음을 증명

하게 되면, 무한소수는 실수를 나타내는 표현으

로서의 자격을 갖게 된다.

앞서 강조했지만, 실수와 관련한 ‘자명성의 착

각’을 자각하기 위해서는 ‘직선위의 각 점을 무

한소수로 표현할 수 있다.’는 명제를 자명하게 

받아들이지 않아야 한다. 그리고 그 착각에 대한 

극복을 위해 ‘무한소수가 수렴한다.’는 것과 같

은 ‘어떤 실수로의 극한’을 사용하지 않고서 무

한소수를 도입하고 그 명제를 증명해야 한다.

이러한 논의를 바탕으로, 이 연구에서는 다음

과 같은 주장을 제기할 수 있을 것이다 : 실수와 

관련된 학교수학과 대학수학 사이의 이중단절을 

해소하기 위해서는 예비수학교사교육에서 무한

소수를 유리축소구간열을 나타내는 표현의 하나

로 도입하는 것이 바람직할 것이다.

그런데 유리축소구간열로 정의되는 수는, 완비

성을 지닌 직선의 기하학적 성질에 기초해 만드

는 것이므로, 그 자체가 완비성을 가짐을 쉽게 

이해할 수 있고 증명할 수도 있다. 이에 비해,

유리축소구간열로 정의된 대상이 순서체로서의 

성질을 가진다는 것을 입증하는 것은 간단하지

만 매우 지루한 작업이다. 그러한 일은 열의를 

갖고 수학을 배우고자 하는 사람에게 오히려 지

겨움을 안겨줄 수도 있다(Courant & Robbins,

2002, p.91).

그러기에, 기초 해석학을 가르치는 대학수학교

육에서는, 유리축소구간열을 이용해 실수를 구성

함에 있어 기하학의 성질을 이용해 유리수만으

로 실수를 구성한다는 사항에 초점을 두어야 하

고, 그 반면에, 그렇게 구성한 수가 순서체임을 

입증하는 과정은 언급하는 정도로 다루는 것이 

바람직해 보인다.
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Defining the Infinite Decimal without Using the

‘Limit to a Real Number’

Park, Sun Yong (Yeungnam University)

This study examines the approach of introduction

of the real numbers through the infinite decimal,

which is suggested by Lee Ji-Hyun(2014; 2015) in

the aspect of the overcoming the double

discontinuity, and analyses Li(2011), which is the

mathematical background of the foregoing Lee's.

Also, this study compares these construction

methods given by Lee and Li with the traditional

method using the nested intervals. As a result of

analysis, this study shows that Lee Ji-Hyun(2014;

2015) and Li(2011) face the risk of the circulation

logic in making the infinite decimal corresponding

each point on the geometrical line, and need the

steps not using the 'limit to a real number' in

order to compensate the mathematical and

educational defect. Accordingly, this study raises

the opinion that the traditional method of defining

the infinite decimal as a sequence by using the

geometrical nested intervals axiom would be a

appropriate supplementation.

* Key Words : definition of infinite decimal(무한소수의 정의), real numbers(실수)
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