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ABSTRACT

The homotopy algorithm provides a robust method for determining optimal control, in
some cases the global minimum solution, as a continuation parameter is varied gradually
to regulate the contributions of the nonlinear terms. In this paper, the Successive Backward
Sweep (SBS) method, which is insensitive to initial guess, augmented with a homotopy
algorithm is suggested. This approach is effective for highly nonlinear problems such as
low-thrust trajectory optimization. Often, these highly nonlinear problems have multiple
local minima. In this case, the SBS-homotopy method enables one to steadily seek a global
minimum.

초 록

호모토피 알고리즘은 비선형성이 강하거나 다수의 최적해가 존재하는 비선형 최적제어 문
제에서 점진적으로 비선형 항으로 고려하게 해줌으로써 강건하게 전역의 최적해를 구할 수
있는 방법이다. 본 논문에서는 초기 추정치에 둔감한 SBS 알고리즘과 호모토피 알고리즘을 결
합한 비선형 최적제어 알고리즘을 제시하였다. 이러한 접근방식은 저추력 궤적최적화 문제와
같이 비선형성이 강한 문제의 최적해를 구하는데 효과적이다. 또한, 비선형성이 강한 문제들
은 종종 다수 국소 해가 존재하게 되는데, 이러한 경우에 SBS-호모토피 방법은 점진적으로 전
역해를 찾는 것을 가능하게 한다.

Key Words : Optimal Control(최적제어), Homotopy Algorithm(호모토피 알고리즘),
Successive Backward Sweep Method(SBS 방법), Orbit Transfer(궤도전이)
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Ⅰ. 서 론

지난 50여 년 동안 다양한 비선형 최적제어
기법들이 개발되었다. 비선형 최적제어 기법은

크게 직접접근 방식과 간접접근 방식으로 구분한
다. 직접접근 방식은 최적제어 문제를 이산화 된
파라미터 최적화 문제로 전환시킨 후, 최적 해를
구하는 방식이고, 간접접근 방식은 상태변수와
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보조상태(co-state) 변수로 구성된 경계조건 문제
로 변형 후 Pontryagin 원리를 적용하여 최적 해
를 구하는 방식이다. [1-2]. 비선형 최적제어 기법
중 Shooting 방법과 같이 개회로 해를 바로 구하
는 방법들은 초기 추정치만 주어지면 주어진 영역
내에서 쉽게 최적 해를 추정할 수 있다는 장점이 있
지만 수렴한 해가 전역에 대한 최적해인지 국소
최적해인지 판단하기 어려우며, 초기 추정치에
매우 민감하기 때문에 정확한 초기 추정치 없이
최적해를 구하기 어려운 단점을 가지고 있다.

SBS 알고리즘은 간접접근 방식의 일종으로, 비
선형시스템을 테일러 급수 전개로부터 선형화 시
킨 후 Riccati 방정식을 적용하여 최적해를 구한
다는 점에서 DDP(Differential Dynamic
Programming) 알고리즘[3] 또는 Neighboring
Extremal 알고리즘과 많은 유사점을 가지고 있다.
그러나 DDP 알고리즘과 Neighboring Extremal
알고리즘은 초기 기준궤적을 추정할 때 시스템
동특성에 부합하도록 설정해야하고, 초기 기준궤
적을 어떻게 추정하느냐에 따라 수렴값을 찾을
수 있는지 여부가 결정되었다. 하지만 SBS 알고
리즘은 비선형 시스템 전체를 선형화 시킨 후 제
어알고리즘을 적용하기 때문에[4-5], 초기 추정궤
적을 시스템 동특성과 무관하게 임의로 설정하여
도 안정적으로 수렴하는 최적해를 찾을 수 있다
는 장점을 가지고 있다. 또한 호모토피 알고리즘
은 다수의 최적 해가 존재하는 비선형 최적제어
문제에서도 점진적으로 비선형 항을 고려하게 함
으로써 강건하게 전역의 최적해를 구할 수 있다
[6].

본 논문에서는 SBS 알고리즘과 호모토피 알고
리즘의 장점을 결합하여, 비선형성이 강한 최적
제어 문제에 대해, 초기 추정치에 둔감하면서도
전역에서 유일한 최적 해를 구할 수 있는 알고리
즘을 제안하였다. 알고리즘의 성능을 검증하기
위해서, 다수의 국소 최적 해가 존재하는 지구와
화성 간 최소 연료 전이 궤도 문제와 비선형성이
강한 저추력 궤도전이 문제에 SBS-호모토피 알
고리즘을 적용하여 강건한 최적해를 구할 수 있
음을 확인하였다.

Ⅱ. 본 론

2.1 SBS 최적제어 알고리즘

SBS 알고리즘은 비선형 시스템 전체를 테일러
급수를 이용하여 선형화 시킨 후 제어 알고리즘
을 적용하기 때문에, 초기치 추정을 시스템 동특

성과 무관하게 임의로 설정하여도 안정적으로 수
렴된 최적해를 찾을 수 있다. SBS 알고리즘을
통해 최적제어 해를 구하는 방법은 다음과 같다.

일반적으로 비선형 최적제어 문제는 식 (1)과
같이 정의한다[7].

  (1)

  




 (2)

여기서 는 상태변수이고, 는 제어변수, 는
시간을 나타낸다. 그리고 는 초기시간, 는 최

종시간을 의미하며, 는 시스템 방정식을 의미한
다. 는 성능지수를 나타내고, 는 최종 값 함수
를, 는 성능지수 함수를 의미한다. 최적해를 구하
기 위한 필요조건과 충분조건은 다음과 같이 정
의된 Hamiltonian으로 부터 유도한다.

    (3)

여기서 는 보조 상태변수를 나타낸다. 식 (3)
을 테일러급수 전개함으로써 식 (4~7)과 같이 상
태변수와 보조 상태변수에 대한 1차 필요충분조
건들을 유도할 수 있다.

  (4)

 (5)

    (6)

   

   

 

   

   

(7)

위의 식(4)에서 와 같은 항들은

Hamiltonian을 각 아래첨자(,)에 대해 순서대

로 편미분한 것으로,  





를 의미한

다. 식 (4~6)의 는 다음과 같이 정의되어진다.

  


 (8)

  



 (9)

   



 (10)

식 (8~10)에서 는 각각 초기기준 상태변수,
입력변수, 보조상태 변수를 의미한다. 식 (6)으로
부터 최적제어 입력 값은 식 (11)과 같다.

 
 (11)
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SBS 알고리즘에서 보조상태 변수 는 다음과
같이 선형화된 이득 값들로 표현한다.

   (12)

    (13)

여기서 S, P, V, N, W는 제어이득 행렬을 의미하고,
이 값들은 는 최종경계 조건으로 다음과 같다.

   (14)

식 (13)을 통해 값은 다음과 같이 얻을 수 있다.

   (15)

식 (12~13)의 SBS 알고리즘의 이득 값들은
Backward 적분을 통해 식 (12~13)을 식 (5),
(7)에 대입함으로써 이득 미분방정식은 다음과
같이 표현할 수 있다.

    
 

      

    (16)

   
    ,

  
  (17)

   


   
  

    

   (18)


  ,    (19)

  
  ,

   
  (20)

2.2 SBS-호모토피 알고리즘

호모토피 알고리즘은  변수를 통해 시스템의
비선형 항을 점진적으로 고려하게 함으로써 전역
에서 안정적으로 최적해를 구할 수 있다.

그러므로 초기 추정치에 둔감하면서도 전역에
서 안정적으로 최적해를 구하기 위한 SBS 알고
리즘에 호모토피 알고리즘을 결합한 최적제어 기
법을 제안하고자 한다. 호모토피 알고리즘을
SBS 알고리즘에 적용하기 위해서 식 (1)의 비선
형 시스템을 다음과 같이 표현한다.

   (21)

여기서 은 0에서 1까지 점진적으로 증가하는

변수이다. 는 시스템의 선형부분이고,  

는 시스템의 상 비선형 부분을 나타낸다. 변수 
이 0에서 1로 점진적으로 증가하면서, 초기 선형
시스템에서 점진적으로 비선형 항을 고려해가며
최적해를 얻을 수 있도록 한다. 호모토피 알고리

즘은 이라는 추가변수를 도입하였기 때문에 최
적 해를 구하기 위해서는 다음과 같은 추가 방정
식을 풀어야한다[8].

   (22)

여기서 는 식 (22)를 풀기 위한 독립변수이
고, 함수 와 미지수 는 다음과 같이 정의한다.

  (23)

    (24)

비선형 함수인 는 이 0일 때는 만의 함수
로 정의되어지기 때문에 위의 식 (23)을 정확히
만족시키는 해를 쉽게 구할 수 있다. 그러나 원
래의 비선형 시스템 해인 이 1일 경우에는, 미
지수 가 아래의 에 대한 미분방정식을 추가로
만족시켜야 한다.




  (25)

식 (23)을 식 (25)에 대입하면 다음 식 (26)을
얻을 수 있다.

















  (26)

식 (26)을 행렬 형태로 표현하면 다음과 같다.



































 (27)

식 (27)을 독립변수 에 대해 적분함으로써 변
수 과 값을 업데이트 할 수 있다. 호모토피 알
고리즘을 SBS 최적제어 알고리즘에 적용하기 위
해서는 Backward 적분 시 SBS 이득에 대해 변
수 을 값을 고려해야 한다. 변수 의 변화를 고
려하기 위해 식(16~20)의 Backward 적분 시에

다음 식 (28~32)과 같이 변수 에 대하여 미분한
방정식도 동시에 적분해야만 한다.
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(31)



 
 

 


 








 


  

(32)

여기서,







 (33)










 (34)

여기서 값은 식 (27)을 이용하여 계산할 수
있지만 적분오차로 인해 시스템을 불안정하게 만
들 수 있다. 그러므로 값은 적분오차의 영향을
적게 받는 식 (15)의 계산한 값을 사용한다.

또한, 임의의 초기 추정치에 대해 수렴성을 향
상시키기 위해 Hessian 보정법을 다음과 같이 도
입하였다.

  (35)

  (36)

여기서, 와 는 초기에 정의된 궤적에

대한 Hessian 행렬 값을 의미한다. 그리고 양의
실수로 정의된 와 는 시스템의

Convexity 조건을 만족시킴으로 인해 임의의 초
기 추정치에 대해 수렴성을 향상시킨다.

호모토피 알고리즘을 적용한 SBS 최적제어 알
고리즘에 대한 순서도를 요약 정리하면 Fig. 1과

Fig. 1. SBS-Homotopy algorithm flow chart

같다.
Figure 1에서 보면 가장 먼저, 임의의 초기 궤

적을 가정한 후, 수렴성을 확보하기 위해 양의
실수 값인 와 을 설정한다. 통상 시스템

의 비선형성 특성에 따라 와  값은

1~10사이의 값을 설정하게 된다. 그리고 SBS 게인
값과 의 변화에 대한 게인 값의 변화를 계산하기
위해 식 (16~20)과 식 (28~32)를 동시에 Backward

적분하여  와 















을 계산한다. Backward 적분을 통해 구해진 게인
값을 바탕으로 Forward 적분을 활용하여 상태변
수와 제어입력을 업데이트하게 된다. 그리고 동시
에 식 (27)을 통해 변수 s에 대하여 적분함으로써
값을 업데이트하게 된다. 이때 계산된 값은
적분오차로 인한 발산 가능성이 있기 때문에 식
(15)에 의해 계산된 값을 사용한다. 이러한 과정을

이 1이 되어 비선형시스템을 완전히 고려할 때까
지 반복하면서 수행하게 된다.

2.3 수치해석

2.3.1 지구와 화성 간 최소연료 전이궤도 문제

지구와 화성 간 궤도전이에 대한 전체적인 개
념도는 Fig. 2와 같다. 같은 평면상에서 최소 연
료를 사용하여 지구에서 화성까지 궤도전이 하기
위한 최적해를 구하는 문제로, 이 문제는 다수
국소 최적해가 존재하기 때문에, 전 영역에서 최
소연료를 소모하는 유일한 최적해를 구하는 것은



조동 김승필

쉽지 않다 그러므로 호모토피 알고리즘을 통

해 임의의 기 추정궤 을 통해 역에서 유일

한 최 해를 구할 수 있음을 확인하고자 한다

시뮬 이션은 태양 심 좌표계에 해 수행하

으며 극좌표계로 표 된 시스템 성능지수와 

상태방정식은 다음과 같다

 
























 



여기서 은 태양으로부터 법선방향 거리이고

는 법선방향 속도 는 선방향 속도 는 각

도변 를 나타낸다 그리고 은 법선방향 추력

입력 은 선방향 추력입력을 의미하고 는 

력상수로 태양 심 좌표계에서 사용하기 때문

에 로 정의하 다 만족시켜야할 최종조건은 다

음과 같다

＝















최  해를 구하기 한 상태변수의 경계조건

은 과 같다

수렴성을 증 시키기 한 양의 실수 값인 

와  값은 각각 과 으로 설정하여 수
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호모토피 알고리즘을 이용한 

   

치해석을 수행하 다 앞에서 언 한 것처럼 이 

문제는 최소 개 이상의 국소 최  해가 존재하

고 그 결과는 의 결과와 같다

는 방법을 통해 계산되어진 개회로 해

로써 각각 임의로 설정한 기 추정 값을 이용하

여 얻어진 궤 해이다

의 방법을 통해 개회로 

궤 해룰 구하기 해 사용된 기 값과 성능지

수는 와 같다

 문제는 보조상태 변수 기 값  을 어떻

게 설정하느냐에 따라 각각 다른 최  해로 수렴

한다는 것을 확인할 수 있고 방법을 

통해 얻은 각각의 최 해 에는 에서 

이 가장 작은 성능지수 값을 가지고 있기 

때문에 역에 한 최 해 궤 임을 확인할 수 

있다 동일한 조건으로 호모토피 알고리즘을 

용하여 최 해를 계산하 다 기 추정궤 은 

시스템 동특성과 무 하게 임의로 

   와 같이 설정하 으며 시뮬 이

션 결과는 과 같다

은 시스템 동특성에 무 하게 임의로 

가정한 기 궤 에 해 호모토피 알고리즘

을 용하여 얻어진 최  해이다 과 

은 선으로 표시한 궤 방법을 이용하

여 수렴한 국소 최 궤 을 기 궤

으로 사용하여 얻어진 최  해이다 에

서처럼 호모토피 알고리즘은 임의로 가정한 

기 궤 에 해 일 되게 동일한 역 최 해

를 제공하 다

추력 궤도 이 문제는 장시간 시뮬 이션이 

요구되어지고 비선형성이 강한 시스템 특성으로 

인해 정확한 기 값 추정 없이는 최 해를 구하

기 매우 어렵다 이러한 추력 궤도 이 문제에

서도 호모토피 알고리즘을 용하여 최 해

를 쉽게 구할 수 있음을 확인하고자 한다 시뮬

이션은 기 타원궤도에서 지구정지궤도로 

추력 궤도 이 하는 문제에 용하 다

추력 궤도 이와 같이 비선형성이 강한 문

제에서 비선형성을 여주기 해 시스템을 다음

과 같이 궤도요소를 사용하여 표시하 다 궤도

요소에 의해 정의된 시스템 특성  성능지수는 

다음과 같다
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여기서 은 법선방향에 한 제어입력이고 

은 에 한 제어입력을 의미한다

 는 기하학  상수이고 는 이심율 벡터 

성분 은 는 지구 력상수를 

의미한다 그리고 식 에서 는 아래 식

과 같이 정의 된다

 cossin

궤도요소들을 직교좌표계 치와 속도로 변환

시키는 식들은 다음과 같다
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최  해를 구하기 한 상태변수 경계조건과 시

뮬 이션 조건은 각각 과 와 같다

의 시뮬 이션 조건 하에 최종 시간 

를 변화시켜가며 최 해를 구하면 에

서 보는바와 같다

시뮬 이션 시간 변화에 따른 성능지수는 가 

시간일 경우 가 시간일 경우 

가 시간일 경우 이다

시뮬 이션 시간이 길어질수록 추력 이가 가

능하다는 것을 확인할 수 있다 그러나 이러한 

추력 궤도 이 문제는 시뮬 이션 시간이 길어

질수록 민감도가 상승하기 때문에 아무런 정보
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없이 바로 가 시간의 최 해를 구하는 것

은 매우 어렵다 그러므로 기 추정치에 해서

는 시뮬 이션이 짧은 가 시간에 해 최

해를 구하고 이것을 기 값으로 해서 최종시간

을 시간과 시간으로 확장하면 최 해

를 쉽게 찾을 수 있다 각각 수렴한 해의 기 

보조 상태변수 값을 방법에 용하여 

동일한 궤 으로 수렴하는 최 해 임을 확인하 다

본 논문에서는 호모토피 알고리즘을 용한 

호모토피 최 제어 알고리즘을 제안하 다

일반 으로 비선형성이 강하고 다수 국소 최  

해가 존재하는 비선형 최 제어 문제는 기 추

정치에 매우 민감하고 역 최 해를 구하기 어

렵다 그러므로 기 추정치에 둔감한 알고

리즘과 진 으로 비선형 항을 고려할 수 있는 

호모토피 알고리즘의 장 을 결합하 다

제안한 호모토피 알고리즘의 강건성을 

향상시키기 해 보정법을 도입하 다

알고리즘 성능과 유용성을 확인하기 해서 다수 

국소 최  해가 존재하는 지구와 화성 간 최소연

료 이궤도 문제와 비선형성이 강한 추력 궤

도 이 문제에 호모토피 알고리즘을 용

하 다 수치시뮬 이션 결과 본 논문에서 소개

한 호모토피 알고리즘은 임의로 설정한 

기 궤 에 해 동일한 역 최 해를 제공할 수 

있으며 비선형성이 강한 추력 궤도 이와 같

은 문제에서 최 해를 구하는데 효과 인 방법이 

될 수 있음을 확인하 다
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