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Abstract

In this paper, a projection method is introduced which is used in topology design optimization. In the projection method, each 

active design variable is projected onto the design domain depending on the shape and size of the projection functions, and the finite 

element under this projection receives a solid material. Furthermore, the size of the projection function defines the minimum length 

scale of the structural members. Therefore, a designer can easily apply design constraints without complicated post-processing 

procedure. In addition, the projection method can be combined with the homogenization theory, and applied to material design 

problem for composite materials. Topology design optimization for the unit-cell of the periodic structures can maximize the effective 

material properties, which yields the optimal material distribution with maximum bulk or shear moduli under a given volume fraction.
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1. 서    론

위상 최적설계는 주어진 설계 영역 내부에 재료의 밀도를 

변화시킴으로써 최적의 재료 배치를 얻어내는 최적설계 기법 

으로, 1980년대 말 위상 최적설계의 개념이 도입된  이래로 

(Bendsoe and Kikuchi, 1988), 지난 30년 가까이 구조, 

유체, 열전달, 광학 등 다양한 공학 분야에서 사용되고 있다. 

이러한 위상 최적설계 기법은 수치적으로 구현하기가 비교적 

간결하면서도 우수한 최적설계 결과를 제시한다는 점에서 

다른 최적설계 기법들에 비해 폭넓게 사용되고 있다.

이러한 밀도법 기반의 위상 최적설계 기법은 지금까지 

연구가 진행되어 오면서, 최적설계 과정 중에서 발생할 수 

있는 여러 수치적 문제점들을 해결하거나 완화시킬 수 있는 

다양한 방법들의 대해서 연구가 진행되어 왔다. 예를 들어 밀도법 

에서 전통적으로 다루어져 왔던 수치적 문제점들에는 중간 

밀도(intermediate density), 체커보드 패턴(checkerboard 

pattern), 힌지(hinge) 연결 등이 있다. 하지만 여러 선행 

연구를 통해서 위의 문제점들은 많이 해결되고 있는 상태이다 

(Sigmund and Peterson, 1998).

반면에 이러한 수치적 문제점들에 비해서 지금까지 보다 덜 

주목 받았던 문제는 제조가능성(manufacturability) 문제이다. 

밀도법 기반의 위상 최적설계에서는 설계 영역 내부에 최적의 

재료 배치라는 결과를 주지만, 이를 바탕으로 실제 구조물을 

제조하기 위해서는 추가적인 후처리 과정이 일반적으로 요구 

된다. 예를 들어 실제 구조물에서 사용 가능한 부재의 최소, 

또는 최대 두께가 제한되어 있다면 이에 부합하지 않는 최적설계 

결과는 직접 사용될 수 없기 때문이다.

이러한 측면에서 이에 대한 해결책으로 제시된 방법 중 

하나가 프로젝션 기법(projection method)을 통한 최소 길이 

스케일 제어 기법이다(Guest et al., 2004). 본 연구에서는 

프로젝션 기법에 대해서 소개하고 이를 위상 최적설계의 수치 

예제에 적용함으로써, 사용된 프로젝션 함수의 형상과 길이 

파라미터 값의 변화에 따른 최적 형상의 변화를 살펴보고자 

한다. 또한 이러한 프로젝션 기법을 균질화법(homogenization 
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Fig. 1 Circular projection from design variable 

method)과 연계하여, 주기 구조를 가지는 복합재료에 대한 

설계 기법을 보이고자 한다.

2. 본    론

위상 최적설계는 주어진 설계 영역 내부에 주어진 목적 

함수를 최적화시키는 내부 재료의 배치를 얻어내는 방법으로, 

크게 두 가지 방법으로 적용될 수가 있다. 첫째는 주어진 

구조물에 대한 컴플라이언스 최소화와 같은 구조 최적설계 

문제이고, 둘째는 균질화법과 결합하여 체적탄성률, 유체투과율 

등의 최대 유효재료특성을 가지는 단위 구조를 설계하는 재료 

설계 문제이다.

이 장에서는 우선 프로젝션 기법을 소개한 후, 위의 두가지 

위상 최적설계 문제에 대해서 각각 프로젝션 기법을 적용 

하고자 한다.

2.1 프로젝션 기법

초기의 위상 최적설계 기법에서는 설계 변수의 역할을 하는 

재료 밀도가 요소의 중심 또는 절점에 배치되었고, 이 

밀도값을 보간하여 유한요소 해석 등에 사용하였다. 이러한 

접근은 이론 전개 및 정식화를 간결하게 한다는 이점은 

있으나, 중간밀도 문제, 체커보드 현상, 힌지 연결, 요소망 

의존성 등의 여러 수치적인 문제점을 일으켰다.

이에 대한 해결법으로 제시된 방법 중의 하나가 바로 

프로젝션 기법이다. Fig. 1과 같이 최소 길이 스케일을 결정 

하는 파라메터 이 주어지면, 다음의 식 (1)을 만족하는 

설계 변수들의 집합 를 정의할 수 있다.

∈  ∥   ∥≤ (1)

여기서, 는 설계 변수 i의 좌표이고, 

는 요소 e 의 중심의 

좌표이다. 이와 같이 집합 에 포함된 모든 설계 변수값 

에 대해서 가중-평균화된 설계 변수 는 다음과 같이 

정의된다.

 
∈


 


∈


 

(2)

일반적으로 는 0에서 1 사이의 값을 가진다. 또한 

가중함수 는 아래와 같이 정의된다.

 
      ∈



  (3)

이와 같이 얻어진 가중-평균화된 설계 변수 에 대해서 

헤비사이드 프로젝션 함수를 적용시켜 실제의 재료 밀도 를 

얻는다.

      
  

       (4)

이와 같은 과정을 통해서 위상 최적설계를 통해 얻어지는 

구조 부재의 최소 길이 스케일이   인 것을 확인할 

수 있다.

2.2 최소 길이 스케일 변화에 따른 외팔보의 최적설계

Fig. 2와 같이 =40, =25인 외팔보에 대해서 최소 

길이 스케일 을 변화시켜 가면서 위상 최적설계를 수행 

하였다. 사용된 요소의 수는 가로, 세로 방향으로 각각 400, 

250개이며, Young’s modulus와 Poisson’s ratio는 각각 

1.0과 0.3이 사용되었다. 컴플라이언스 최소화에 대한 

정식화는 다음의 식 (5)와 같다.

   (5)

  

            ≤

여기서, 는 컴플라이언스, 는 하중 벡터, 는 변위 벡터, 

는 강성 행렬, 는 재료 부피, 그리고 는 최대 허용 

부피이다. 최적화 알고리즘으로는 잘 알려진 MMA 기법을 

사용하였다(Svanberg, 1987).
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Fig. 2 Cantilever problem

(a)

 0.5

(b)

 1.0

(c)

 2.0

(d)

 3.0

Fig. 3 Various optimal topologies with minimum 

length scales of  0.5, 1.0, 2.0, 3.0

앞의 최적설계 과정을 통해서   30%의 부피 제약조건 

아래서 얻은 최적 설계 결과는 Fig. 3과 같다. 그림에서 보다 

시피 이 커짐에 따라서 부재의 최소 두께가 점점 두꺼워 

지는 것을 확인할 수 있고, 전체적인 재료의 위상이 간결해지는 

것을 알 수 있다. 또한 추가적인 후처리 과정 없이도 설계자가 

원하는 최소 길이 스케일에 맞는 최적설계 형상을 직접 제공해 

준다는 점에서 설계 상의 이점을 가지고 있다.

2.3 확장된 프로젝션 기법

2.1절에서 소개된 프로젝션 기법은 가장 기본적인 형태인 

원형의 프로젝션 함수를 사용했다. 이 경우에는 원의 직경으로 

정의되는 최소 길이 스케일 값에 따라서 최적 형상에서 구조 

부재의 최소 두께가 정의되었을 뿐, 프로젝션 함수 자체의 

형상은 반영되지 않는다. 프로젝션 함수들 사이의 겹침이 서로 

허용되기 때문으로 Fig. 3과 같은 연속적인 재료의 분포가 

얻어지게 된다.

이와 같은 프로젝션 함수의 겹침 현상은 최소 길이 스케일을 

정의하는데는 도움이 되지만, 복합재료와 같이 서로 다른 

매질의 재료가 동시에 사용되는 등의 문제에서는 Fig. 1과 

같은 프로젝션 함수가 직접 적용될 수 없다. 따라서 Fig. 4와 

같이 확장된 프로젝션 함수가 사용된다.

(a)

 

(b)

Fig. 4 Discrete object projection with (a) circular and 

(b) rectangular type projection functions

위의 그림에서 보듯이, 기존의 원형 또는 사각형의 프로젝션 

집합을 새로운 집합이 둘러싸고 있다. 이에 대해서 앞서 식 

(1)에서 정의했던 것과 마찬가지로 집합 
와 

를 정의할 

수 있다.

∈  ∥  ∥≤ (6a)

∈     ∥  ∥≤  
∈       ≤      (6b)

∈         ≤      

여기서, 식 (6a)와 (6b)는 각각 Fig. 4의 원형과 사각형의 

프로젝션 함수에 대한 식으로, 사각형 프로젝션 함수의 

경우에는 Fig. 4(b)와 같이   방향으로 각각의 과 

가 정의된다. 이에 대해서 가중-평균화된 설계 변수도 

다음과 같이 각각 정의된다.


 

∈
 




∈
 



 
 

∈
 




∈
 



(7)
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(a)

(b)

(c)

(d)

Fig. 5 Optimal topologies for composite materials 

with (a) circular and (b)~(d) various rectangular 

reinforced materials 

또한 각각에 대응되는 가중함수도 아래와 같이 정의된다.

  
     ∈

   (8)

 
      ∈

   (9)

이에 각각의 집합에 대응되는 재료 밀도는 식 (10)과 같이 

헤비사이드 함수식으로 얻어진다.


 

      
  

   
    (10)


 

      
  

   
   

위의 두 밀도값을 사용해서 최종적으로 위상 최적설계에 

사용되는 최종 재료 밀도는 아래의 식 (11)과 같이 정의된다.

 


  

(11)

만약 
  

 1이 되면 위의 식 (11)에서  0.5가 

되는데, 이는 두 가지 매질이 서로 겹치는 것을 의미한다. 

하지만 물리적으로 한 곳에 두 가지 매질이 동시에 존재할 수 

없기 때문에 수치적으로 이러한 현상을 방지해야 하는데, 이를 

위해서 다음의 식 (12)의 SIMP(Solid Isotropic Material 

with Penalization), 또는 식 (13)의 RAMP(Rational 

Approximation of Material Properties) 기법이 사용 

된다(Ha and Guest, 2014). 그 결과 Fig. 2와 동일한 

모델에 대해서 Fig. 5와 같이 기저재료 위로 각각 원형 또는 

사각형의 보강재료가 결합된 복합재료의 최적 배치를 얻어낼 

수 있다.

SIMP:    
     (12)

RAMP:  
   


   (13)

여기서, 와 은 각각 기저재료와 보강재료의 탄성계수로 

각각 0.33과 1.0이 사용되었으며, 와 는 요소 의 

재료밀도와 탄성계수를 나타낸다. 본 연구에서는  10으로 

하는 RAMP 기법을 사용하였다. 사용된 요소의 수는 가로, 

세로 방향으로 각각 240, 150개이다. Fig 5의 (a), (b) 

에서는  20%의 부피 제약조건과 
 1.0, 

   

1.5가 사용되었고, (c)에서는  10%, 
 1.0, 

  

0.3, 
  1.5, 

 2.2, 그리고 (d)에서는   10%, 


  0.3, 

 1.0, 
 2.2, 

 1.5가 사용되었다. 

각각의 경우에서 주어진 프로젝션 함수의 형상을 따르는 

보강재의 위치가 결정되었음을 확인할 수 있다.

2.4 최대 체적탄성률과 전단탄성률을 가지는 재료설계

균질화법을 사용하면 주어진 단위 구조에 대해서 이를 주기 

구조로 가지는 재료에 대한 여러 유효 재료 특성, 예를 들어 

체적탄성률, 탄성계수 또는 유체투과율 등을 구할 수 있다 

(Guedes and Kikuchi, 1990; Hassani and Hinton, 

1998). 이를 최적설계와 결합한 것이 역균질화법인데, 이를 

이용하면 위의 여러 재료 특성을 최대로 하는 단위 구조를 

설계하는 것이 가능하다.

주어진 단위 구조에 대해서 균질화법을 통해 얻을 수 있는 

유효 재료 텐서 는 다음의 식 (14), (15)를 통해서 구할 
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Fig. 6 Optimal topology for maximum bulk modulus 

with 10% volume fraction

수 있다.







 (14)


 


 

   
   (15)

여기서,  와 는 각각 요소 의 넓이와 요소 강성 행렬, 


는 요소 에 ()-방향 단위 변형도를 발생시키는 

변위장이고, 는 위의 변위장에 대응되는 하중  에 대한 

응답으로 식 (16)을 통해서 구할 수 있다.

        

   


(16)

2차원 문제에서 균질화된 재료의 체적탄성률 는 다음의 

식 (17)을 통해서 얻어진다.

  

        (17)

따라서 역균질화법의 정식화는 다음의 식 (18)과 같이 

이루어진다. 

  (18)

     

≤

 10%의 부피 제약 조건 하에서 체적탄성률 를 

최대로 가지는 단위구조를 위상 최적설계를 통해 얻어 보면 

아래의 Fig. 6과 같다. 한 변의 길이가 1.0인 정사각형 

단위구조에 대해서 가로, 세로 방향으로 각각 160개의 사각 

요소가 사용되었으며, 동일한 설계 변수의 개수를 가진다. 

경계 조건은 식 (16)에서 나타낸 바와 같이 단위 구조의 

경계에서 주기 경계 조건을 가진다. 이에 대해서 좌측의 

그림은 단위 구조, 우측은 이에 해당하는 주기 구조를 출력한 

것이다.

이번에는 동일한 문제에 대해서 2.3절에서 살펴보았던 

원형의 프로젝션 함수를 사용해서 기저재료 위에 원형의 

보강재를 보강한 복합재료의 최적설계 문제를 살펴보자. 이번 

예제에서 와 은 각각 0.2와 1.0이 사용되었으며, 동일한 

 10%의 부피 제약 조건과    0.03의 조건에서 

최대의 체적탄성률을 가지는 재료설계를 Fig. 7과 같이 얻을 

수 있다. 마찬가지로 좌측의 그림은 단위 구조, 우측은 주기 

구조를 나타낸다. 요소망의 정보는 Fig. 6의 것과 동일하다.

  

Fig. 7 Optimal topology for maximum bulk modulus 

with circular reinforced material

이와 함께 다음의 Fig. 8에서는 전단탄성률을 최대로 하는 

문제를 살펴보았다. 식 (18)에서 체적탄성률  대신에 전단 

탄성률 가 목적함수로 사용되는데, 균질화법을 사용하면 

다음과 같이 정의될 수 있다.

 
 (19)

이에 대해서 동일한  10%의 부피 제약 조건을 가지는 

단위 구조와 주기 구조를 Fig. 8과 같이 얻을 수 있다. 
 , 


 , 

, 
 모두 0.03이 사용되었으며, 물성치, 요소망, 

경계조건 등의 정보는 앞과 동일하다.

  

Fig. 8 Optimal topology for maximum shear modulus 

with rectangular reinforced material
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다음의 Fig. 9는 최대 전단탄성률 문제에 대한 최적화 이력 

그래프이다. 실선은 전단탄성률 값을, 점선은 부피비를 나타 

낸다. 176번의 최적화 반복계산 과정을 거쳐서 전단탄성률이 

0.0858로 수렴함을 확인할 수 있다. 초기 4번의 반복계산 

에서는 10%의 부피 제약조건을 만족시키기 위해 전단탄성률이 

감소하였으나, 그 후로는 지속적으로 증가해서 최대값으로 

수렴해가는 것을 확인하였다. 기저재료와 보강재료의 전단 

탄성률 값이 각각 0.0769와 0.3846인 것으로 볼 때, 보강 

재료를 전체 부피의 10%만을 사용했을 때, 그 전단탄성률이 

0.0858 이 나오는 것은 타당한 결과이다.

Fig. 9 Iteration history for maximum shear modulus 

problem

3. 결    론

프로젝션 기법은 원형 또는 사각형 등의 형상을 가지는 

프로젝션 함수를 사용함으로써, 기존의 위상 최적설계 기법이 

가질 수 있는 여러 수치적인 문제점을 해결함과 동시에 최소 

길이 스케일의 개념을 도입함으로써 설계자가 보다 직관적으로 

부재의 최소 크기 등을 정의할 수 있는 방법이다. 본 연구 

에서는 기존의 프로젝션 함수를 보다 확장시켜 다양한 형상과 

길이 스케일을 가지는 프로젝션 함수를 도입함으로써, 다양한 

형상과 크기를 가지는 보강재료가 사용되는 복합재료 설계 

문제에서도 위상 최적설계법이 적용시킬 수 있음을 확인 

하였다. 또한 기존의 균질화법에 위상 최적설계를 적용시켰을 

때, 주기 구조를 갖는 재료에 대해서 체적탄성률, 전단탄성률과 

같은 유효 재료특성을 최대화시킬 수 있는 단위 구조의 배치를 

역균질화법을 통해서 얻고 그 값을 수치적으로 계산하였다.

본 연구에서 사용된 확장된 프로젝션 기법은 기존에 위상 

최적설계법이 적용되었던 다양한 분야에 직접 적용이 가능하며, 

실제로 사용되는 프로젝션 함수의 형상과 크기에 따라서 

다양한 최적설계를 얻어낼 수 있다. 설계자의 관점에서는 

인위적인 후처리과정 없이도 설계 초기에 주어진 최소 길이 

스케일과 같은 파라메터 값을 조절함으로써 설계 제약조건을 

만족시키는 최적설계를 직접 얻어낼 수 있으며, 복합재료와 

같이 두 개의 재료가 사용되는 문제에서도 기존의 위상 

최적설계 문제의 틀 안에서 보다 간결하고 직관적으로 주어진 

보강재의 형상에 따른 최적의 재료 배치를 얻어낼 수 있다.
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