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Ⅰ. 서 론

미분학습에서 변화율의 의미를 드러내기보다

는 대수적 절차에 의한 기계적 학습이 이루어지

고 있다는 지적이 꾸준히 제기되어왔으며(이현

주, 류중현, 조완영, 2015; 최영주, 홍진곤, 2014;

정연준, 이경화, 2009; 한재영, 연용호, 이상한,

임성모, 1996), 변화율을 통해서 미적분의 중요한 

원리를 설명하는 것은 매우 자연스러운 접근으

로 볼 수 있음에도, 변화율의 의미를 드러내어 

미적분의 중요한 원리를 지도하는 연구는 거의 

진행되고 있지 않다(정연준, 이경화, 2009).

한편 Byerley, Hatfield & Thompson(2012)는 비

율 개념의 문제가 고등학교 미분 학습의 어려움

의 원인이 될 수 있음을 주장했는데, 특히 학생

들이 단위 속도에 따라 값의 변화를 인식하는 

것에 대하여 상대적 크기변화에 따른 곱셈적 비

교로 나눗셈을 인지하지 못하고 덧셈적 비교로 

인지하고 있음을 지적하면서, 상대적 크기에 대

한 곱셈적 비교로 나눗셈과 비율을 개념화하는 

것이 변화율 관점에서 미분을 이해하는 것에 있

어 도움이 된다고 주장했다.

따라서 학생들의 ‘비와 비율 개념의 발달 과
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학생들의 ‘비와 비율 개념의 발달 과정’에서 변화율 개념이 어떻게 드러나는지에 대

한 연구는 추후 변화율 관점에서 미분의 원리를 지도하는 연구에 중요한 기초연구가 될 

수 있다. 특히 비율 개념 이해의 상태에 따라 이후 변화율 개념 발달에 장애물 혹은 중

요한 개념적 발판이 될 수 있는지에 대하여, 학생을 대상으로 확인한 연구가 드물다는 

점에서, 비율 개념과 변화율 개념의 관계에 대한 교수실험은 이후 변화율 관점에서의 

미분 학습 관련 연구에 의미 있는 연구 자료를 제공해줄 것으로 보인다.

본 연구는 비율 개념이 변화율 관점에서 함수의 변화를 인식하는데 영향을 준다는 가

설을 확인하기 위한 연구이자, 내포량에 해당하는 농도의 변화 과정에 대한 탐구과정을 

통하여 학습자의 비율 개념에서 변화율 개념 형성 과정에 대한 이해의 폭을 넓히기 위

한 기초연구이다. 세 명의 고등학교 1학년 학생들을 대상으로 그들이 가지고 있는 비율 

개념을 확인하고 과제 수행과정에서 비율 개념의 변화를 관찰했다. 또한 비가 변하는 

상황 속에서 비율로 함수의 변화를 설명하는 활동을 통하여, 참여 학생들이 변화율 관

점에서 함수의 변화를 인식하고 표현하는 것을 관찰한 결과, 비율 개념의 변화가 변화

율 관점에서 함수의 변화를 인식하는 것에 변화를 가져올 수 있음을 확인하였다.
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정’에서 변화율 개념이 어떻게 드러나는지에 대

한 연구는 추후 변화율 관점에서 미분의 원리를 

지도하는 연구에 중요한 기초연구가 될 수 있다.

특히 선행지식으로서의 비율 개념이 이후 변화

율 개념 발달에 영향을 어떻게 미칠 수 있는지

에 대하여, 학생을 대상으로 확인한 연구가 드물

다는 점에서 비율 개념과 변화율 개념의 관계에 

대한 교수실험은 의미 있는 시사점을 제시해줄 

것으로 보인다.

비율 개념과 변화율 개념의 관계를 살펴볼 수 

있는 교수실험 진행을 위해서는, 이 두 개념이 

연결될 수 있는 과제가 필요한데, ‘농도가 변하

는 상황’은 비율 개념과 변화율 개념을 고루 확

인할 수 있을 것으로 보인다. 2009 개정 교육과

정에서는 삭제되었지만, 내포량에 해당하는 농도 

개념은 비와 비율 개념을 분석하기에 적절한 소

재라 판단되며, 2009 개정 교육과정 이전에는 초

등학교 6학년 비(ratio)와 비율(rate) 단원에서 용

질과 용액의 비로 도입되었고, 중학교 1학년의 

경우에는 일차방정식의 활용 단원에서 용액, 용

매, 용질의 양을 각각 미지수로 잡아서 일차방정

식의 해를 구하는 대수 문장제 문제로 소개되었

었다. 해당 교육과정에서는 농도가 평형을 이루

거나 용질이 용매에 모두 용해된 순간의 농도를 

구하는 정적인 상황으로 제시되고 있는데, 농도

의 개념에는 용매에 용질이 용해되는 과정에서 

변하는 두 양 사이의 연속적인 변화를 담고 있

으므로, 변화율 관점에서 농도의 변화를 탐색하

는 것도 가능하다. 변화율은 비율 개념의 특수한 

경우이므로, 변화율 관점에서 농도 변화의 문제

를 접근할 때도 여전히 비와 비율 개념이 중요

하다.

비와 비율에 대한 용어의 구분은 학자마다 다

양해서 합의된 바는 없으나, 장혜원(2002)는 비

의 값과 비율의 용어 구분이 모호함을 지적하고,

Freudenthal(1983)의 내적비와 외적비를 모두 비

율로 보았다. 특히 비의 값을 비율의 특수한 경

우로 보고, 초등학생에게 엄밀한 의미의 개념 구

분이 불가능한 상태에서 두 용어를 구분하여 도

입하기 보다는 구분 없이 도입하는 방법을 제안

하고 있다. 반면 Thompson(1994)와 Lobato &

Ellis(2010)의 경우는 비의 값을 따로 구분하지 

않고 비에 포함 시키고 있으며, 비의 개념이 반

영적 추상화를 거쳐 비율이 된다고 주장한다. 이

는 Lobato & Ellis(2010)에서 비율의 본질적 속성

으로 ‘동치 비의 집합을 비율’로 제시한 것에서

도 잘 드러난다. 본 연구에서는 학생의 농도 변

화에 대한 인식과 표현에 대한 활동 과정이 포

함되므로, 정신적 활동 과정에서 비와 비율 개념을

구분한 Thompson(1994)와 Lobato & Ellis (2010)

의 비율 개념을 따르기로 한다.

농도를 변화율 관점에서 살펴볼 수 있는데,

Thompson(1994)에 의하면 변화율 개념은 비의 

개념이 반영적 추상화를 거쳐 얻어진 비율 개념

의 특수한 경우로 이해해야한다. 즉, Thompson

(1994)에서 ‘속도를 비율 관점에서 이해한다.’라

는 표현에서처럼 농도의 변화를 비율의 특수한 

경우인 변화율 관점에서 이해하는 것이 가능하다.

이상의 논의를 정리해 보면 1) 비율 개념이 초

등학교에서 중학교 및 고등학교 과정에까지 넓

게 활용되는 개념이며, 2) 변화율 개념 역시 비

율 개념의 특수한 경우라는 것, 3) 농도의 변화

는 초등학교와 중학교에서 학생들에게 익숙한 

상황으로서 변화율 관점에서 관찰할 수 있는 함

수 상황이 될 수 있다는 점을 확인할 수 있는데,

따라서 학생들의 비율 개념을 확인해서 농도의 

변화를 변화율 관점에서 어떻게 인식하는 지 살

펴보는 것은 추후 변화율 관점에서의 미분 학습

에 대한 연구를 진행하는 것에 중요한 의미를 

갖는다. 본 연구에서는 고등학교 1학년 학생들을 

대상으로 농도를 구하는 문제 상황에서 어떤 비

율 개념을 가지고 있는 지 확인하고, 농도의 변
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화 양상을 관찰, 기술, 비교하는 활동을 실시해

서 학생들이 어떻게 농도가 변하는 상황을 변화

율 관점에서 인식하고 표현하는 지에 대해 6차

시에 걸쳐 교수실험을 실시하였다. 특히 본 연구

는 학생의 두 변량의 변화 양상 인식과 이해에 

대한 연구로서 학생이 변화율에 근거하여 변화 

양상을 분석할 수 있도록 함으로써 학생들의 변

화율에 대한 인식의 발달에 대한 탐구에 초점을 

맞추고 있다. 본 논문에서는 교수실험에 참여한 

세 명의 고등학교 1학년 학생 중 농도의 변화를 

용질과 용매의 비로 접근한 호윤과 용질과 용액

의 비로 접근한 준호, 영찬1)의 학습 과정에 초

점을 두어 농도 변화 양상 인식과정을 세밀히 

분석하고 이에 따른 시사점을 논하기로 한다.

본 연구는 앞서 언급한 연구목적에 따라 다음

과 같은 연구문제를 갖는다.

∙학생들의 농도에 대한 인식 차이에 따라 농

도를 비로 표현함에 있어 어떤 차이가 있는가?

∙학생들은 농도의 변화를 나타내는 함수에서 

변화를 어떻게 인식하고 표현해 가는가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 농도 개념

가. 내포량으로서의 농도

농도는 용질 대 용액의 비로서 용액
용질

로 표현

할 수도 있으며, 내포량에 해당하는 양이다. 내

포량의 경우 외연량에 해당하는 양과 달리 일반

적인 덧셈이나 뺄셈 연산이 적용되지 않는다.

즉, 농도 10%의 소금물 200g과 20% 농도의 소

금물 300g을 합친 농도는 산술적인 덧셈 결과인 

30%와는 다른 값을 갖는다.

내포량에 해당하는 양은 속성이 다른 두 외연

량의 비에 해당하는 값이며, 정은실(2010)은 내

포량을 I, 외연량을 E, 또 다른 외연량을 E ′라 

할 때 IE ′
E

를 내포량, I×E ′ E, I

E
E ′

를 외연량임을 소개하며, 내포량과 외연량 사이

의 구조를 언급했다. 또한 단순한 수의 계산보다

는 대상체에 대한 계산의 중요성을 언급한 

Schwartz(1988)도 덧셈이나 뺄셈과 달리 곱셈과 

나눗셈은 대상체를 변형시키는 연산이라고 주장

하면서, 서로 다른 두 양이 투입되어 제 삼의 다

른 양이 산출되며 이 양은 앞의 두 양 어느 것 

과도 다른 양이라고 언급하고, 그 예로 속도와 

속력이라는 두 양을 예로 들었다(정은실, 2010,

재인용). Schwartz(1988)가 예를 든 속력이나 속

도 역시 내포량과 외연량의 구분에서 내포량에 

해당하며, 곱셈, 나눗셈 상황을 잘 이해하기 위

해서 외연량 뿐 아니라 내포량을 다루어야 함을 

제안했는데, 정은실(2010)은 우리나라의 경우 7

차 교육과정에서 학습량 경감 원칙에 따라 속력,

인구밀도 등의 내포량을 타 교과에 넘기고 수학 

교과에서 삭제된 것에 대한 문제점을 지적하기

도 했다. 특히 정은실(2010)은 우리나라의 7차 교

육과정에서 속력과 인구밀도에 해당하는 내포량

이 삭제된 것에 반하여, 일본과 싱가포르 등의 

국가에서는 여전히 초등학교 때부터 비와 비율

에 대한 학습이 강조되고 있는 점을 들면서, 우

리나라의 교육과정에서도 내포량을 다룰 수 있

는 기회를 제공할 필요가 있음을 주장했는데, 현

재 2009 개정 교육과정에서는 초등학교 5,6학년 

군의 규칙성 영역에서 <교수․학습상의 유의점>

으로 ‘속력, 인구밀도, 축척 등과 같이 타 교과 

및 실생활에서 비율이 적용되는 예를 찾아보고,

그와 관련된 간단한 문제를 해결하게 한다.’로 

1) 영찬, 준호, 호윤은 연구에 참여한 세 명의 학생을 지칭하는 가명이다.
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명시함으로써 내포량의 중요성을 강조하는 것으

로 보인다. 농도 개념 역시 내포량에 해당하는 

양으로써, 농도 개념과 같은 내포량에 대한 노출

은 이후 고등학교 교육과정에서 미분학습에 영

향을 미칠 수 있을 것으로 판단되며, 따라서  비

율 개념에서 시작하여 변화율 개념으로의 인식 

변화 과정을 살펴보고자 할 때, 농도 개념에서 

연구를 시작하는 것은 적절한 접근방법 중 하나

라 생각된다.

나.


가 적용되는 상황

용매의 양을 , 용질의 양을 라 할 때, 용액

의 농도는 용질과 용액의 비인 


로 표현된

다. 단순히 용액의 진하기를 표현하는 것이 목적

이라면 용질과 용매의 비로 표현하는 것도 가능

하지만, 수학과 타 교과에서 


라는 비의 개

념이 적용되는 상황이 발견된다. 중학교 2학년 

과학에서 용해도 개념은 ‘용매에 녹는 용질의 

비’로 정의되지만, 농도 개념의 경우는 ‘용질과 

용액의 질량 비’로 정의하고 있다.

통계학에서는 ‘전체 미혼자 중 남자 미혼자의 

비율’과 같이 비율(proportion)을 비의 특수한 형

태로 도입하면서 분모가 나타내는 양에 분자가 

나타내는 양이 포함되는 것을 다루고 있었으며,

수학과 교육과정에서도 두 변수의 비를 

가 아

닌 


로 표현하는 것이 발견되는데, 1) 조건

부확률에서 전 사건  의 각 근원사건에 대한 

동등성이 보장된 상태에서 사건 가 각각 

∩
  , ∩  , 

∩  ,


∩   라 하면, P  


가 되

며, 2) 수직선 위의 두 점  에 대하여,

AB를   으로 내분하는 내분점도 


으

로 표현된다.

2. 비와 비율

가. 비와 비율의 용어에 대한 논의

비와 비율은 초등학교 수학의 가장 중요한 주

제 중 하나(홍갑주, 2013)로서, 비와 비율에 관련

된 용어의 정의가 명확하게 구분되지는 않고 있

다. 이에 따라 국내 연구에서는 장혜원(2002)는 

교과서 내용

(퍼센트) 농도

용해도

<표 II-1> 교과서의 용해도와 농도에 대한 정의(임태훈 외, 2015)
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비의 값과 비율이 교육과정에서 어떻게 변해왔

는지 논하고 그 둘을 구분하지 말고 하나의 용

어로 사용하는 것을 제안했고, 정은실(2003)은 

일상생활이나 수학 외적 분야에서 비와 비율이 

혼용되어 사용됨을 지적하고 이에 대한 합의와 

일관성이 필요함을 지적했다. 박교식(2010)의 경

우는 우리나라와 다른 나라의 비율과 비의 값에 

대한 용어의 사용을 분석하여 용어 사용의 적절

성에 대하여 논하였다. 홍갑주(2013)의 경우는 

2007 개정 교육과정 교과서를 기준으로 비, 비의 

값, 비율, 백분율의 관계에 대하여 논하고 이들 

사이의 관계를 재설정하여 대안적 정의를 제안

했다.

국외에서도 비와 비율의 용어 사용에 혼란이 

있음을 지적한 연구들이 있는데 국내에서와 마

찬가지로 학자들마다 구분 기준에 대한 명확한 

합의가 된 것은 아니다. Freudenthal(1983)이 비가 

상황이나 맥락으로부터 파악되지 못함으로써 모

호한 관계로 인식되고 있음을 지적한 반면,

Thompson(1994)의 경우, 비와 비율의 용어 사용

에 혼란이 있는 이유에 대하여 상황 그 자체에 

근거하기 때문이라고 지적하고, 상황을 비와 비

율의 범주로 구분하려 하기 보다는 비와 비율을 

지적 조작의 산물로 받아들여서 비를 두 양의 

곱셈적 비교의 결과로 보고 비율은 비 개념이 

반영적 추상화된 상수 비로 받아들일 것을 주장

했다. Lobato & Ellis(2010)도 비의 개념을 양 사

이의 덧셈적 비교와 곱셈적 비교 중에서 곱셈적 

비교에 중점을 두는 것에 동의하면서, 비의 개념

에서 두 양을 합성 단위로 결합하는 또 다른 측

면을 주장했는데, 예를 들어 속력을 두 양의 합

성 단위로 결합한 비로 설명할 수 있다고 했다.

즉, 4초 동안 10cm를 움직인 애벌레의 속력은 

‘10:4’라는 합성단위를 생성하며, 이것은 다시 

‘2.5:1’이라는 합성단위로 변형되고 이후 이 새로

운 단위가 비례추론과 관련하여 효율적인 도구

로 작용한다고 했다. 또한 비율에 대해서도 ‘무

수히 많은 동치인 비들의 집합’이라고 언급하며,

Thompson(1994)의 주장과 같이 비의 반영적 추상

화된 개념으로 비율을 받아들인 것으로 보인다.

나. 비와 비율에 대한 연구

비와 비율 개념에 대한 연구는 비와 비율 개

념이 갖는 속성에 관련된 내용학적 접근(김수미,

2015; 장혜원, 2002; 정은실, 2003b; 홍갑주, 2013;

Lobato & Ellis, 2010)과 학생들과 예비교사들의 

비와 비율 개념에 대한 이해에 초점을 맞춘 교

수학적 접근(강향임, 최은아, 2015; 김수현, 나귀

수, 2008; 방정숙, 김상화, 2007; 정은실, 2003a)외

에도 비와 비율 관련 교재구성 및 교과서에 대

한 논의(김경희, 백희수, 2010; 박희자, 정은실,

2010; 김수현, 나귀수, 2008)등 다양하게 진행되

어왔다. 본 연구는 이러한 비율 관련 연구들을 

바탕으로 학생들이 농도가 변하는 상황에서 비

율 개념의 특수한 경우인 변화율 개념으로 상황

을 인식하고 그 변화를 표현하는 과정을 탐구하

는 연구로서, 본 연구를 통해  초등학교에서의 

비율 개념이 이후 고등학교 과정의 변화율 및 

미분학습에 영향을 미친다는 Byerley, Hatfield &

Thompson(2012)와 Zandieh(2000) 등의 가설에 대

하여 경험적 자료를 근거로  뒷받침 할 수 있을 

것으로 보인다.

3. 변화율

가. 교육과정에서의 변화율

변화율은 공변(covariation) 관계에서 변수들의 

변화량의 비에 해당하는 값으로써, 교육과정에서

는 고등학교 2학년 미분 단원에서 평균변화율과 

순간변화율로 소개되는데, 평균변화율과 순간변
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화율을 정의하는 과정에는 변화율이 내포량인지 

외연량인지를 명시적으로 드러나지 않으나 실생

활 문제로 이용하는 소재가 시간에 따른 다른 

양의 변화에 대한 변화율을 다룸으로써 문제 상

황에서 내포량에 해당하는 수학적 대상을 다루

어야 한다는 것을 간접적으로 드러내고 있다.

현 교육과정에서는 할선의 기울기의 극한값이 

접선의 기울기가 된다는 것을 이용하여, 순간변

화율을 평균변화율의 극한으로 도입하고 있는데,

임재훈, 박교식(2004)은 접선에 대한 논의 과정

에서 기하학적 접선 개념과 함수적 접선 개념으

로 구분하여 순간 변화율을 접선의 기울기로 동

일시하는 것에서 자칫 수정하기 힘든 1차 직관

을 형성할 수 있음을 지적했다. 한편 강향임

(2012)은 아리스토텔레스가 물체의 움직임에 대

한 순간 속도를 부정하고 평균 속도만을 인정했

다고 언급했다. 이는 평균변화율에서 시작하여 

평균변화율의 극한으로 순간변화율을 도입하는 

것에 대한 현 교육과정의 방식이 역사발생적 관

점에서 볼 때 자연스럽다는 근거가 되기도 하지

만 평균 변화율에서 순간변화율로의 전환과정에

서 학생들에게 많은 인지적 갈등이 발생할 수 

있음을 시사해주기도 한다.

나. 학생들의 변화율 개념 발달에 대한 연구

Confrey & Smith(1994)와 Thompson(2008) 및 

Ellis(2011)등에 의하여 직간접적으로 지수함수에

서의 곱셈적 변화율에 대한 논의가 진행되었다.

보통 교육과정의 지수함수 학습에서 변화율 개

념은 미적분 학습과 연계하여 순간변화율 개념

을 평균변화율의 극한으로 도출한 다음 순간변

화율을 함숫값으로 갖는 도함수를 정의하는 방

식으로 확장되며 학습이 이루어지는데, 이 때 평

균변화율과 순간변화율은 함수에서 정의역의 변

화량에 따른 함숫값의 변화량의 비를 고려하는 

개념이라면, 곱셈적 변화율은 함숫값의 비를 고

려하는 개념이다.



∆
 ∆ (단, ∆는 ∆값이 

정해지면 결정되는 상수이다.)

Confrey & Smith(1994)는 학생들이 함수에서 

변화율의 곱셈적 표현을 조정하는 것이 변화율

의 개념을 더 탄탄하게 만드는데 도움이 된다고 

보았으며, 단위를 구성할 때의 분할(Splitting)의 

역할을 중요하게 보았다. 또한 이차함수에서의 

덧셈적 변화율과 지수함수에서의 곱셈적 변화율

에 대한 구분을 통하여 학습자가 함수적 상황에

서 드러나는 변화를 파악할 때 변화의 세기

(intentisy)를 측정하는 양으로서 어떤 것을 택할 

것인지 관찰할 필요가 있음을 드러내었다. 이는 

현 교육과정에서 도함수 학습과정의 구성은 함

숫값의 변화의 정도를 측정하는 양으로서 ‘변화

율’을 선택하도록 지도하는 방식에 대하여 반성

적 접근을 가능하게 해준다. 한편 Ellis(2011)는 

지수함수의 곱셈적 변화율 접근을 통해 학생이 

함수적 상황에 대해 모델링하고, 이러한 두 변수 

사이의 관계를 표현하는 과정을 통해 지수함수

의 대수식을 획득하는 것이 중요하다고 보았다

(이동근, 문민정, 신재홍, 2015).

Zandieh(2000)는 함수의 미분 개념을 이해하는

데 있어서 입력 값과 출력 값의 공변 관계의 관

점이 중요하다는 것을 제안하였으며, 특히 도함

수의 개념은 무한한 입력 값에 따라 한 점에서

의 계차 몫의 극한으로서의 출력 값이 나타나는 

공변의 결과로 보았다. 또한 그는 접선의 초기 

개념이 적절하게 재구성되지 않는다면 두 양 사

이의 관계에 대한 비율 개념이 미분계수와 연결

되지 못한다고 주장했는데, 여기서 비율 개념의 

미분계수와의 연결성은 본 연구에서도 주목하여 
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고민한 부분이다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 교수 실험

질적 연구 방법의 하나인 교수 실험은 질적 연

구의 기본 전제와 특징을 그대로 지닌다. 연구대

상을 복잡한 교육 현상 속에서 행동하는 존재로 

보기 때문에 연구대상의 행동 방식에 대하여 단순

히 그 안에 있는 요인들의 성질을 각각 분리하여 

분석하는 것만으로는 설명할 수 없는 복잡한 체계

로 간주하고, 이 체계가 지속적으로 주변 상황에 

반응, 적응해가는 체계를 연구하는 것을 그 목표

로 한다(Lesh & Clarke, 2000). 또한 교수 실험을 

통하여 교수ㆍ학습 상황에서 학생들의 사고에 대

한 개념적 분석을 토대로 참여 학생들의 수학적 

사고 및 학습과정을 직접 경험하고 이를 통해 학

생들의 수학지식 발달에 관한 역동적 모델을 만드

는 것이 가능하다(Steffe & Thompson, 2000).

본 연구의 교수 실험을 위해 연구자들은 학생

들의 변화에 대한 인식을 관찰하기 위한 초기 

과제를 공동으로 구성하고, 학생들 간의 의사소

통만으로 해결되지 않는 상황에서만 적절한 수

준으로 개입하여 발문을 제시하는 방식으로 교

수 실험을 진행하였다. 또한 매 차시 실험 종료 

이후 해당 차시에서 보인 학생들의 사고와 행동

의 의미를 분석하고 이를 토대로 다음 차시 교

수 실험을 설계하였다. 교수 실험에서 투입된 과

제 중에서 본 연구와 관련지어 살펴볼 과제는 

총 7개이다. [과제1-1]과 [과제1-2] 및 [과제3-1],

[과제3-2]는 학생들의 당도 표현 과정에서의 비

율 개념을 관찰하기 위한 목적으로 학생들의 반

응에 근거하여 연구자들의 협의를 거쳐 순차적

으로 투입되었으며, [과제3-3]은 [과제3-2]까지의 

과정에서 드러난 학생들의 당도 표현에 대한 서

로 다른 두 가지 개념을 근거로 함수적 상황을 

제시하고 이에 대하여 학생들이 두 함수를 어떻

게 구분하고 인식하는지 관찰하기 위한 목적으

로 제시된 과제인데, 학생들이 정적인 비와 비율 

개념이 아닌 동적인 비와 비율 개념을 함수와 

연결 지어 변화를 어떻게 인식하는지 살펴볼 수 

있는 과제이다. [과제4]의 경우는 학생들이 내포

량에 해당하는 당도에 대한 비율 개념의 수준을 

살펴보기 위한 것으로서 [과제4] 수행이후 [과제

3-3]에서의 학생 반응에 어떠한 변화가 발생하는

지 살펴볼 수 있는 계기가 되었다. 즉, 학생들에

게 [과제4] 이후 [과제3-3]에서 제약 조건을 수정

하여 다시 [과제5-1]를 투입해서 학생들의 반응

을 분석했다.

교수 실험 진행은 교직경력 15년차인 수학교

사가 진행하였으며, 연구자 2명은 관찰자로 참

여하여 교수 실험의 완성도와 질을 높이고 방향

성을 제시하는 역할을 하였다.2) 교수 실험은 총 

5차시로 구성되었고, 참여 고등학생 세 명과 1학

년 1학기 중간고사 이후인 5월 중순부터 시작하

여 6월 중순까지 약 한 달간 진행되었다.. 본 논

문에서는 참여한 세 명의 학생들이 전체 교수실

험을 통하여 1) 농도가 서로 다른 두 용액의 농

도 비교와 2) 농도는 같지만 용액의 양이 변하는 

상황에서 농도에 대한 수식표현에 대하여 비율 

관점에서 어떻게 인식하고 표현하는지 살펴보고,

3) 농도가 변화하는 과정에서 변화율에 대한 인

식과 표현의 변화를 살펴볼 것이다.

2. 연구 대상자의 특성

세 명의 학생은 서울 소재 일반계 고등학교 1

학년 학생으로서 영찬의 경우는 전국연합모의고

2) 교수 실험을 진행한 수학교사는 제 1저자이며, 제 2, 3 저자가 관찰자로 참여하였다.
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사 수학영역에서 1등급이었고, 호윤은 2등급, 준

호는 4등급이었다. 세 명의 학생들이 선택된 이

유는 자신의 의견에 대하여 잘 설명할 수 있고 

지필고사 수학 영역 등급이 서로 상이한 학생들

을 선정하고자했기 때문이며, 이러한 의도적인 

표본선정은 연구자가 발견과 이해 및 통찰력을 

가지고 있다는 전제하에 많은 정보를 얻을 수 

있다는 장점이 있다. 사전 면담을 통하여 선행학

습의 정도를 파악한 결과 1학년 1학기 내용 중 

기말고사 범위에 해당하는 고차방정식과 도형의 

방정식 일부에 대한 사전 학습 경험은 있으나,

평균변화율과 순간변화율을 포함한 연속, 미분계

수, 접선, 도함수에 대한 지식은 없는 것으로 판

단되었다. 다만 고등학교 1학년 2학기의 내용 중 

‘유리함수와 무리함수’에 대하여는 학생과의 사

전 조사과정에서 직접적인 선행학습 경험은 없

다고 문답으로 확인하였으나, 사전 경험의 가능

성을 배제할 수는 없다. 따라서 매 차시 교수 실

험 자료에 대한 분석과정에서 관련 지식이 드러

나는 학생 반응의 경우에는 연구자들이 선행학

습에 기인한 반응인지를 협의하여 분석하였다.

한편 전국연합모의고사 수학 영역으로 수학 수

준을 구분하기는 하였으나, 이 기준이 본 연구에

서 탐구하고자 하는 비율 개념과 변화율 개념의 

수준을 뜻하는 것은 아니므로, 교수실험 초반부

에 농도가 다른 두 용액의 농도 비교 관련 과제

를 통하여 비율 개념의 수준을 파악하고자 하였

다. 이 과정에서 농도에 대한 인식에 대하여, 호

윤의 경우 다른 두 학생들과 다른 점이 관찰 되

었는데, 다른 학생들이 용질 대 용액의 비로 농

도를 인식하는 반면 호윤의 경우는 용질 대 용

매의 비로 농도를 인식하였다. 이 후 교수실험이 

진행되면서 호윤의 농도에 대한 비교 양의 인식 

차이가 문제 해결을 위한 접근 방식 결정에 중

요한 역할을 한 것으로 드러났는데, 비를 구성하

고 비율 개념으로 발전시키는데 있어 용질 대 

용매의 비로 인식하는 것이 변수 처리에 있어 

용질 대 용액의 비로 접근하는 것 보다 용이한 

것으로 드러났다.

3. 자료 수집 및 분석 방법

교수 실험에서는 이전의 교수실험 중 일어난 

일들을 기반으로 하여 다음 교수실험을 구성하

게 되므로, 자료수집 과정에서 사용될 교과과정

의 내용이나 해당 과정에 대한 시간 분배를 미

리 완벽하게 계획할 수 없다. 따라서 연구자가 

분명히 다루고자 하는 특정한 수학적 영역과 주

제를 가지고 있다 하더라도 세부적인 교과과정

의 구성은 유연하게 조정 가능하며, 이러한 과정

을 통해 연구자 자신의 해당 교육과정의 수학적 

지식에 대한 통찰력도 증가되고, 결국 학생들의 

실제 학습과정을 반영한 새로운 교과과정을 구

성할 수 있게 된다(Confrey & Lachance, 2000).

본 연구에서는 3명의 참여 학생에 대한 각 학

생의 수학적 활동 및 기록을 촬영하기 위하여 

비디오카메라 1대와 전체 교수실험을 담을 비디

오카메라 1대로 수업을 촬영했으며, 별도로 녹음

된 오디오자료와 함께 전사과정을 통해 자료 분

석 작업에 사용되었다.

또한 학생들이 교수실험 동안 작성한 활동지,

연구자들이 작성한 현장노트, 다음 교수실험 과

제를 구성하기 위한 연구자간의 회의일지도 수

집되어 연구수행 과정 중 일어나는 교수학적 결

정의 수정과 변화의 양상을 기록하고 이를 기초

로 교수실험 중 발생했던 수정과 재구성의 이유

를 ‘Ⅳ. 결과분석’ 부분에 함께 기술하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. 당도3)에 대한 인식의 변화
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[과제1-1] 한 통에 물 세 컵을 넣고 두 스푼

의 설탕을 타서 잘 흔들고, 다른 한 통에는 

물 네 컵을 넣고 세 스푼의 설탕을 탄 다음 

잘 흔들었다. 어느 쪽 통 설탕물이 더 달까?

그 이유를 설명하고 얼마큼 더 단지 표현해

보시오.

설탕물의 단 정도를 표현하고 그 정도를 비교

하는 [과제1-1]에 대하여, 영찬과 호윤은 용액의 

진한 정도를 ‘용질과 용액의 비’로 표현했는데 

설탕 한 스푼의 양과 물 한 컵의 양을 같은 크

기의 양으로 보고 비를 표현했다. 즉, 물 세 컵

과 설탕 두 스푼의 단 정도를 


로 보고 


로 표현했다. 반면 준호는 고민만 하고 단 정도

를 표현하지 못했는데, 교사가 문제 속에서 설탕 

한 스푼의 무게와 물 한 컵의 무게가 같다는 보

장이 없음을 학생들에게 상기시키고 다시 단 정

도를 비교하라고 요구하자, 비로소 준호는 설탕

의 양을 로 두고 물의 양을 라 하여 


와 


로 단 정도를 표현했다. 결과적으로 

용액의 단 정도를 비로 표현함에 있어, 세 학생 

모두 용질과 용액의 비로 표현했음을 확인할 수 

있었다.

한편 두 용액의 단 정도를 서로 비교하는 과

정에서 호윤의 경우 ‘용질과 용액의 비’로 당도

를 표현하던 것에서 ‘용질과 용매의 비’로 당도

를 표현하는 것으로 변화를 보였다. [대화1]은 

호윤이 당도를 용질과 용매의 비로 표현하는 것

에 대한 교사와 호윤의 대화내용이다.

대화1

호윤 : 이게 당도라고 하면, 이것도 통분해서,

그래서 이게 더 달 것 같은데.

교사 : 이건 3하고 2를 쓴 거고 이건 4하고 3을 

쓴 거네?

호윤 : 네

교사 : 그야말로 그냥 설탕물이 아니라 물과 설

탕의 비를 표현한 거야?

호윤 : 네

교사 : 그래요? 그러면 이렇게 한 거에서 이게 

달다고 한 것은 2/3보다 3/4가 크니까?

호윤 : 네

호윤은 ‘ 물의 양’, ‘ 설탕의 양’을 적고

나서 




를 적은 다음 





를 적었

다. 여기서 

 


의 표현은 당도를 용질과 용

매의 비로 표현한 것으로 보이며, 





와 

같이 표현한 것은 당도를 비교하기 위해 통분을 

한 것으로 보인다.

이후 [과제1-2]에서 당도의 변화과정에 대한 

당도 비교 문제에 대하여,

[과제1-2] 통에 물 세 컵을 넣고 두 스푼의 

설탕을 타서 잘 흔든 다음, 물 두 컵과 설탕 

한 스푼을 추가로 넣고 흔들었다. 통의 설탕

물은 물과 설탕을 추가하기 전보다 달아졌을까

아니면 싱거워졌을까? 그 이유를 설명하고 

얼마큼 단 정도가 변했는지 표현해보시오.

호윤은 [과제1-2]에 대하여 

 


와 







를 적은 것으로 볼 때, [과제1-1]에서

의 반응과 마찬가지로 당도를 용질과 용매의 비

로 표현한 반면, 다른 두 학생(영찬, 준호)는 [과

3) 교수실험에서 학생들이 설탕물의 단 정도를 표현함에 있어 ‘용질과 용액의 비’와 ‘용질과 용매의 비’의 
서로 다른 두 가지 비로 표현할 수 있으므로, 두 반응을 모두 허용하는 입장에서 설탕물의 단 정도를 
‘당도’로 표현하기로 한다.
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제1-1]을 수행했을 때와 마찬가지로 용질과 용액

의 비로 인식하고 있음이 확인되었다. 영찬은 

‘물:’, ‘설탕: ’로 적어서 물의 양과 설탕의 양

을 각각  로 표현한 다음,




⇒





를 

적어서 결과적으로 당도를 용질과 용액의 비를 

수식으로 표현했고, 준호의 경우는 식으로 표현

하지 않았지만 호윤의 표현에 대하여 ‘설탕물
설탕

이 농도 아니에요?’라고 교사에게 질문한 점에서 

당도를 용질과 용액의 비로 인식하고 있음을 드

러내었다.

이상에서 당도에 대한 세 학생들의 인식의 변

화를 정리하면, 호윤의 경우는 최초 용질과 용액

의 비로 인식하던 것에서 용질과 용매의 비로 

인식의 변화가 있었고, 영찬의 경우는 용질과 용

액의 비로 당도를 인식하는 것에는 변화가 없지

만 호윤의 방식을 이해한다는 입장을 보였다. 마

지막으로 준호의 경우는 용질과 용액의 비로 당

도를 인식하는 것에 변화가 없었고 호윤의 방법

을 인정하지 않았다.

2. 당도 비교과정에서 나타난 학생들의 

비율 개념

가. 당도가 다른 두 용액의 당도 비교 과정에

서의 비율 개념

당도가 서로 다른 두 용액에 대하여 당도를 

비교하는 [과제1-1]에서, 학생들은 당도를 

용액의 양
용질의 양

이나 용매의 양
용질의 양

과 같은 비로 표현

한 다음 비의 크기를 비교했다. 이때 호윤과 영

찬에게서 비의 값을 비교하기 위해 통분하는 것

이 관찰되었는데, 호윤과 영찬의 반응을 예로 살

펴보면 

와 


을 적고 나서 통분하여 


와 




로 바꾼 다음 대소 비교를 하고 있었으며,

이는 준호4)에게서도 동일하게 관찰되었다. [과제

1-1]을 해결하는 과정에서는 두 학생 모두 통분 

이상의 다른 의미를 담고 있는 것으로 보이지는 

않았지만, 두 학생이 




와 





를 인식

하고 있음에는 분명한 것으로 보인다.

나. 당도가 변하는 과정에서의 비율 개념의 특징

당도가 변하는 상황을 제시한 [과제1-2]와 [과

제3-1]은 결과적으로 동일한 문제이며, 단지 [과

제3-1]은 [과제1-2]와 비교하여 변화의 의미를 더 

강조한 문제이다.

[과제3-1]을 수행하면서 학생들에게서 드러난 

비율 개념은 다음과 같은 두 가지이다.

첫째, 영찬이가 





과 





로 표현하여 당도의 

변화를 나타냈는데, [대화2]에서 교사가 분모에 

적은 1의 의미를 물었을 때, 영찬이가 ‘이걸 한 

4) 준호의 경우는 [과제1-2]가 아닌 [과제3-1]에서 

 


 





으로 표현하는 과정이 관찰되었는데, 이 

역시 통분의 과정으로 보인다.

[과제3-1] 한 통에 물 세 컵을 넣고 두 스푼

의 설탕을 타서 잘 흔들고, 다른 한 통에는 

물 세 컵을 넣고 두 스푼의 설탕을 탄 다음 

다시 한 컵의 물과 한 스푼의 설탕을 타서

잘 흔들었다. 어느 쪽 통 설탕물이 더 달까?

그 이유를 식으로 설명하고 얼마큼 더 단지 

표현해보시오.
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컵으로 계산 했을 때’로 답을 한 것으로 보아,

이는 기준량
비교하는양

이라는 비율의 정의 중에서 

기준량을 1로 보는 특수한 경우에서의 비율 개

념처럼 보인다. [대화2]는 영찬의 기준량이 1일 

때의 비율 인식에 대한 교사와 영찬의 대화이다.

대화2

교사 : 1분에(분모에 1)은 왜 넣은 거야?

영찬 : 그러니까 이걸 한 컵으로 계산 했을 때...

교사 : 아! 한 컵에 설탕이 2/3 들어있고 한 컵에 

설탕이 3/4 들어있다고? (학생에게 확인)

영찬 : 네 그래서 문제가 그때 풀었던 거랑 비

슷하다고 생각하는데.

둘째, 학생들의 내포량으로서의 당도 인식에 

대한 교사와 학생들의 대화인 [대화3]을 보면,

영찬이가 ‘비율로 따진 분수니까 계산하는 식으

로 계산하면 안 나오지 않을까? 여기 분모에 따

로 더하고 분자에 따로 더해야할 것 같은데’라

고 표현하고 있는데, 이는 당도를 내포량으로 인

식하고 있다는 추측이 가능한 부분이다. 한 편 

대화에서는 드러나지는 않았지만, 준호의 경우도 







라고 적은 다음 





으로 적기는 했

지만 최종 계산 결과를 적지 않고 ‘이렇게 하면 

안될 것 같아요.’라고 답을 한 것에서 당도를 내

포량으로 인식하는 것으로 보였다.

대화3

교사 : 그러면 (2/3)+(1/1)이 3/4에요?

학생들 : 아니요

교사 : 그러면 농도는 어떻게 계산해요? 아니 

이게 농도는 아니죠. 이건 물과 설탕의 

비율이지요?

학생들 : 네

교사 : 지금 그런 식이 되는 건 아니지만, 2/3에 

1/1을 섞는데 그 결과는 3/4가 나와야하

는 거네요.

학생들 : 네

교사 : 써 볼래요. 일단 2/3하고...

영찬 : 비율로 따진 분수니까 계산하는 식으로 

계산하면 안 나오지 않을까 여기 분모에 

따로 더하고 분자에 따로 더해야할 것 

같은데 그니까 지금 보면 결과적으로 들

어간 설탕은 두 스푼에 한 스푼이니까 

세 스푼이고 물은 세 컵에 한 컵에서 네 

컵이니까

교사 : (2+1)/(3+1)로 봐야한다는 거야?

영찬 : 네. 어차피 농도로 한 것이 아니라 비율

로 한 거니까.

다. 당도가 일정한 용액에서 덜어낸 용액의 당

도 비교 과정에서의 비율 개념

[과제3-2] 네 컵의 물에 세 스푼의 설탕이 섞

여있는 통에서 한 컵의 설탕물을 덜어내면,

덜어낸 설탕물과 남아있는 설탕물의 단 맛 

정도를 식으로 비교하여 표현하시오.

[과제4] 네 컵의 물에 세 스푼의 설탕이 섞

여있는 통에서 한 컵의 설탕물을 덜어내면,

덜어낸 설탕물과 남아있는 설탕물의 단 맛 

정도를 농도 개념의 식으로 비교하여 표현하

시오.

[과제3-2]과 [과제4]는 당도가 일정한 용액에서 

한 컵의 물을 덜어냈을 때, 남은 양과 덜어낸 설

탕물의 당도를 비교하는 과제이다. 단, [과제3-2]

의 경우와 달리 [과제4]의 경우는 용질과 용액의 

비에 해당하는 농도 개념으로 당도를 비교하라

는 제한이 있다. 이는 [과제3-2]를 수행하는 과정

에서 용질과 용매의 비로 당도를 비교하는 것이 

관찰 되어, 이후 [과제4]에서는 용질과 용액의 

비로 동일한 결과를 해석해낼 수 있는지 확인하

기 위해서 덧붙인 제한 조건이다.

[과제3-2]에서 다른 학생들이 용질과 용액의 

비로 당도를 표현하고 비교하려고 했던 반면, 호

윤의 경우는 처음부터 용질과 용매의 비로 당도



- 344 -

를 표현하려고 했다. 또한 용질과 용액의 비로 

당도를 표현했던 학생들이 [과제3-2]에서 답을 

제시하지 못하고 어려움을 겪었지만, 호윤의 경

우는   을 적고   을 생각한 다음

에 비례추론에 의하여 내항과 외항의 곱을 곱해

보았더니 결과가   로 같아서 

      가 성립한다는 논리로 두 용

액의 당도가 같다고 설명했다. [대화4]에서 호윤

의 덜어낸 용액과 남은 용액의 당도 비교에 대

한 표현을 살펴보면,       에서 

는 전체 물의 양, 은 전체 설탕의 양, 는 한 

컵 덜어낸 설탕물 중에서 물의 양, 는 한 컵 

덜어낸 설탕물에 녹아있는 설탕의 양을 각각 표

현한 것으로 보인다.

대화4

교사 : 이야기 해봐요 그게 뭔지(호윤이 것을 

보면서)

호윤 : 그러니까 물과 설탕이 4:3인데 설탕물 

하나 빼면 그 설탕물도 4:3이니까 물은 

4x만큼 빠지고 설탕은 3x만큼 빠지니까 

내항의 곱과 외항의 곱은 같아서 당도가 

같다고.

교사 : 조그마한 x의 역할이 뭐에요? 4x와 3x의 

용어를 정확히 설명해 줄 수 있어요? 4

는 전체 물의 양이고, 3은 전체 설탕 양

이고 4x는 한 컵에서 덜어낸 양에서 물

의 양을 말하는 거에요?

호윤 : 네

교사 : 이건 그러면 호윤이 식으로 하면 남아있

는 물에서 한 컵을 덜어내고 남은 물에

서 물의 양과 설탕의 양이네. 큰 덩어리

에서 덜어낸 다음 큰 덩어리와 남은 양

에서의 비가 같다는 거네?

호윤 : 네

교사 : 그건 이걸 보인 건 아니잖아(덜어낸 한 

컵과 원래 양과 비교한 건 아니라는 뜻)

보여야할 것은 4:3과 4x:3x 아니야?

영찬 : 그러면 이것(덜어내고 남은 것)을 빼고 

남은 걸로 해도 되는 거 아니에요?

교사 : 음... 난 이해했어. 같은 논리네.

준호 : 저 두요

[대화4]에서 밑줄 친 영찬의 표현은 ‘가비의 

리’의 원리에 해당하는 개념을 구성한 것으로 

보인다. 호윤이 표현한 당도의 비는 설탕물을 한 

컵 덜어내기 이전 원래 설탕물의 당도와 덜어내

고 남은 설탕물의 당도에 대한 비로써, 식으로 

표현하면 




가 된다. 교사는 이에 대하

여 구하고자 하는 관계는 




라고 확인시

켜준 것인데, 이에 대하여 영찬은 덜어내고 남은 

것을 원래의 양에서 빼는 것으로 생각하면 호윤

의 표현에서 교사가 지적한 상황으로 변환이 가

능하다고 했다. 이를 식으로 표현하면 










이 되며, 결과적으로 호

윤과 교사 그리고 영찬의 상호작용을 통하여 학

생들은 ‘용질과 용매의 비’라는 개념에서 시작하

여 ‘가비의 리’에 해당하는 개념을 비형식적으로 

나마 구성한 것으로 보인다.

또한 







와 같은 표현은 

비의 값의 동치비들의 집합이라는 비율 개념 측

면에서 살펴볼 때, 이전에 호윤과 준호가 서로 

다른 당도를 비교하기 위해서 




로 분모를 

통분하였던 것보다는 한 층 더 높은 수준으로 

판단되는데, 








의 표현은 







의 표현과 비교하여 볼 때, 





뿐만 

아니라 







까지도 고려한 것이기 

때문이다.

한편, 동일한 상황에 대하여 ‘용질과 용액의 

비’를 이용하여 당도를 비교하는 [과제4]에 대한 

수행에서 세 학생 모두 [과제3-2]를 수행할 때와 
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달리 어려움을 겪었다. 이미 사전에 ‘용질과 용

매의 비’ 개념으로 해결한 경험이 있었음에도 

불구하고, 학생들은 ‘용질과 용액의 비’ 개념으

로 [과제4]를 해결하는 것에 어려움을 토로했는

데, 연구자들은 학생들이 [과제3-2]에서 ‘용질과 

용매의 비’가 같다는 것을 대수적으로 비교하는 

것은 가능한 반면, 변수가 추가된 상태에서 ‘용

질과 용액의 비’가 같은 상황을 대수적으로 표

현하는 것에는 어려움을 겪는 것으로 판단하여,

‘용질과 용액의 비’가 같은 경우에 대한 표현을 

대수적이 아닌 시각적으로 표현할 수 있는 그림

을 제시해서 학생들의 반응을 살펴보기로 했다.

교사가 [그림 IV-1]을 제시한 이후 약 30초 정도 

지난 이후에 영찬은 당도의 비를

∙
∙

∙
∙




로 적어서 [과제4]를 해결하는 모습이 관찰되었

다.

영찬은 [그림 IV-1]을 이용하여 자신이 구성한 

식에 대하여 설명했는데, [그림 IV-2]는 영찬이의 

설명에 대한 이해를 위하여 [그림 IV-1]을 재구

성한 것이다.

[그림 IV-2]를 이용하여 영찬의 설명을 살펴보

면, 영찬은 전체 설탕물의 당도를 나타내는 식 




을 삼각형ABD의 기울기 BD

DA
로 인

식했고, 덜어낸 설탕물의 당도 ∙
∙

는 삼각형AEF의 기울기 EF

AF
로 인식했으며,

∙
∙

를 남아있는 설탕물의 당

도로 보고 BC

CE
로 표현했다. 이후 이들 기울기 

BD

DA
, EF

AF
, BC

CE
의 값이 모두 같으므로 세 

용액의 당도는 같다고 설명했다. 영찬의 설명에 

대하여 호윤과 준호도 영찬의 설명이 맞는 것 

같다고 의사를 밝혔고, 교사가 호윤과 준호에게 

[과제4]를 설명해보라고 했을 때 영찬의 방식과 

동일하게 설명하는 것을 확인함으로써 세 학생 

모두 [과제4]를 해결한 것으로 판단했다.

3. 비가 변화하는 상황에서의 변화율 개념

용매 와 용질 의 비 

를 라 할 때, 교사

가 가 작아지는 상황이 어떠한 상황인지를 묻

는 질문에, 세 학생 모두 비의 변화를 두 변수의 

변화로 인식하고 있음을 보여주었으나, 변하는 

두 변수의 관계에 대한 인식에서는 다른 두 학

생과 호윤의 사이에 차이가 있었다. 가 작아지

는 상황에 대하여 학생들의 처음 반응을 살펴보

면, 준호와 영찬의 경우는 ‘물이 많아지고 설탕

이 적어지는 것’이라고 표현했고, 호윤의 경우는 

‘설탕에 비해 물이 많아지고 있는 것’으로 표현

[그림 IV-1] 교사가 제시한 그림 자료 [그림 IV-2] 영찬이의 설명에 대한 이해를 

위한 그림의 재구성
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했다. 다른 두 학생들이 두 양을 비교함에 있어 

기준을 표현하지 않았던 것과 달리 호윤의 경우

는 설탕을 기준으로 물의 변화를 표현했는데, 이

후 다시 동일한 상황을 표현하는 과정에서 호윤

은 ‘설탕이 증가하는 거에 비해 물이 증가하는 

게 크다는 거에요.’라고 말했다. 여기서 호윤이 

비의 변화를 두 변수의 변화의 비로 인식하고 

있음이 더 명확하게 드러났으며, 호윤의 비의 변

화를 표현하는 과정에서 호윤이 두 변수의 변화

량의 비라는 변화율의 개념을 가지고 있는 것으

로 보였다.

4. 변화율 관점에서 당도 변화를 나타내는

두 함수의 변화 양상 비교

[과제3-3] 를 물, 를 설탕의 양이라 할 때,

농도는 


가 되고, 물과 설탕의 비는 


가 된다. 이 때 농도식에서 분모 분자를 로 

나누어 주면 











가 되며, 


 라 

했을 때, 














 


가 

된다.   와   


의 변화를 비

교하시오. (단,  


이다.)

[과제5-1] 를 특수 용매, 를 설탕의 양이

라 할 때, 농도와 , 특수 용매와 설탕의 비를 

 를 이용하여 식으로 각각 표현하고, 두 

식을 서로 비교할 수 있도록 조정하여 변화

의 차이를 설명하여라.

(단, 는 특수한 용매로 약간의 양만으로도 

무한정의 설탕을 녹일 수 있다.)

학생들의 당도에 대한 인식이 ‘용질과 용매의 

비’와 ‘용질과 용액의 비’라는 두 가지 방식이 

있다는 것이 [과제3-3]이전 활동에서 확인이 되

었으므로, 각 방식으로 당도의 변화를 관찰할 때 

변화 인식의 차이가 발생하는지 확인하기 위해

서 [과제3-3]을 개발하여 적용했다. [과제5-1]의 

경우는 [과제3-3] 과정에서 용매에 용질이 포화

상태가 되어서 녹지 않는 경우가 학생들의 사고 

전개를 방해하는 것이 관찰되어서 포화되는 상

황이 발생하지 않도록 재구성한 과제이며, [과제

3-3]과 [과제5-1] 사이에는 [과제4]를 수행하는 과

정이 있었다.

[과제3-3]은 ‘용질과 용매의 비’로 변화를 관찰

할 때의 함수를    

 로 표현하고, ‘용

질과 용액의 비’로 변화를 관찰할 때의 함수를 

  


라 표현한 다음, 함수 의 

값이 변할 때 함수 의 변화를 표현하도록 

해서, 변화율 관점에서 두 함수의 그래프의 변화

를 관찰할 수 있는 과제이다. 변화율 관점에서 

두 함수의 그래프의 변화를 관찰하는 활동을 제

공하는 것이 [과제3-3]의 주된 목표이므로, [과제

3-3]의 수학적 완전성과 무오류성에 대한 논의는 

생략하였으며, 혹시라도  의 두 값이 변해가

면서 조정되는 

의 변화를 식으로 표현하는 것

에 대하여 학생들이 어려워하는 것으로 인하여,

본래 관찰하고자 하는 바가 방해받을 수 있다는 

점을 고려해서 

는 로 두고 과제를 진행하도

록 조정했다. 또한 값의 변화는 물리적으로 온

도와 압력 요인에 따라 용해도 곡선이 선형이 

아닐 수 있지만, 이 과제 수행에서는   의 

변화를 선형적으로 변하는 것으로 하였으며, 그

에 따른 의 변화를 변화율 관점에서 학생들

이 어떻게 인식하는 지에 초점을 두고 관찰하기

로 연구자들끼리 합의하였다.
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[과제3-3]에서 세 학생은 함수 와 의 

그래프를 좌표평면에 나타내었는데, 1)함수 

의 그래프를 원점을 지나는 직선으로 그린 것과 

2)함수 의 함숫값이 1을 넘지 못한다는 것

을 인식한 점에서는 세 학생 모두 동일한 반응

을 보인 반면, 함수 의 그래프를 그리는 방

식에서는 차이가 발생했다.

영찬과 준호는 처음에 함수 의 그래프를 

직선으로 그렸다가 나중에 분수함수의 그래프에 

해당하는 모양으로 그래프를 수정하였으며, 호윤

의 경우는 ‘처음에는 이거 커지는 값이 커졌다

가 나중에는 1은 되지 않고 점점 작아져서, 늘어

나는 양이...’라는 이유를 제시하면서, 처음부터 

분수함수의 그래프에 해당하는 개형을 그렸다.

여기서 연구자들은 호윤이 분수함수의 그래프 

모양의 개형을 그린 것이  호윤이 가지고 있었

던 분수함수에 대한 사전 지식의 영향이었는지

에 대해 논의하였고, 결론적으로 호윤이 그래프

를 그릴 때 점근선   을 그린 것은 

 


에서 분모가 분자보다 항상 크기 

때문에 추측한 것으로 보고 , 점근선을 그려서 2

사분면과 4사분면에 그림을 그리는 분수함수 그

래프를 그리는 것이 아니라 원점에서부터 한쪽 

사분면 영역에만 늘어나는 정도가 줄어드는 곡

선으로 그려나갔다는 점에서 분수함수에 대한 

사전 지식에 기인한 것이 아니라 변화율 관점에

서 그래프를 구성한 것으로 판단하였다. 한편 

영찬과 준호가 함수 의 그래프를 곡선모양

으로 수정하는 과정에서 둘 사이의  차이가 있

는데, 영찬의 경우 처음에는 ‘직선인데 (  에)

안 닿는 거예요.’라고 표현하고 직선으로 그렸으

나, 조금 뒤에 스스로 ‘저 정정할게요. 곡선인데 

안 닿는 걸로.’라고 답한 다음 그래프를 수정하

였다. 준호의 경우는 영찬이 곡선으로 수정할 때

까지도 자신은 이해를 하지 못하겠다고 표현했

으며, 영찬이 ‘보면 절대 1은 안 나오지. 그런데 

이게(


를 가리키면서) 커지는 값이 일정하

지 않으니까 곡선으로 1에 안 닿는다고...’로 설

명을 하자 그래프를 곡선으로 수정하였다. 여기

서 영찬이의 ‘커지는 값이 일정하지 않으니까’라

는 표현이 준호가 그래프를 곡선으로 수정하는 

것에 영향을 준 것으로 보인다.

[과제5-1]은 앞서 언급한 바와 같이 [과제3-3]

에서 용질이 용매에 포화 상태에 대한 경우가 

학생들의 사고에 제한을 가져오는 것이 확인되

어, 이 부분을 제거하고 학생들에게 다시 제시한 

과제이다. [과제3-3]과 [과제5-1] 사이에는 [과제

4]의 활동 과정이 있었으며, 학생들의 반응을 살

펴본 결과 [과제5-1]에서 이전 [과제3-3]에서의 

반응과 달리 세 학생 모두 함수 의 그래프

를 곡선으로 그렸다. [그림 IV-3], [그림 IV-4],

[그림 IV-5]에는 각각 준호, 영찬, 호윤의 [과제

3-3]에서 함수 의 그래프와 [과제5-1]에서 

함수 의 그래프에 대한 표현이 제시되어있

는데, 이를 통하여 학생들의 당도 변화 그래프 

표현의 변화과정을 살펴볼 수 있다.

한 편, 학생들이 함수 와 함수 의 그

래프를 구성한 다음에, 교사는 두 그래프의 변화

를 비교하고 당도를 표현함에 있어, 1) ‘용질과 

용매의 비’로 표현해도 지금까지의 과제를 모두 

설명하는 것이 가능한데 굳이 ‘용질과 용액의 

비’로 당도를 표현해온 이유와 2) 당도의 변화를 

설명하는 관점에서 더 적절한 표현은 무엇인지 

물어보았으며, 이 물음에 대한 교사와 학생들의 

대화는 [대화5]에 제시되어있다. 또한 [과제3-3]

에서 학생들은 처음에는 답을 하지 못했으나, 교

사가 다시 ‘바닷물이 많이 있는데 거기다 소금 

한 숟가락 넣었을 때의 처음과 나중의 짠 정도

의 변화와, 물 약간에 같은 한 숟가락 넣었을 때

의 짠 맛의 변화 중 어떤 게 더 큰가요?’라고 물
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었을 때, 물 약간에 한 숟가락의 소금을 넣었을 

때의 짠 정도가 더 크게 느껴진다고 답을 했다.

교사가 이어서 그렇다면 용액의 진한 정도를 표

현하는 것으로써, ‘용질과 용매의 비’와 ‘용질과 

용액의 비’ 중에서 어떤 것이 더 적절한 지를 묻

는 것에 대해서는 호윤의 경우 ‘용질과 용액의 

비’를 답했고, 영찬은 ‘용질과 용매의 비’를 답했

으며, 준호는 모르겠다고 답을 했다(이 때 세 명

의 학생 모두 그 이유에 대해서는 설명하지 못

했다.).

대화5

교사 : 이 식이 너희들이 아는 농도고 이건 호

윤의 비율 그래프인데, 둘이 차이가 있

잖아요?

학생들 : 네

교사 : 변화 관점에서 다르다고 보는 거잖아요?

학생들 : 네

교사 : 그런데 우리는 왜 농도로 강요되어왔을

까? 호윤이 방식으로도 단 정도를 다 구

분해냈는데. 왜 굳이 농도로 해야 했을

까?

학생들 : 네?

교사 : 어떤 게 단 정도를 표현하는데 더 적합

하다고 생각하나요?

⋮ (중략)

교사 : 바닷물이 되게 많이 있는데 거기다 소금 

한 숟가락 넣었을 때의 처음과 나중의 

짠 정도의 변화와 물 약간에 같은 한 숟

가락 넣었을 때의 짠 맛의 변화... 어떤 

게 더 큰가요?

학생들 : 물이요

교사 : 그것을 설명할 수 있는 그래프는 뭐에요?

호윤 : g(a)요

교사 : 준호는?

준호 : 모르겠어요.

교사 : 영찬이는?

영찬 : 두 번째 경우가 소금의 맛을 느끼는 게 

컸으니까 어... 어... f(a)가 맞을 것 같은

데... 살짝 그 쪽인 것 같아요.

[과제3-3]에서의 반응 [과제3-3]에서의 반응 [과제3-3]에서의 반응

  
[과제5-1]에서의 반응 [과제5-1]에서의 반응 [과제5-1]에서의 반응

[그림 IV-3] 준호의 당도 변화 

그래프 표현의 변화 과정

[그림 IV-4] 영찬의 당도 변화 

그래프 표현의 변화 과정

[그림 IV-5] 호윤의 당도 변화 

그래프 표현의 변화 과정



- 349 -

교사 : 이유는?

영찬 : 아니요.(모르겠다는 뜻임)

그러나 [과제5-1]에서 당도의 변화 표현의 적

절한 방식에 대한 교사와 학생들의 대화를 기록

한 [대화6]에서 드러나듯이, [과제4] 활동이후 

[과제3-3]과 내용적으로 동일한 [과제5-1]에 대하

여, 학생들은 당도의 변화를 표현하는데 더 적절

한 함수로 를 선택했다. 세 학생 준호, 영

찬, 호윤 모두 를 선택한 근거를 제시했는

데, 준호의 경우 바닷물에 소금을 넣은 경우는 

‘싱거워진다’는 근거를 제시했고, 영찬이는 ‘(설

탕물이라 했을 때) 계속 달아 지기는 해야 한

다.’고 했으며, 호윤의 경우는 ‘늘어나는 정도가 

줄어든다.’고 표현했다. 준호가 다른 두 학생(영

찬, 호윤)이 계속 달아진다고 표현한 것과 달리 

싱거워진다고 표현했기는 하지만, 세 학생 모두 

변화율 관점에서 함수 가 당도의 변화를 표

현하는데 더 적절한 함수로 받아들였다. <표 

IV-1>은 과제별 당도 변화 표현에 적절한 함수

에 대한 학생들의 인식 변화를 표로 정리한 것

이다.

대화6

교사 : 싱거워진 거야?

영찬 : 아니죠. 계속 달아지고는 있으니까 달아

진 정도

교사 : 단 정도가 감소하고 있는 거야?

호윤 : 그러니까 한 컵 소금물에 소금을 넣으면 

짜졌다는 것이 확실하게 느껴지는데, 바

닷물에 소금을 넣은 것은 짠 맛을 별로 

못 느끼잖아요. 그거 이야기하는 것 같

은데...

준호 : 그건 짠 맛이 아니 단 맛이 줄어들었다

는 이야기잖아요? 늘어났다는 거야 줄어

들었다는 거야?

호윤 : 전 늘어나는 것이 줄어들었다고....

준호 : 달기는 달아지는데....

교사 : 그 표현이 맞는 것 같아요?

영찬 : 맞기는 맞는 것 같은데 조금 오류가 있

는 것 같아서 생각해보려구요.

교사 : 그러면 [과제5-1]에서 바닷물을 호윤이가 

이야기 했잖아. 이거에 대해서 이 상황

을 설명할 수 있는 적절한 그래프는 뭐

에요?

준호 : g(a) 아니에요? 영찬이가 설명한...

교사 : g(a)? 호윤이는?

호윤 : g(a)

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 학생들이 농도를 표현하는 방

식이, ‘용질과 용액의 비’와 ‘용질과 용매의 비’

중에서 농도 비교 활동 이전과 이후에 인식의 

변화가 관찰되었는데, 농도를 비교하는 활동 이

전에는 ‘용질과 용액의 비’로 표현했지만, 농도

학생

[과제3-3]에서 

당도 변화에 

적절한 함수에 

대한 학생 인식

[과제5-1]에서 당도 변화에 적절한 함수에 대한 학생 인식

함수 근거 함수 근거

준호 모름 - g(a)
변화율의 변화로 구분하지만 변화율이 줄어드는 것을 ‘싱거워 진다.’고 

표현함.

영찬 f(a) - g(a) 변화율의 변화로 구분하고, ‘계속 달아 지기는 한다.’고 표현함.

호윤 g(a) - g(a) 변화율의 변화로 구분하고 ‘늘어나는 것이 줄어든다.’고 표현함.

<표 IV-1> 과제별 당도 변화 표현에 적절한 함수 인식에 대한 변화
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를 서로 비교하는 활동에서는 ‘용질과 용매의 

비’를 이용하여 농도를 표현하는 것으로 인식의 

변화가 있었다.

또한 농도가 다른 두 용액의 농도 비교에 대

한 [과제1-1]와 농도가 변하는 상황에 해당하는 

[과제1-2]와 [과제3-1], 그리고 농도가 일정하지만 

용액의 양이 변하는 상황에 대한 [과제3-2]와 [과

제4]에서 ‘용질과 용매의 비’로 접근하는 방식으

로는 학생들이 문제를 해결하는 것이 가능했던 

반면 ‘용질과 용액의 비’로 접근하는 경우에는 

해당 과제들을 해결하는 것에 어려움을 겪었다.

이는 대수적으로 용매를 라 하고 용질을 라 

할 때, ‘용질과 용액의 비’를 표현하는 과정에는 




와 같이 분모에  의 두 변수가 모두 들

어가고, ‘용질과 용매의 비’를 표현할 때는 

와 

같이 분모에 라는 하나의 변수만 들어가는데,




의 경우는 분모의 변화를 표현함에 있어 

한 변수가 아닌 두 변수를 고려해야하는 점에서 

학생들이 

의 표현보다 더 어려움을 겪게 되는 

것으로 보인다.

연구자들은 학생들에게 농도의 변화에 대한 

상황을 소재로 


와 

의 차이를 인식하고 

구분할 수 있는 [과제3-3]을 개발하여 제시하였

는데, [과제3-3]의 경우 용매에 용질이 용해되면

서 변하는 농도는 연속적으로 변하는 두 양 사

이의 변화를 담고 있는 상황이 된다는 점에서 

농도를 정적인 관점이 아닌 동적인 관점에서 비

교 분석할 수 있는 과제라 할 수 있다. 이는 기

존 교육과정에서 정적인 상황에서 농도를 구하

거나, 일차방정식 단원에서 실생활 소재로 대수

적인 해를 구하는 방식과는 질적으로 구분되는 

성격을 갖는다. 다만, 이 문제의 수학적 완전성

과 무오류성에 대한 논의는 생략하였다.

[과제3-3] 수행 이전에 [과제1-1], [과제1-2], [과

제3-1]에서 학생들의 비율 개념에 대한 확인이 

있었는데, 호윤의 경우는 ‘용질과 용매의 비’로 

시작하여 비의 값이 동치인 집합으로의 비율 개

념과 ‘가비의 리’에 해당하는 결과를 구성해냈으

나, 다른 두 학생(영찬, 준호)의 경우는 ‘용질과 

용액의 비’로 농도에 대한 인식을 했으며 분수로 

표현된 비에서 통분하는 정도 이상의 의미를 보

여주지 못했다. 이들의 비율에 대한 개념 수준에 

대한 차이와 더불어 [과제3-3]을 수행하는 과정에

서 농도의 변화를 ‘용질과 용액의 비’로 표현하

는 함수 의 변화에 대한 호윤과 다른 두 학

생(영찬, 준호)의 인식 차이도 드러났다. 호윤의 

경우 처음부터  


의 변화를 정의역이 

양수인 구간에서의 해당 분수함수의 그래프 개형

으로 제시했으나, 다른 두 학생의 경우는 직선으

로 변한다고 답을 했다가 곡선으로 변한다고 답

을 수정하였다. 비율 개념에 대한 차이가 

 


의 변화에 대한 인식 차이와 관련 

있는지를 확인하기 위하여 연구자들은 [과제4]를 

학생들에게 제시하였는데, 수행과정 중에 교사가 

제시한 그림이 영찬에게 비율 개념 인식에 변화

를 가져왔고 이후 영찬이의 경우 [과제4]를 해결

함은 물론 [과제3-3]과 구조적으로 동일한 [과제

5-1]에서 함수  


의 그래프를 직선이 

아닌 곡선으로 제시하였다. 이 외에도 농도 변화

를 나타내는 함수로 적절한 것이 어떤 것인지 묻

는 [과제5-1]에 대하여 ‘늘어나는 정도가 줄어든

다.’는 표현을 사용하여 변화율 관점에서 함수의 

변화를 적절하게 표현한 것이 라고 밝혀냈

다. 이는 [과제4]의 수행과정에 대한 영찬의 설명

을 듣고 이해를 했던 준호에게서도 관찰되었으

나, 준호의 경우는  


를 곡선으로 제
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시하고 [과제5-1]에 대해서도 농도의 변화를 표현

하는 것에 적절한 함수를 라고 답하였다.

단, 준호의 경우는 변화를 표현하는 과정에서는 

‘싱거워진다.’는 표현을 하였다는 차이가 있다.

호윤의 경우는 처음 [과제3-3]에서는 농도의 변화

를 나타내는데 적절한 함수로 를 택하기는 

했지만 그 이유에 대하여 설명하지는 못했었는

데, [과제4] 이후 [과제5-1]에 대해서는 ‘단 정도

가 점점 줄어든다.’는 표현을 사용하여 변화율 관

점에서 함수 가 더 적절하다고 표현하였다.

결과적으로 [과제4]가 학생들이 농도의 변화를 

변화율 관점에서 분석하고 비교하는데 영향을 준 

것으로 보인다. 여기서 학생들이 [과제3-3]과 [과

제5-1]에서 두 함수의 변화를 변화율 관점에서 

분석한 것으로 볼 수 있는지에 대하여 생각해볼 

필요가 있는데, [과제3-3]과 [과제5-1]은 학생들의 

농도에 대한 두 가지 비율 개념(‘용질과 용액의 

비’와 ‘용질과 용매의 비’)에 근거하여 각각을 농

도가 변하는 상황을 함수로 구성하여 제시한 것

으로서 정적인 ‘비와 비율’ 개념이 아니라 비가 

변하는 동적인 ‘비와 비율’ 개념이 적용되어야하

는 상황이다. 이러한 동적인 ‘비와 비율’ 개념을 

연구자들의 입장에서는 변화율로 보았으며, 이는 

교육과정에서의 평균변화율(혹은 순간변화율)이

나 곱셈적 변화율과는 다른 방식이지만 학생들이 

사용한 ‘늘어나는 것이 줄어든다.’, ‘점점 달아진

다.’ 등의 표현은 함수의 변화를 두 변량사이의 

변화량의 비로 보고 있다는 점에서 변화율 개념

으로 보는 것이 적절하다고 판단했다.

함수적 상황에 대하여 변화를 인식하는데 있

어, 덧셈적 관점과 곱셈적 관점이 가능하다. 예

를 들어 이라는 크기의 양에서 5라는 양의 크

기로 변화가 있었다고 할 때, 이 변화를 인식하

는 방법은 보다 만큼 증가한 것으로 볼 수도 

있고 보다 

배 만큼 증가한 것으로 볼 수도 

있다. 이때 비율 관점에서 변화를 인식한다는 것

은 곱셈적 관점에서 변화를 인식하는 관점이며,

비율관점에서의 변화에 대한 극한 값을 미분계

수라 할 때, 비율의 곱셈적 관점에 대한 문제가 

미분학습의 어려움의 원인이 될 수 있다. 본 연

구는 ‘비와 비율’ 개념이 변화율 관점에서 함수

의 변화를 인식하는데 영향을 준다는 가설을 확

인하기 위한 연구이자, 내포량에 해당하는 농도

의 변화 과정에 대한 탐구과정을 통하여 학습자

의 비율 개념에서 변화율 개념 형성 과정에 대

한 이해의 폭을 넓히기 위한 기초연구이다. 학생

들의 비율 개념을 확인하고 과제 수행과정에서 

비율 개념의 변화를 관찰하였으며, 비가 변하는 

상황을 통하여 비율로 함수의 변화를 설명하는 

활동을 통하여, 변화율 관점에서 함수의 변화를 

인식하고 표현하는 것에 대한 관찰을 했는데, 이 

과정에서 비율 개념의 변화가 변화율 관점에서 

함수의 변화를 인식하는 것에 변화를 가져올 수

도 있음을 보여주었다. 본 연구를 수행하며 연구

자들은 변화율 개념을 비율 개념의 특수한 경우

로 볼 수도 있지만, 함수의 변화를 관찰하고 기

술하는 것은 비율과는 또 다른 관점에서 구분되

는 개념으로 볼 필요가 있으며, ‘비와 비율’의 

개념이 변화율 개념 발달에 어떠한 영향을 미치

는지 더 연구할 필요가 있음을 확인할 수 있었

다. 이는 향후 이러한 비율 개념에 근거한 변화

율 개념 발달의 관계에 대한 다양한 연구들은 

물론 변화율 관점에서의 미분학습에 대한 연구

에 촉진제 역할을 할 수 있을 것으로 기대된다.
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Analysis on High School Students’ Recognitions and
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Change
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The aim of the present study is twofold. One is

to confirm a hypothesis that a student’s rate

concept influences her conceiving change of a

function in the view of rate of change and the

other is to build up foundations for understanding

the transition process from her rate concept to the

concept of rate of change when she investigates

the change of concentration as an intensive

quantity. We explored how three participating high

school students recognized and expressed change of

given functions by using their rate concept as a

conceptual tool. The result indicates that a change

in students’ rate concept might have an effect on

understanding how function values change in term

of rate of change. We also expect that it could be

a catalyst for further research for clarifying the

relationship between students’ rate concept and

their development of a concept of rate of change

as a foundation for learning calculus.

* Key Words : ratio(비), rate(비율), rate of change(변화율), intensive quantity(내포량), concentration

(농도)
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