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1. 개 요 

 

소재 및 가공품의 형태 및 성질, 최종 가공품의 

목적에 따라 압출, 인발, 프레스 성형 등의 다양한 

금속가공 기술이 사용되고 있다. 가공품의 치수정밀

도를 향상시키고 적합한 기계적 성질을 확보하기 

위해서는 금속가공 기술의 공정 최적화가 필수적이

다. 최근, 금속가공기술의 개발 및 공정최적화에 소

모되는 시간과 비용을 절약하고 효율성을 높이기 

위하여 전산모사 방법을 활용한 수치해석기술의 적

용이 늘어나고 있다[1-3]. 여러가지 수치해석 기술들 

중 유한요소 해석은 금속가공 분야에서 가장 널리 

활용되고 있는 방법이다. 정확하고 효율적인 유한요

소 전산모사 해석 결과를 얻기 위해서는 요소 유형 

및 크기, 경계조건 등의 적절한 수치해석 인자들의 

선택뿐만 아니라 가공하고자 하는 금속의 기계적 

물성을 정확히 기술할 수 있는 재료 모델을 선정 

혹은 개발하여 적용하여야 한다. 

금속가공 공정은 소재에 비가역적인 영구변형, 즉 

소성변형을 유도하여 가공품으로 성형한다. 금속의 

소성변형을 일으키는 메커니즘으로는 결정방위에 

따른 슬립(slip), 쌍정(twin) 현상과 크리이프 및 확산 

현상 등이 있다. 소성변형 거동은 소재의 미시적 특

징과 메커니즘에 의해 결정되므로, 이를 소성변형 

예측에 적용하고자 멀티스케일 모델을 개발 적용하

기도 하였다[4]. 멀티스케일모델은 재료의 미시적 특

징에 기반하여 거시적 거동을 표현하는 것으로 그 

해석 결과가 물리야금학적 관점에서의 소성거동 메

커니즘을 설명할 수 있는 장점이 있다. 하지만, 이

러한 멀티스케일 모델은 많은 수의 단결정의 집합

체로 표현되는 다결정 금속재료의 복잡한 소성변형

을 모사하는데 있어 계산속도의 비효율성 등의 단

점을 지닌다.  

반면, 연속체역학에 기반한 금속 재료모델은 빠른 

계산속도와 신뢰성 있는 예측이 가능하기 때문에 

실제 산업현장의 공정 최적화에 널리 적용되어 오

고 있다. 연속체 역학에 기반한 금속재료의 소성변

형을 기술하기 위해서는 대표적으로 항복조건(yield 

condition), 소성유동법칙(plastic flow rule), 경화거동

(work hardening) 이 적절히 정의되어야 한다[5]. 항복

조건은 재료의 응력상태가 탄성영역인지 혹은 소성

영역인지를 결정하는 기준이 된다. 즉, 재료의 응력

상태가 항복조건을 충족하면 재료가 소성변형을 시

작하며, 이 때 재료의 변형은 탄성변형과 소성변형

으로 구분된다. 재료의 응력상태가 항복조건을 만족

하면 재료의 소성변형율이 변화하기 시작하는데, 이 

때 소성유동법칙은 응력상태에 따라 소성변형 증분

(incremental plastic strain)의 방향을 결정한다. 또한, 

소성변형이 진행되면 소산에너지(plastic dissipation 

work) 혹은 소성변형율의 누적량에 따라 재료의 유

동응력(flow stress)이 변화하는데 이 때 유동응력은 

재료의 경화거동이 결정한다.
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그러므로, 금속재료의 소성변형을 연속체역학에 

기반하여 정확하게 기술하고 재료모델에 적용하여 

신뢰성 높은 공정해석결과를 얻기 위해서는 정확한 

항복조건 예측이 선행되어야 한다. 본 논고에서는 

금속재료의 항복조건을 등방성 조건과 이방성 조건

으로 분류하여 소개하고자 하며 이들 항복함수가 

실제 성형해석에 적용된 사례를 간략히 소개하고자 

한다 

 
2. 등방성 재료의 항복조건 

 
외력에 의해 결정되는 재료의 응력상태는 항복조

건에 의해 탄성 혹은 소성으로 구분된다. 일반적인 

항복조건은 Eq. (1)로 기술될 수 있다. 

 

  0 0ij                    (1) 

 

여기서 0  는 특정 상수이며   는 코시응력텐서

ij (Cauchy stress tensor)에 작용하여 스칼라 값으로 

나타내는 항복함수(yield function)이다. 

등방성 재료는 특정 응력상태에서 좌표축의 선택

과 상관없이 항복함수의 값  ij  이 일정하게 유지

된다. 즉, 등방성 재료의 항복함수는 오로지 응력텐

서의 불변량(invariants)을 인자로한 함수로 표현이 

가능하다. 응력텐서의 독립적인 세 가지 주요 불변

량은 1I , 2I , 3I  로 Eq. (2) 에 나타내었다. 
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특히, 소성변형에 의해 체적이 변하지 않는 비압

축성 재료(incompressible material)는 평균응력(mean 

stress)이 소성거동에 영향을 주지 않기 때문에 편차

응력(stress deviator)의 불변량으로 항복함수 기술이 

가능하다. 편차응력과 편차응력의 세 가지 주요 불

변량 1J , 2J , 3J 을 Eq. (3) 과 Eq. (4) 에 각각 나타

내었다. 특히, 1 0J   이기 때문에 독립적인 두 가지 

주요 불변량 2J , 3J 만이 고려대상이 된다. 

 
Fig. 1 Comparison of the Tresca and the von Mises yield 

criterion; (a) yield surfaces on the principal stress 

space, (b) yield loci on the π plane[7] 

 

ij ij m ijs                     (3) 
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      (4) 

 

또한, 응력텐서의 고유값 문제(eigenvalue problem)로

부터 특성 방정식(characteristic equation)을 산출하고 

특성 방정식의 해인 고유값(eigenvalue)을 구하여 응력

텐서의 주응력(principal stresses)이라 부르는데, 이것 

역시 좌표축의 선택에 무관한 불변량으로 등방성 재

료의 항복함수 표현에 사용할 수 있다. 코시주응력과 

편차주응력은 각각 1 2 3, ,    와 1 2 3, , s s s 로 표현한다.  

비압축성 등방성 재료의 항복조건으로 가장 오래된 

Tresca[6] 항복조건은 재료의 최대 전단응력이 임계값 

s 에 도달하면 항복이 일어나는 것을 의미한다.  

 

1 3 1 3

max
2 2

s

s s 
 

 
             (5) 

 

Tresca 항복조건의 항복면(yield surface)은 주응력공

간에서 Fig. 1과 같이 육각프리즘을 나타내며 평균응

력에 영향을 받지 않는다.  

금속가공 공정 전산해석에 가장 일반적이고 널리 

사용되는 von Mises[8]항복조건은 편차응력의 두 번째 

불변량 2J 를 이용하여 Eq. (5)로 정의 된다. 
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Fig. 2 Plane stress yield surface for isotropic material 

with a full-constraint crystal plasticity and 

Hershey’s yield function[11] 

 
2

2 / 3uJ                   (5) 

 

여기서 
u 는 일축인장 항복응력을 나타내며 Eq. 

(5)를 주응력 성분으로 표현하면 Eq. (6)과 같다.  
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      (6) 

 

von Mises 항복조건의 항복면을 주응력 공간에서 

Fig. 1에 도시하였다. 항복면은 원기둥 모양이며 평균

응력에 영향을 받지 않는다. 

Hershey[9]와 Hosford[10]는 Eq.(7)에 나타난 비이차 

등방성 항복함수를 제시했다.  

 

2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

2

2

a a a a

u

a a a a

us s s s s s

       

 

      
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    (7) 

 

위의 항복함수는 특정 지수의 값에서 von Mises 와 

Tresca 항복면을 정확하게 표현 할 수 있다. 지수 

2a   혹은 4a  이면 항복면이 von Mises 항복면과 

같고 a 인 경우, Tresca 항복면에 근사한다. 또한 

1 2a   또는 4a  인 경우 항복면은 von Mises 항

복면과 Tresca 항복면 사이에 존재하게 된다. 마지막

으로, 1a   또는 2 4a   인 경우 항복면은 von 

Mises 항복면 밖에 존재하게 된다.  

특히, 이 항복함수는 결정소성(crystal plasticity)으로 

계산된 체심입방(BCC)과 면심입방(FCC) 구조의 등방

성 재료 항복면을 Fig. 2처럼 각각 6a  과 8a   의 

지수를 이용하여 정확하게 예측할 수 있다. 

앞서 소개된 Tresca, von Mises, Hershey 의 항복함

수는 응력 성분의 부호(압축, 인장)에 따라 다른 크

기의 항복강도(SD 효과 또는 strength differential 효

과)를 나타내는 재료의 항복현상을 정확히 예측할 

수 없다. 조밀 육방 격자(HCP) 구조의 금속 재료의 

경우 슬립계(slip system)가 충분하지 못해 소성변형

의 초기에 쌍정에 의한 변형이 주요 변형 미케니즘

의 하나로서 작동하는데 쌍정은 인장과 압축에서 

서로 다른 항복강도를 나타낸다고 알려져 있다[12]. 

이에, 쌍정에 의한 SD 효과를 정확히 기술하기 위

해서는 편차응력의 주응력 부호를 항복 조건에 도

입하기 위하여 Eq. (8)처럼 등방 비대칭 항복조건을 

구성하기도 하였다[12]. 

 

1 1 2 2 3 3 2
a a a a

ss ks s ks s ks            (8) 

 

이 때 일축 인장과 압축 시 항복강도의 비는 Eq. 

(9)와 같이 나타낼 수 있다. 
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t

k k
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







   
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         (9) 

 
3. 이방성 재료의 항복 조건 

 

이방성(anisotropic) 재료가 등방성 재료로부터 구

분되는 가장 주요한 차이점은 외력에 의한 소성변

형이 재료의 방향에 따라 다르다는 것이다. 즉, 등

방성 재료에서 사용했던 응력텐서의 불변량만으로

는 이방성 재료의 항복 조건을 기술하는 것이 불가

능하다. 따라서 특정한 좌표축에서 재료의 거동을 

기술하는 것이 중요한데, 보통 압연된 판재의 경우 

압연방향(Rolling Direction, RD), 측면방향(Transverse 

Direction, TD), 압연 면에 수직방향(Normal Direction, 

ND)으로 재료의 좌표축을 고정시키고 재료의 물성

을 기술한다.  

이방성 재료의 항복조건 기술 방법은 크게 두 가
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지로 분류할 수 있다. 하나는 응력 텐서와 재료의 

물성을 기술하는 텐서의 공통 불변량으로 표시하는 

방법이 있다[13]. 다른 하나는 선형 변환된(linear 

transformed) 응력텐서를 등방 항복함수에 삽입하여 

표현하여 등방 항복 조건을 이방성 항복 조건으로 

확장하는 방법이다[14]. 

초기 이방성 항복 조건의 기술은 응력 텐서와 재

료 물성 텐서의 공통 불변량을 통한 기술로 시작되

었다. Eq. (10)은 von Mises 가 처음 제안한 이방성 항

복조건을 나타낸다[15].  

 

1 with ijkl ij kl ijkl jikl klijA A A A           (10) 

 

ijklA 의 대칭 성질로 인해 독립된 인자의 수는 21

개이며 비압축성 재료로 평균응력에 영향을 받지 

않을 경우 15개로 줄어든다. 특히, 직교 이방성

(orthotropic material) 재료의 항복 조건은 Hill에 의해 

Eq. (11)과 같이 기술되었다[16]. 

 

     
2 22

2 2 22 2 2 1

yy zz zz xx xx yy

yz zx xy
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L M N
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  

    
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   (11) 

 

여기서 ,, , , , F G H L M N 은 재료의 이방성을 나타

내는 상수들이며 , , x y z 는 항복조건이 기술된 직교 

이방성의 대칭축, 판재의 경우 RD, TD, ND 을 나타

낸다. 

등방성 재료의 항복 조건을 이방성 재료의 항복 

조건 기술로 확장하기 위해서는 이방성을 고려한 

응력의 선형변환이 필수적이다[17]. 

 

ij ijkl kls C s                (12) 

 

위 Eq. (12)에서 
ijklC 은 4차 텐서로서 이방성을 나

타내는 재료상수를 포함하고 있다. 등방성 재료의 

ijklC 은 단위 텐서(identity tensor)가 된다. 등방성 항

복 조건의 불변량 혹은 주응력을 Eq. (12)에서 구한 

일차 변환된 편차응력텐서
ijs 의 독립된 불변량 2J , 

3J  혹은 주응력 1s , 2s , 3s 으로 치환하면 비압축성 

이방성 재료의 항복 조건을 나타낼 수 있다. 

Karafillis and Boyce[18]는 하나의 일차 변환된 응력

텐서를 사용하여 Eq. (12)를 비압축성 이방성 재료의 

일반적인 항복 조건으로 확장 제시하였다. 
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하나의 일차변환 뿐만 아니라 두 개 이상의 일차

변환을 사용하여 각 변환에 해당하는 응력 텐서를 

생성하고 주응력을 이용하여 등방성 항복 조건을 

이방성 항복 조건으로 확장하는 것 역시 가능하다. 

Barlat et al.[17]는 Eq. (13)에 제시된 두 개의 일차변환

을 이용하여 편차응력을 변환하고 변환된 편차응력으

로부터 주응력을 구하였다. 변환된 편차응력의 주응

력을 이용하여 평면응력 조건에 해당하는 비압축성 

이방성 항복 조건을 Eq. (7)로부터 확장하여 Eq. (14)

로 제시하였다.  
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평면응력 조건하에서 이방성 재료의 항복조건인 

Eq. (14)는 재료의 이방성을 나타내는 8개의 재료상

수(material parameter)를 갖고 있으며 BCC 와 FCC 

의 경우 통상적으로 각각 지수 6a  과 8a  을 적용

한다. 

Fig. 3은 TRIP980 초고강도강 판재의 방향에 따른 

항복강도와 r-값을 Eq. (11)과 Eq. (14)를 이용해 예측

해보고 실험과 비교한 그림이다. 그림의 범례에 

Hill48은 Eq. (11)을 나타내고 Yld2000-2d는 Eq. (14)를 

나타낸다. 비이차 이방성 항복함수인 Eq. (14)에서 

BCC 기술에 적합한 항복함수의 지수 a=8을 사용한 

경우 항복 조건식이 실험결과를 가장 정확하게 예측

함을 확인할 수 있다. 이와 같은 예측 정확도의 차이

는 평면응력 조건하에서 이방성을 나타낼 수 있는Eq. 

(14)의 재료상수의 수가 8개인데 반해 Eq. (11)의 재료 

상수의 개수는 4개로 훨씬 적음에 기인한다고 할 수 

있다. 즉, Hill48 항복 함수의 경우 이방성 재료상수를  
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Fig. 3 Measured yield stress points and r-values 

compared with prediction using Yld2000-2d, 

Hill1948 and von Mises yield functions[19] 

 

12 13

21 23

31 32

44

  0            0       0       0

       0         0       0       0

          0      0       0       0

   0         0       0            0       0

   0         0     

 

c c

c c

c c
C

c

  

  

  
 



55

66

12 13

21 23

3
 

  0       0             0

   0         0       0       0        0        

  0            0       0       0

       0         0       0       0

c

c

c c

c c

c
C

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  


 

1 32

44

55

66

          0      0       0       0

   0         0       0            0       0

   0         0       0       0             0

   0         0       0       0        0        

c

c

c

c




 



 














          (15) 

 

1 1 1 2 1 3

2 1 22 2 2 3

3 1 3 2 3 3 4

   

   

   

a a a

a a a

a a a a

s s s s s s

s s s s s s

s s s s s s





          

          

           

     (16) 

 

결정할 때, 방향 별 항복응력 또는 r-값 중 하나를 선

택하여 항복함수를 결정하는 반면, Yld2000-2d의 경우

는 방향에 따른 항복응력과 r-값들이 모두 사용되어 

예측 정확도를 향상 시킬 수 있다. 

이방성 금속재료의 3차원 응력 조건하에서의 항복 

조건을 기술하기 위해서 Barlat[20]는 Eq. (15)의 두 가

지 일차변환을 이용하여 Hershey’s 항복 조건 Eq. (7)

을 Eq. (16)으로 확장하였다. 

Al-Li 합금에 대하여 방향별 항복응력과 r-값을  

 

Fig. 4 Measured yield stress points and r-values 

compared with prediction using Yld2004-18p, 

Yld2000-2d functions[11] 

 

측정하고 Eq. (14)와 Eq. (16)의 예측 정확도를 Fig. 4에

서 비교해보았다. 그림 범례의 Yld2004-18P는 Eq. (16)

을 나타낸다. 전체응력에 기반한 항복 조건인 Eq. (16)

의 이방성 예측도가 Eq. (14)보다 뛰어남을 확인할 수 

있다. 이는 재료상수가 18개인 Eq. (16)이 8개인 Eq. 

(14)보다 유연하게 재료의 이방성을 고려할 수 있기 

때문이다. 

앞서 설명된 Hill48 또는 Yld2000-2d 항복함수는 인

장과 압축 시 항복 응력의 크기가 일치하며 이는 

FCC, BCC 재료의 소성 특성을 잘 반영하고 있다. 

그러나, HCP 미세구조를 가지는 금속재료의 경우는 

쌍정과 전위의 슬립이 주요 소성 변형 미케니즘으

로 작용하여 마그네슘, 타이타늄 합금 등의 경우 인

장과 압축 시 항복응력이 매우 상이한 SD 효과를 

보인다. SD 효과를 고려한 이방성 재료의 항복강도 

예측을 위해 Cazacu et al.[12]는 Eq. (17)의 일차변환

과 변환된 편차응력으로부터 계산된 주응력을 통해 

Eq. (8)을 Eq. (18)의 항복 조건으로 확장하여 항복조

건을 제시하였다. 
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Fig. 5 Comparison between yield loci for Mg-4% Li 

alloy sheet predicted by the theory and 

experiments[12] 

 

1 1 2 2 3 3 2
a a a as ks s ks s ks                (18) 

 

Mg-Li 합금에 응력상태별 항복응력 측정 값(사각부

호)과 Eq. (18)의 예측 값(연속선)을 Fig. 5에 나타냈다. 

그림에서 확인할 수 있듯이 고안된 항복 조건은 방향

별 이방성 뿐만 아니라 인장과 압축시 항복강도 크기

의 차이를 예측할 수 있다. 

 
4. 성형공정 해석 적용사례 

 

컵드로잉 성형공정 해석은 재료에 적용된 항복함수

에 따라 예측된 컵높이의 윤곽선 형태, 즉 이어링 프

로파일(earing profile)이 달라진다. Yoon et al.[21]은 알루

미늄 합금의 컵드로잉 공정을 다양한 항복함수를 적

용하여 유한요소 해석을 이용한 전산모사를 수행하고 

항복함수에 따라 예측된 이어링 형상과 실험과 비교

하였다. 전산모사에 적용된 항복함수들의 이방성 재

료상수를 계산하기 위하여 Fig. 6과 같이 RD (0˚)에서 

TD (90˚) 까지 15˚ 별로 인장시험을 수행하여 항복 강

도 및 r-값을 측정하고 각각의 항복함수에 대하여 최

적의 이방성 재료상수를 결정하였다. 또한 RD 인장 

응력 곡선을 기준으로 하여 등방 경화거동을 결정하

고 유한요소 전산모사에 적용하여 해석을 수행하였다. 

 

 

Fig. 6 Measured yield stress points and r-values 

compared with prediction using Yld2000-2d, 

Yld96, Yld94 and Yld91[21] 

 

 

Fig. 7 Comparison of earing profiles among Yld2000-2d, 

Yld96, Yld94, Yld91 and experiment[21] 

 

주어진 재료의 항복함수에 따른 컵드로잉 공정 

해석 결과 분석을 통해 항복함수가 이어링 형상의 

예측에 상당한 영향을 준다는 것을 Fig. 7에서 확인

할 수 있다. Yld2000-2d 항복함수를 사용한 공정 해
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석의 경우 해석결과가 실험에서 측정한 이어링 프

로파일을 가장 근사적으로 예측하였다. 이처럼, 성

형공정의 특성과 재료의 이방성을 고려하여 항복함

수를 선정하는 것은 판재성형 공정 해석 정확한 결

과 도출을 위하여 매우 중요하다. 

 

5. 결 론 
 

부품 및 완성품 제조업 분야에서의 시장경쟁이 치

열해짐에 따라 경쟁력 제고를 위해서는 가공 공정 기

술의 최적화를 통한 제품 개발 비용의 절감 및 제품

의 품질 향상이 중요하다. 컴퓨터를 이용한 전산모사 

해석 기술은 효율성 높은 가공 공정 기술의 최적화를 

목표로 그 적용이 확대되고 있다. 가공 대상이 되는 

소재의 기능화 및 고급화에 따라 가공 공정 중 수반

되는 복잡한 재료의 응력과 탄성 및 소성 거동을 정

확히 기술할 수 있는 재료 모델의 선정과 개발이 요

구된다. 본 논고에서는 연속체 역학에 기반한 금속 

재료 모델의 구성요소 중 탄성과 소성을 구분 짓고 

소성 거동의 시발점이 되는 항복 조건에 대하여 간략

히 살펴보았다. 비압축성 등방성 재료의 항복 조건은 

편차응력의 불변량 혹은 주응력을 이용하여 표현할 

수 있다. 비압축성 이방성 재료는 일차변환된 편차응

력의 불변량 혹은 주응력을 등방성 재료의 항복 조건

에 적용하여 이방성 항복 조건을 기술하고 그에 따라 

방향 별 항복응력 및 소성 이방성을 예측할 수 있다. 

가공대상이 되는 재료에 대한 항복조건 뿐만 아니라 

소성유동법칙 및 경화거동을 세밀하게 표현할 수 있

는 재료모델을 개발하고 효율적으로 적용함으로써 전

산모사 해석을 이용한 가공 공정 최적화 기술은 산업

현장에서의 적용 범위 및 활용도가 넓어질 것으로 기

대된다. 
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