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✝

본 연구는 독일의 수학 교과서의 특징을 알아보기 위해 7학년 함수 영역을 대상으로 단원의 구성 체제, 학습 내용과

전개 방식, 교수·학습상의 특징을 살펴보았다. 그 결과 독일의 수학 교과서는 단원명이나 단원의 순서는 자유로웠으

며, 다양한 실생활이나 자연 현상에 대하여 그래프를 통해 두 변수간의 대응 관계를 직관적으로 알게 한 후 함수 관

계를 도입하고 있음을 알 수 있었다. 또한 그래프가 갖고 있는 특징이나 정보들을 해석하는 연습을 하고, 다양한 함

수적 상황을 그래프로 그리는 활동을 안내하며, 그래프 뿐 아니라 표, 관계식, 수학 용어나 문장 등의 여러 가지 표

현방법으로 변환하도록 내용이 전개되었다. 독일의 수학 교과서는 다양한 일상의 맥락 속에서 자료들이 갖는 함수

관계를 수학적으로 표현해보거나 미래를 예측하고 추론하는 활동을 통해 수학의 유용성을 느끼고 함수적 사고를 기

르도록 할 뿐 아니라 타 교과 등과 연관이 있는 문제를 제공하여 다른 학문과의 연결성을 높였다. 또한, 개방형 문

제, 수학적 의사소통이 필요한 문제들이 포함되어 있음을 확인할 수 있었다. 독일 교과서의 이러한 특징을 살펴봄으

로써 우리나라의 수학 교과서 개발과 개선에 대한 방향을 제시하고자 하였다.

Ⅰ. 서 론

수학 교과는 수학의 개념, 원리, 법칙을 이해하고 기능을 습득하여 주변의 여러 가지 현상을 수학적으로 관찰

하고 해석하며 논리적으로 사고하고 합리적으로 문제를 해결하는 능력과 태도를 기르는 교과이다(교육부, 2015).

수학은 세계화, 정보화가 가속화되는 미래 사회의 구성원에게 필수적인 역량을 제공하며 수학학습을 통해 학생

들은 수학의 지식과 기능을 활용하여 수학 문제 뿐 아니라 실생활과 다른 교과의 문제를 창의적으로 해결할 수

있다.

교과서는 학교에서 사용하는 교재로 이를 통해 주로 교육활동이 전개된다. 그러므로 교과서는 교육과정이 목

표한 바를 교사와 학생이 상호작용하여 이뤄낼 수 있도록 잘 조직되어 있어야 한다. 교과서는 실제 교육 활동의

지표가 되며 각 국가의 수학 수업을 파악할 수 있는 매개체가 된다. 따라서 교과서의 질적 향상을 위한 교과서

개선은 중요하다. 교과서의 질적 향상과 교과서 개선에 도움을 줄 수 있는 것 중 하나는 외국 교과서 분석이다.

다른 나라의 수학과 교육과정 및 교과서에 대한 비교 분석은 국제적인 동향을 파악하는데 도움을 준다(이정은,

2011). 따라서 빠르게 변하는 미래사회에 발맞추어 우리나라의 교과서의 개발 및 활용을 위해 외국의 수학 교과

서를 살펴보는 것은 의미 있는 일이라 할 수 있다.
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본 연구에서는 근대에서 현대에 이르기까지 수학과 수학교육의 요람으로 현대 수학교육의 큰 발판을 마련하

였고(노정학·양춘우·정환옥, 2003), 호주, 영국, 프랑스 등에서와 같이 핵심역량을 중심으로 학교교육과정을 개정

하고 있으며(김해윤, 2015), 수학을 인간의 사고 영역을 지원하고 그 사고영역 안에서 각 개인들이 창조성과 문

제해결능력을 펼칠 수 있다고 강조하는 독일의 수학 교과서를 분석하고자 하였다. 또한 학생들은 창조적으로 그

리고 자기 확정적으로 상황을 다루는데, 그 상황 안에서 수학적 도구를 가지고 문제를 해결하고 수학적 도구들

을 가지고 의사소통하는 것은 매우 중요하다고 하였다(한국교육과정평가원, 2012). 이를 보면 독일의 교육 동향

이 우리나라 2015 개정교육과정에서 중요시하고 있는 의사소통, 문제해결, 추론 등의 수학 교과 능력을 높이는

것과 같은 방향성을 가지고 있다.

이에 본 연구에서는 독일의 교과서 중 함수 단원에 대한 단원구성체제, 학습 내용 및 전개 방식, 교수·학습상

의 특징을 분석해 봄으로써 현재 우리나라의 2015 교육과정에 따른 중학교 수학 교과서 개발에 시사점을 제공

하고자 한다.

Ⅱ. 독일의 교육과정 및 교과서 발행제도

1. 독일의 수학과 교육과정

독일의 현행 수학교육과정의 기본 가이드라인은 1968년 독일 주 문화부장관회의(KMK)에서 설정되었으며, 이

기준에 맞추어 주정부는 4년 이내에 새로운 교육과정을 개편하는 것으로 결의되었다. 그러나 그 기준은 각 주의

실정에 맞고 융통성 있게 편성할 수 있도록 매우 포괄적으로 설정되어진 관계로 현재 독일의 수학과 교육과정

은 주별로 약간의 차이가 있다(허난·안은경·고호경, 2011). 본 연구에서는 독일의 수도인 베를린 주의 7학년 수

학과 교육과정을 살펴보고자 한다.

독일의 7학년이 포함된 1차 중등교육(Sekundarstufe Ⅰ)의 교육과정에서의 기본원리는 학습자가 자신의 인격

을 발전시킬 수 있도록 학교는 최적의 지원을 해야 하며 세계의 변화에 맞물려 학생들의 학습 경험과 그들의

관심사를 확장하고 심화시켜 학생이 미래의 삶에 대한 준비를 할 수 있도록 도와주어야 한다고 서술하고 있다.

수학과 교육의 목적은 학생이 모든 유형의 수학 능력을 학교에서 습득해야 하며 이는 전문적이고 개개인의

나중 학습을 위한 전제조건이라고 설명하고 있다. 수학 교육은 상황 속에서 개개인이 어느 정도로 사용하는지

판단되어져야 하고, 책임질 수 있어야 한다. 1차 중등교육에서는 상황에 맞는 문제를 처리하기 위한 통찰력, 함

수적이며 유연한 수학적 지식, 맥락과 관계된 수학적 판단력과 같은 수학 능력을 획득하기를 요구한다. 수학적

사고와 처리과정에 관련한 기술들이 수학 교육에 고려되어야만 한다고 하였다.

수학 능력은 세 가지 주요 부분으로 구성되는데 첫째, 수학은 과학의 여러 분야에 적용할 수 있으며, 수학적

구조를 통해 일상에서 뿐 아니라 과학과 기술의 문제를 검토, 해결할 수 있다. 둘째, 수학은 추상적이고 시비를

가리는 과학 구조이다. 수학은 주제와 아이디어들을 창조하고 처리하며, 이것들을 다루는 방법을 계발하기도 한

다. 셋째, 수학은 일상생활에서 또는 과학에서 창의성과 개인의 문제 해결 능력을 개발하는 인간 사고의 영역을

촉진한다고 하였다.

독일의 수학과 교육과정에서는 학생들이 함수적이고 유연하게 수학적 지식을 사용하는 수학적 소양을 갖추는

것을 목표로 하는데 이는 1차 중등교육을 통해 수학적인 내용을 다루고, 수학 능력의 형성을 통해 구체화된다.

학생들이 갖추어야할 수학 능력으로 과정관련 수학 능력과 내용 관련 수학 능력을 제시하고 있으며 내용 관련

수학 능력의 표준 가운데에 함수 부분과 관련된 것은 다음 <표 Ⅱ-1>과 같다.
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P2 7/8 비례 관계 이해하기 중심 아이디어: 함수 관계, 대수

비례를 통하여 선형 관계를 설명하고 계산할 수 있다. 학생들은 표와 그래프로 비례 관계에 대한 이해를

심화한다. 또한 비율 및 백분율을 계산하는 비례방정식과 표를 사용한다.

능력

⊷ (기본 수준 : 하우프트슐레와 게잠트슐레 G/A반)

• 암산으로 간단한 계산을 수행한다.

• 이자와 관련된 백분율을 계산한다.

• 실제 상황에서 비례 관계를 설명하고 계산한다.

• 수학적 모델을 이용하여 다양한 실제 상황을 이해한다.

다음 학생의 활동은 이러한 능력을 획득하게 한다.

학생들은

- 그래프와 표를 사용하여 비례 대응을 말로 설명한다.

- 예를 들어 비례 대응의 특징을 설명한다.

- 비례 관계로 확대, 축소와 비율을 설명한다.

- 비례 관계와 관련된 실생활 문제를 해결한다.

- 좌표평면에 비례 관계를 나타내고 적절한 비율과 단위를 선택한다.

<표 Ⅱ-2> 독일의 7, 8학년 비례대응 관련 교육과정(Berlin Senatsverwaltung für Bildung, 2006)

주요한 함수 관계 안내

8학년이 끝날 때의 표준

⊷

- 매일의 상황에서 비례, 정비례 관계를 묘사하고 해석하고 계산하기

- 정비례, 반비례 관계를 다른 형태의 표현으로 사용하기

- 백분율 계산을 사용하기

- 선형 방정식과 시스템을 시행착오를 통하여 계산적으로, 그래픽으로 풀기

- 선형적으로 또는 부분적인 선형 함수의 그래프를 그릴 수 있도록 적절한 상황 주기

- 선형 방정식과 시스템을 통하여 연습 상황 묘사하기

⊷⊷

- 선형 관계를 말이나 표, 그래프 등의 가능한 표현으로 묘사하기

- 선형 함수로 변수들의 변화를 묘사하기

- 사실적 관련성에 기반을 둔 묘사와 과정 속에서 선형 함수를 연결하기

- 선형 함수의 특징을 조사하고 함수의 항과 그래프 사이의 연결고리 만들기

- 선형 방정식과 시스템의 해결 가능성을 연구하기

⊷⊷⊷
- 함수 방정식으로 선형 관계 설명하기

- 선형 부등식을 해결하고 해집합을 설명하기 위해서 구간 이용하기

<표 Ⅱ-1> 함수 내용 관련 수학 능력 표준 

특히 베를린 주의 수학과 교육과정은 7, 8학년과 9, 10학년을 통합하고 학교 유형별 수준을 3단계로 나누어

기본적은 표준만을 제시하고 있다. 즉, 7학년이나 8학년에서 자신이 속한 학교형태(하우푸트슐레, 게잠트슐레,

레알슐레, 김나지움)의 수준에 맞게 재능과 기술을 획득하면 된다(안은경, 2010).

학교에서는 필수 영역과 선택 영역에서의 몇 가지를 선택하여 가르치도록 하고 있으며 필수 영역 중에서 함

수 부분의 교육과정 내용은 <표 Ⅱ-2>, <표 Ⅱ-3>과 같다.
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- 비례 대응에서 크기를 추정한다.

- 암산으로 비례 대응의 크기를 추정하고 계산기를 이용하여 계산한다.

- 스케치를 통해 백분율과 일부분을 다른 형태로 시각화 한다.

- 비례 대응을 백분율과 이자계산에 사용한다.

- 백분율, 백분율 값, 기본값들의 규칙을 가지고 이들의 값을 구한다.

⊷⊷(중간 수준 : 레알슐레와 게잠트슐레 E반)

- 비례방정식을 통해 비례대응의 비율을 나타낸다.

- Dreisatz, 비례방정식과 표의 풀이 방법을 비교한다.

- 비례 대응의 크기를 계산하기 위하여 표, Dreisatz, 다이어그램과 같은 절차를 선택한다.

- 증가와 감소를 이용하여 문제를 해결한다.

⊷⊷⊷(심화 수준 : 김나지움과 게잠트슐레 F반)

- 비례 대응의 복합적인 적용을 통해서 물리적 과제를 해결한다.

<표 Ⅱ-3> 독일의 7, 8학년 함수 관련 교육과정(Berlin Senatsverwaltung für Bildung, 2006)

P4 7/8 함수로 관계와 변화 설명하기 중심 아이디어: 함수 관계

함수를 좌표평면에 나타내는 그래프를 통하여 변수들의 변화와 두 양 사이의 관계를 설명한다. 학생들은

종속성을 느끼고 그래프를 사용하여 표현하는 방법을 발전시킨다. 학생들은 함수 관계의 개념을 발달시

키고 좌표평면에 나타난 변화를 읽고 해석하는 법을 배운다.

능력

⊷

• 여러 가지 형태의 표현법을 사용하여 함수를 묘사하고 그것들을 서로 변환한다.

• 그래프를 사용하여 변수의 종속성을 설명한다.

다음 학생의 활동은 이러한 능력을 획득하게 한다.

학생들은

- 실제 상황에 적절한 함수의 그래프를 제공한다.

- 표와 그래프를 통하여 실제 관계를 함수 관계로 표현한다.

- 실제 상황으로부터 정보를 확인하고 표로 만들어 좌표평면에 표현하고 함수 관계를 설명한다.

- 표로 주어진 함수를 좌표평면에 나타낸다.

- 그래프의 순서쌍을 읽는다.

- 표와 그래프에 나타난 함수를 이해하고 말과 그림으로 설명한다.

⊷⊷

- 좌표축에 주어진 함숫값을 대입한다.

- 함수의 그래프 표현에 대한 결정에 대하여 근거를 들어 설명한다.

- 하나의 대응으로 함수를 설명한다.

- 좌표 점을 연결하여 그래프가 될 수 있는지의 여부를 결정한다.

⊷⊷⊷

- 항으로 함수를 설명한다.

2.독일의 교과서 발행제도

독일은 16개의 주로 구성된 연방국가로서 교과서를 비롯한 교육정책은 각 주의 문화부(kulturministerium)가
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교과서명 출판사 대표 저자 발행연도

MATHEMATIK NEUE WEGE 7 Schroedel Arno Lergenmüller 2014

MatheNetz 7 westermann Jutta Cukrowicz 2007

<표 Ⅲ-1> 분석 대상 독일의 교과서

담당하며, 교과서 허가가 법률과 법령 혹은 지침에 의해 이루어진다. 제 1차 세계대전 후 바이마르 공화국이 성

립되면서 교육제도는 중앙집권적 통제 하에 교과서 발행 또한 그러하였다. 이후 2차 세계대전과 분단으로 인해

구동독에서는 중앙집권제도가, 구서독에서는 연방제도에 따라 각 주정부마다 다른 교과서 허가제가 발달하였다.

독일에서는 각 연방주의 학교법에 따라 교과서가 발행되고 있다. 주 별로 교과서발행 허가에 관한 세부 규칙

이나 규정을 제정하지만 상설화된 ‘주교육부장관회의(Kultus Minister Konferenz)’에서 교과서 발행 허가에 대한

결의와 권고를 도출하여, 독일 전역의 학교교육이 통일된 면모를 가지도록 시도하고 있다. 교과서의 내용과 기본

구조는 통상 주정부 차원에서 정해지며, 16개주 문화부 장관들이 협약한 연방교육표준에 따라야 하고 각 교과의

본질적인 교육과정을 다루어야 한다(한국교과서연구재단, 2012).

교과서 검정 기준은 주별로 차이가 있기는 하지만, 법적 규정을 위반하지 않으며, 교육과정 기준과 교육목표

및 내용에 상응해야 하며, 교육방법 및 교수법적 측면에서 충분히 교육적이어야 하며, 학문의 수준에 부합해야

하며 서술에 오류가 없어야 하고, 성, 종교, 인종차별적 내용이 없어야 한다는 베를린 주의 교과서 인가 규정과

유사한 기준을 공통적으로 적용하고 있다(Stöber, 2010).

Ⅲ. 독일의 수학 교과서 분석

1. 분석 대상 및 절차

독일의 교과서는 총 16개의 연방주가 각 주의 교육부의 교육과정에 근거하여 교과서를 편찬하고 있으며 교육

과정의 최소한의 표준화를 위해 독일 연방공화국 각 주(州) 교육부 장관 상임위원회인 Ständige Konferenz der

der Kultusminister der Länder der Bumdesrepublik Deutschland(이하 KMK)를 운영하고 있다. 본 연구에서는

16개의 연방 주 가운데 하나인 베를린(Berlin) 주의 김나지움 수학 교과서인 MATHEMATIK NEUE WEGE

7(Arno Lergenmüller et al., 2014)와 MatheNetz 7(Jutta Cukrowicz et al., 2007)를 분석 대상으로하였다(<표 Ⅲ

-1>).

선정한 독일의 김나지움 수학 교과서의 특징을 알아보기 위하여 교육과정 해설서 및 독일의 교과서를 비교,

분석한 선행연구 논문들을 수집하여 독일의 수학 교육과정을 토대로 독일의 수학 교과서의 단원 구성 체계와

전개 방식에 관하여 분석하였고, 독일의 수학교과서에서 볼 수 있는 특징적인 내용을 분류하고 기술하였다.

2. 독일의 수학 교과서 함수 단원 구성

1) 교과서의 단원 구성 체계

독일의 교과서는 단원 구성 체계가 대단원과 소단원으로 이루어져있으며 출판사에 따라 함수 단원이 1단원에

위치하기도 4단원에 위치하기도 한다. 실제로 다른 기하 단원이나 정수 단원의 순서도 서로 달랐으며 소단원의



공 서 영ㆍ고 호 경ㆍ허 난438

[그림 Ⅲ-1] 프로젝트

(MatheNetz 7, p.145)

개수 등 체계의 형식적인 부분이 자유롭게 구성되었다(<표 Ⅲ-2>).

각 교과서에서 함수 단원의 분량과 비중을 살펴보면 독일의

MATHEMATIK NEUE WEGE 7 수학교과서가 전체 261쪽 중에 48쪽으

로 18.5%, MatheNetz 7 수학교과서가 전체 247쪽 중에 33쪽으로 13.4%를

차지하고 있어 함수를 비중 있게 다룬다고 볼 수 있다.

MatheNetz 7 교과서는 [그림 Ⅲ-1] 과 같이 각 과마다 마지막에 프로젝

트 단원을 넣음으로써 실생활 문제들과 관련한 주제를 깊이 있게 다루고

있을 뿐 아니라 학습한 각 단원의 내용을 활용하여 문제해결을 할 수 있도

록 하는 ‘8. 학습 관리 문제’ 단원을 마지막에 두어 다시 한 번 함수에 관

한 내용을 다루고 있다. 독일의 수학 교과서는 교과서마다 단원의 구성이

나 내용이 한국의 수학 교과서에 비해 자유로워 학생, 학교, 교사의 선택권

이 넓다고 볼 수 있다.

2) 교과서의 단원 전개 방식

독일의 수학 교과서는 기초지식을 배우기 전에 앞으로 배우게 될 내용

의 필요성을 느낄만한 예제나 내용을 제시하였다. 시작에서부터 댐의 수위

변화를 표로 제시한다든지, 쥐와 두꺼비의 체온과 심장박동수를 그래프로

제시하는 등의 현실과 밀접한 관련이 있는 문제를 상황 그대로 보여주어 동기화하는 방식을 따른다.

단원의 전개는 단원의 목표와 배울내용을 소개하고 실생활 관련 문제를 통해 기초지식을 학습할 수 있도록

소단원의 중요개념을 한 번에 제시하고 그 뒤에 연습문제가 20개 내외로 한꺼번에 제공되고 단원의 내용을 정리

하고 요약할 수 있도록 전개되는데, 교과서의 편집 구성은 문제와 문제사이의 공간이 적고 더욱 촘촘하게 구성되

어 있다. 연습 문제 중에 컴퓨터나 계산기 등을 활용하는 문제를 제시하여 공학용 도구의 사용을 권장하고 있다.

다만 독일의 수학 교과서는 단원과 관련이 있는 흥미로운 수학사나 다양한 수학적 사실을 실은 부분은 없다.

전반적으로 살펴본 독일의 수학 교과서가 간결하고 문제 사이의 여유 공간이 적으며 다소 딱딱하게 느껴진

다. 이는 이유는 개념 설명을 간단하게 하고 문제가 많이 나열된 형태를 띠고 있기 때문으로 생각된다.

교과서 MATHEMATIK NEUE WEGE 7 MatheNetz 7

단원명

1. 그래프, 표, 항을 통해 과제를 설명하기

1.1 그래프를 읽고

1.2 그래프, 표, 공식

1.3 균형곡선

1.4 비례대응

1.5 반비례대응

1.6 항

1.7 대응을 통한 문제해결

4. 그래프와 함수

4.1 함께 발견하고 설명하기

4.2 그래프와 함수

4.3 비례와 반비례 대응

4.4 혼합된 연습문제

4.5 요약

4.5 프로젝트: 체질량지수

8. 학습 관리 문제

8.4 그래프와 함수

<표 Ⅲ-2> 독일의 7학년 수학교과서 단원명



독일의 7학년 함수 영역 수학 교과서 분석 439

전개 내용

도입
수학 개념이 등장하기 전에 학습동기 유발을 위한 몇 개의 실생활과 관련한 문제

와 예들을 제시

기초지식 수학 기초지식과 개념, 용어, 기호 등을 제시하고 문장으로 설명

연습문제 각 소단원마다 다양한 연습문제 제시

심화문제 연습문제를 해결한 후 한 두 문제 정도 난이도가 어렵고 좀 더 현실적인 문제 제시

혼합된 연습문제 대단원의 학습이 끝난 후 다양한 연습문제 제시

요약 단원의 중요 개념 및 기초지식, 용어 등의 내용을 요약 제시

전개 내용

무엇을

기대하는가?
단원의 목표를 설명적으로 제시하고 배울 내용을 소개

과제 실생활이나 타 교과와 관련된 예들로 이루어진 문제 제시

기초지식 수학 기초지식과 개념, 용어, 기호 등을 간결하게 제시

예 기초지식에 관련한 간단한 예

연습문제 각 소단원마다 다양한 연습문제 제시

CHECK-UP
대단원의 학습이 끝난 후 한 장정도 분량의 문제가 제시되어 있으며 중요 개념

및 기초지식, 용어 등의 내용이 간략히 제시

<표 Ⅲ-3> 독일의 수학교과서 MATHEMATIK NEUE WEGE 7의 단원 전개

<표 Ⅲ-4> 독일의 수학교과서 MatheNetz 7의 단원 전개

3. 독일의 수학 교과서 함수 내용 분석

1) 함수의 정의

독일의 수학교과서 MATHEMATIK NEUE WEGE 7에서는 함수에 대한 기호나 용어, 수학적 정의를 제시하

지 않고 [그림 Ⅲ-2]와 같이 다양한 상황들이 어떤 두 가지 크기의 대응관계로 이루어져있다는 것을 예로 들어

함수 상황을 설명하고 있다.

일상 생활에서 많은 상황들은 두 가지 크기(변수를 의미)와

관계가 있다.

⚫ 주식시세는 분마다 변한다. 증권거래소는 매일 매 시간

마다 각각의 DAX 지수를 공지한다.

⚫ 주사위의 부피는 선분의 길이에 달려있다. 선분의 길이

는 주사위의 부피에 대응한다.

⚫ 직사각형의 둘레의 길이는 가로와 세로의 길이에 달려

있다. 각각의 가로, 세로의 길이는 둘레의 길이와 대응된다.

[그림 Ⅲ-2] 두 변수의 대응의 예(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.10) 

시간에 따른 자동차의 속력, 시간에 따른 적설량과 같이 두 크기의 대응 관계를 인지한 학생들은 [그림 Ⅲ-3]

과 같이 그 모습을 설명해보거나 그래프로 나타내보면서 대응 관계를 이해하고 묘사하고 있다.
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9. 그래프는 자동차가 가까운 슈퍼마켓까지 간 거

리를 나타냅니다. 가로축은 매분 운행시간이고 세

로축은 속도(km/h)입니다. 자동차의 운행 모습을

설명해보시오.

10. Katrin과 Lukas는 부모님과 스키를 타러 갔습

니다. 매일 아침 8시에 적설량을 측정하였습니다.

10일동안 측정된 자료를 그래프로 나타내시오.

[그림 Ⅲ-3] 대응을 표현한 예(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.12)

이후 [그림 Ⅲ-4]와 같이 대응 관계를 기호, 문장, 표, 그래프, 공식 등으로 다양하게 표현될 수 있음을 보여

주고 있으며 [그림 Ⅲ-5]와 같이 식을 표로 나타내거나 그래프를 표나 식으로 나타내봄으로써 이 대응 관계를

나타내는 여러 표현법을 서로 변환하는 연습을 하도록 하였다.

대응을 여러 유형으로 나타낼 수 있다. 표나 그래프나 단

어로, 계산 규칙으로.

대응 : 속도 → 거리

문장 : 마른 땅에서 자동차의 제동거리 는 속도 를 제

곱하여 으로 나눈 것으로 계산됩니다.

계산 규칙 :  


·

[그림 Ⅲ-4] 대응 관계의 여러 표현법(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.20)

MATHEMATIK NEUE WEGE 7에서는 함수의 정의를 제시하지 않고, 크기를 갖는 둘 사이에 만족하는 어

떠한 대응 관계를 여러 상황을 통해서 발견하고 이를 표나 그림이나 문장이나 식 등의 자신이 원하는 유형으로

표현할 수 있도록 유도하고 있다. 이처럼 굳이 함수라는 용어나 라는 기호를 쓰지 않더라도 다양한 예들을

통해 두 변수 사이의 대응관계가 있음을 느끼며 그것을 다양하게 표현해 봄으로써 학생들은 직관적으로 함수가

어떤 것인지 알 수 있도록 하였다. 또한 학습자가 주체적으로 다양한 현실의 자료를 해석하면서 두 변수 사이에

대응 관계가 있는지 없는지 생각해보고 그것을 여러 유형으로 표현해보기도 하며, 그들 사이에 만족하는 규칙성

을 자연스럽게 추론할 수 있도록 구성되어 있다.

반면 또 다른 독일의 수학교과서인 MatheNetz 7에서는 함수를 어떤 값이 변할 때 어떤 한 값이 따라서 변하

는 대응으로서 정의하고 있으며 Funktion(함수), Funktionswert(함숫값)라는 용어도 사용하고 있다. [그림 Ⅲ-6]

에서와 같이 정사각형 한 선분의 길이와 면적의 대응을 예로 함수를 도입하고 있으며, 두 값을 순서쌍으로 나타

낸 뒤 그래프를 그릴 수 있음을 알려주고 있다. 또한 선분이 길어질수록 넓이가 커지는 변화와 그에 대한 대응

을 그래프 뿐 아니라 기호, 표 및 공식으로 나타내고 있다.
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10. 대응은 표로 나타낼 수 있다. 각각의 경우

에 다음과 같은 규칙을 갖는 대응이 있습니다.

각각의 대응에 대하여 의 값을 0.5, 1, 2, 3, 4,

5로 했을 때의 표를 만들고 그래프를 그리시오.

12. 다음과 같은 그래프가 있다. 각 대응에 따른

표를 만들고 대응규칙(식)을 찾아보시오.

[그림 Ⅲ-5] 대응 관계의 표현법 변환(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.22)

정사각형의 면적은 선분의 길이에 달려있다. 각 변의

길이 (a)는 면적 A(a)와 대응하고 a → A(a)로 나타

낸다. (변의 길이, 면적)의 순서쌍으로 각각의 점을 좌

표평면 상에 찍으면 대응하는 그래프를 얻게 된다.

그래프에서는 ~할수록 ~한 대응을 즉시 볼 수 있다.

: 여기에서는 선분이 길어질수록 면적도 커진다. 이때,

면적에 대한 공식이 순서쌍의 계산에 도움이 된다. :

A(a)=a

[그림 Ⅲ-6] 함수의 예(MatheNetz 7, p.124)

정사각형의 한 변의 길이 a는 정확히 하나의 면적 A(a)

와 대응된다.

이러한 대응은 명백한 대응 또는 함수라 한다.

A(a)는 a의 함숫값이라 한다.

함수방정식 함수항 설정 : a=2.5

A a  a A    
a의 값으로 양수와 0을 사용할 수 있다. a=2.5의 함숫값

[그림 Ⅲ-7] 함수의 정의(MatheNetz 7, p.124) 

또한 [그림 Ⅲ-7]과 같이 정의역, 치역, 공역과 같은 용어 없이 정사각형의 한 변의 길이와 그에 따른 넓이의

변화라는 예를 통하여 대응으로서 함수(Funktion)를 정의하고 있다. 이후 함수가 아닌 대응과 함수인 대응을 비

교함으로써 한 값에 정확히 하나의 값이 대응해야만 명백한 대응, 즉 함수임을 정확히 알게 한다([그림 Ⅲ-8]).
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[그림 Ⅲ-10] 함수의 다양한 표현

(MatheNetz 7, p.127)

  

명백하지 않은 대응

자연수 n ↦ n 의 약수

대부분의 자연수가 여러

개 약수와 대응한다.

그래프에서 y 축에 평행

한 여러 선 위에 여러

점이 있다.

명백한 대응

자연수 n ↦ n 의 약수

의 개수

임의의 자연수의 약수의

개수는 정확히 하나의 값

에 대응한다.

그래프에서 y 축에 평행

한 각각의 선 위에 오직

한 점이 있다.

다음 예들은 명백하지 않은 대응과 명백한 대응 사이

에 중요한 차이점들이 있음을 보여주고 있다.

[그림 Ⅲ-8] 함수가 아닌 대응과 함수의 비교(MatheNetz 7, p.124)

함수항 또는 함수방정식은 함숫값의 계산을 용이하게

한다. 하지만 유감스럽게도 모든 함수에 대한 함수항은

알 수 없다. 함수는 종종 기호 로 나타낸다. 좌표평면

에서 x축에 쓰여진 값들은 x값이라 한다. 함숫값은 기

호 로 나타낸다.  대신 y를 쓰기도 한다.

대응 규칙 : x값 ↦ 함숫값 

쓸 때 : x ↦ 

말할 때 : x는 x의 f에 대응된다.

[그림 Ⅲ-9] 함수의 기호(MatheNetz 7, p.124)

MatheNetz 7에서는 함수를 로, 함숫값을 의 기호로 나타

냄을 설명하면서 모든 함수가 함수식으로 표현되지 못한다는 것도

알려준다. 또한 대응을 통해 함수의 개념이 옳게 정립되도록 친절

하게 설명해주고 있으며 MATHEMATIK NEUE WEGE 7과 마찬

가지로 함수를 다양한 표현으로 나타내고 이들을 변환할 수 있게

한다.

독일의 수학 교과서에서는 학생들이 함수 단원을 배우면서 두

양의 관계를 적절히 표현하고 이를 변환하는 것에 초점을 두고 있

다. [그림 Ⅲ-10]과 같이 학생들은 함수 단원을 통해 실세계에서 서

로 의존적이며 변화하는 양들 사이의 관계에 대하여 생각해보고 이

를 분석해보며, 수와 표, 식, 그래프와 같이 다양한 표현들을 선택

적으로 사용할 수 있게 된다.

2) 다양한 실생활 소재 사용

독일의 수학교과서의 특징 중의 하나로 들 수 있는 것은 버스에서 움직인 거리에 따른 속도기록, 주식변동,
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(a) 버스의 속도기록계(p.9) (b) 연간 DAX 지수의 변화 그래프(p.12)

(c) 함부르크 항구의 시간에 따른 수위(p.12) (d) 세 종류의 통화요금 제도(p.117)

[그림 Ⅲ-11] 의 다양한 실생활 소재 사용(MATHEMATIK NEUE WEGE 7)

통화 요금제의 비교 등과 같은 실생활과 연관된 다양한 함수 상황을 다루고 있다는 점이다.

[그림 Ⅲ-11]의 (a)는 버스의 속도기록계를 보고 언제 차량이 출발했는지, 언제, 얼마나 오랫동안 쉬는 시간을

가졌는지 등의 정보를 추론하는 문제의 예다. [그림 Ⅲ-11]의 (b)는 DAX 지수 그래프를 보고 a)에서 2000년에

는 언제 지수가 가장 높았었는지, b)에서 연초와 연말의 DAX 지수가 얼마나 높았는지 비교해보거나 c)에서 작

년의 DAX 정보는 학생들이 직접 인터넷을 통해 찾아보고 살펴보도록 하고 있다. 즉, 가공된 자료를 주는 것이

아니라 학생들이 자료를 직접 찾아보고 이를 통해 문제를 해결하게 하고 있다. [그림 Ⅲ-11]의 (c)는 Thorsten과

Klaus 두 학생이 자신들의 반 학생들에게 함부르크 항구의 수위를 24시간동안 측정하겠다고 약속하고 그들의

부모의 도움을 받아 7시부터 24시까지 매시간 항구의 수위를 측정하였고, 그 측정한 정보를 표로 나타내었다. a)

에서 이 표를 그래프로 나타내 보고, b)에서는 1시부터 7시까지 측정하지 못한 값들을 추측할 수 있는지 묻고

있다. [그림 Ⅲ-11]의 (d)는 세 종류의 통화요금 제도가 표와 그래프로 나와 있다. 기본요금과 추가 단위당 요금

을 표로 나타낸 것보다 그래프로 나타내는 것이 통화량에 따라 어떤 요금 제도를 쓰는 것이 나은지 더 쉽게 파

악할 수 있음을 얘기해주고 있다.

이와 같은 예들을 통해 학생들은 수학이 일상생활과 밀접한 관련을 갖고 있다는 것을 자연스럽게 느끼도록

하고 있으며 다양한 일상의 맥락 안에서 자료들을 수학적으로 표현해보거나 정보를 알아내거나, 다음 상황을 추

론하는 등의 활동을 통해 함수적 사고를 기를 수 있도록 하고 있다. 이러한 점은 학생이 수학을 통해 일상생활

의 현상을 이해하고 설명하고 문제를 해결할 수 있게 됨을 인식할 수 있도록 하며, 함수적이며 유연한 사고와

다양한 지식을 실생활의 다양한 맥락 안에서 의미 있게 활용할 수 있도록 하고 있는 독일 교과서의 특징적인

면을 잘 보여주고 있는 것이다.

3) 타 학문와의 연계성

독일의 수학교과서에서는 실생활 문제뿐만 아니라 다른 학문과의 연계성을 갖는 예들을 다양하게 제시하고
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있다. 예를 들면 [그림 Ⅲ-12]에서와 같은 이산화탄소 배출에 대한 그래프와 다이어그램, 온도에 따른 물의 부피

변화 그래프, 두꺼비와 쥐의 기온에 따른 심장박동수 그래프, 아기의 개월 수에 따른 몸무게 그래프, 살쾡이와

흰덧신토끼에 대한 그래프, 각 도시의 기온과 강수량 다이어그램 등을 제시하여 수학과 다른 학문을 연결하고

이와 관련된 문제를 해결한다.

[그림 Ⅲ-12]의 (a)는 a)에서 세계 지표면의 평균기온이 어떻게 되는지 알아보도록, b)에서 그래프를 보고 어

떤 정보를 알아낼 수 있는지 질문하고 있으며, c)에서 왜 이산화탄소의 배출량이 주어진 것인지 알아보고, d)에

서 온실효과에 대해 조사해 보도록 하고 있다. 즉, 주어진 그래프와 다이어그램을 해석하여 이산화탄소의 배출량

과 온실효과가 어떤 관계가 있는지를 추측해보고 조사해보는 이러한 활동은 지구과학과 관련이 있다. [그림 Ⅲ

-12]의 (b)는 화학, 생물학과 관련이 있는 문제로서 고체, 액체, 기체의 부피는 온도에 따라 영향을 받고 일반적

으로 온도가 올라갈수록 부피가 증가하지만 물은 예외다. a)에서 오른쪽 그림을 보고 액체상태의 물의 온도와

부피사이의 관계를 설명하도록 하고 있다. b)에서는 물이  일 때 부피가 제일 작아서 무게가 가장 크다는

정보도 또한 알려준다. 이를 통해 물은  일 때 바닥에 가라앉게 되는데, 이것이 겨울에 수중생물이 살아가

는데 어떤 의미를 갖는지 설명해보도록 하고 있다.

(a) 이산화탄소 배출량과 온실효과(p.122) (b) 온도에 따른 물의 부피 변화(p. 122)

[그림 Ⅲ-12] 타 학문과의 연계 문제(MatheNetz 7)

(a) 두꺼비와 집쥐의 비교(p.8) (b) 개월 수에 따른 몸무게(p.12)

[그림 Ⅲ-13] 타 학문과의 연계 문제(MATHEMATIK NEUE WEGE 7)

[그림 Ⅲ-13]의 (a)는 온도에 따른 심장박동수의 두 그래프가 주어져 있다. 이는 두꺼비와 집쥐에 대해 조사

된 것인데, a)에서 학생들이 그래프를 해석해보도록, b)에서 어느 그래프가 두꺼비의 것인지 혹은 집쥐의 것인지
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추론해보고 c)에서 그래프의 공통점과 차이점을 찾아보고 있다. 이 문제는 특정 동물들이 환경조건(기온)에 따라

어떤 영향을 받는지를 생각해 보도록 하고 있다. 이는 생물학과 관련이 있다. [그림 Ⅲ-13]의 (b)는 아기들의 개

월 수에 따른 몸무게에 대해 조사한 그래프를 제시하고 눈에 띄게 가볍거나 무겁다면 그것이 병이 있다는 것을

의미한다고 정보를 제공하고 있다. a)에서 이 그래프를 보고 자신의 진료수첩을 찾아 그래프와 비교해볼 수 있

도록 한다. c)에서 여러 아이들의 예들을 보고 눈에 띄게 가벼운 것인지 또는 무거운 것인지를 확인해보고 있다.

이 문제는 의학과 관련이 있다.

[그림 Ⅲ-14]의 (a)는 Hudson Bay 회사에서 오랫동안 살쾡이와 토끼에 대한 연구를 해왔는데 토끼는 살쾡이

의 먹이임을 알려준다. a)에서 여러 해 동안 살쾡이(Luchs)와 토끼(Hase) 수의 변화를 묘사하고 나타난 모델을

설명해보도록 하고 있으며 b)에서 수학자 VITO VOLTERRA(1860~1940)가 이미 포식자-피식자 관계를 연구했

는데 또 어떤 상황이 오른쪽 그래프와 연관시켜 볼 수 있는 것인지 살펴보게 하고 있다. 이는 생태학과 관련이

있다. [그림 Ⅲ-14]의 (b)는 호주의 Coen과 Halls Creek, 뉴질랜드의 Dunedin의 기온과 강수량을 나타낸 다이어

그램을 제공하고 독일의 Soest와 비교하여 특징과 차이점을 설명해보도록 하고 있다. 특히 c)에서 지리책을 직

접 찾아보고 기후도에 대해 평가해보도록 하고 있다. 이는 세계지리학과 관련이 있다.

수학이 필요하고 유용한 지식이라는 인식이 형성되면 자연스럽게 수학에 대한 긍정적인 태도를 가지게 되고,

수학 학습에 대한 관심과 흥미가 높아져 수학을 대하는 태도가 바람직한 방향으로 변화될 것이다(교육인적자원

부, 2008). 독일 교과서에서는 이런 예들을 통해 학생들로 하여금 수학이 여러 학문들과 연관성이 있으며, 자료

를 수학적으로 정리하고, 그래프나 표로 나타내는 것이 문제 해결에 중요한 것임을 느낄 수 있도록 하고 있다.

또한 정리된 그래프나 표, 다이어그램을 수학적으로 해석, 추론함으로써 미래를 예측하거나 자연재해를 예방하는

방법을 모색하는 등 수학이 실제생활에 유용하게 쓰인다는 것을 알 수 있도록 하고 있다.

(a) 살쾡이와 흰덧신토끼에 대한 연구(p.122) (b) 각 지역의 기온과 강수량(p.119)

[그림 Ⅲ-14] 타 학문과의 연계 문제(MatheNetz 7)

4) 함수의 그래프 해석 및 그리기

독일의 수학 교과서에서는 다양한 그래프를 활용하여 함수를 지도하고 있는 특징이 있다. 7학년에서부터 그

래프의 증가, 감소, 최댓값, 최솟값 등의 용어를 알려주고 이를 사용해 그래프를 적절히 해석할 수 있도록 하는

문제를 제공하고 있다.
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대응은 그래프로 나타낼 수 있다.

그래프 읽기

⚫ 축이 나타내는 것을 잘 보면 무엇을 말하는지 알

수 있다.

⚫ 그래프의 각각의 점은 두 가지 정보를 가지고 있

다. 11시 30분에 여행자의 속도는 5.5km/h이다.

줄여서 말하자면 순서쌍은 : (11:30, 5.5km/h)

속력-시간의 다이어그램

“그래프”는 기호, 도안이라는 뜻의 그리스어이다.

한 쌍을 이루는 값들을 순서쌍이라고 부른다.

[그림 Ⅲ-15] 그래프 해석 1(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.10)

독일의 수학교과서 MATHEMATIK NEUE WEGE 7를 먼저 살펴보면 [그림 Ⅲ-15]에서와 같이 어떤 대응을

그래프로 나타내었을 때 두 변수는 각각의 정보를 가지고 있으며 이를 순서쌍으로 나타낼 수 있음을 설명하고

있다. 그리고 [그림 Ⅲ-16], [그림 Ⅲ-17]과 같이 그래프 자료를 제공한 후 그것을 읽어 알아낼 수 있는 정보들

이 어떤 것이 있을지 추론해보기도 한다. 한 점의 순서쌍이 나타내는 정보를 알아낼 수도 있고, 그래프에서 가장

높은 지점이 어딘지 생각해보기도 한다.

예A) 프랑스를 달리는 자전거선수가 각 구간마다

다음과 같이 달리고 있다. 이 다이어그램에서 어

떤 것을 추론할 수 있나요? - 예를 들면 어느 킬

로미터에서 가장 높은 구간에 도달했는지 알 수

있다. 181.5km 에서는 Briancon에 도달했다. 가장

높은 지점인 Col du Galibier은 145.5km 구간이다.

[그림 Ⅲ-16] 그래프 해석 2(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p. 10)

그래프에는 당신이 한 시간 동안(가로축) 어떤 속

도로(세로축) 지나왔는지 확실히 나타내고 있다.

a) 과정을 언어로 묘사하시오.

1. 시간 축에 값 (2시 30분)을 표시하시오.

2. ...

b) 또한 시각에 따른 속도를 어떻게 찾는지 묘사

하시오. 어떤 모습이 나타나는가?

[그림 Ⅲ-17] 그래프 해석 3(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.10)
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기본지식) 정보를 그래프로 설명할 수 있다.

그래프 그리기.

1. 무엇이 표시되어 있는지 밝히시오. 어떤 크기가 어떤 축에

놓여 있는가?

2. 그림의 한 절편을 밝히시오. 어떤 값이 축에 나타나 있는가?

3. 척도를 나타내시오. (예를 들어 1cm의 축은 ...와 부합한다)

4. 표의 순서쌍을 그래프에 나타내시오.

[그림 Ⅲ-18] 그래프 그리기(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.10)

그래프를 직접 그려보는 과정을 [그림 Ⅲ-18]과 같이 안내하고 있으며 어떤 정보를 어떤 축에 놓을지, 척도는

얼마나 할지 등을 결정한 후 점을 찍어 그래프를 그리도록 하고 있다. 이때 쓰인 자료 역시 시간에 따른 물의

소비량으로 실제적인 수치와 불규칙적인 곡선의 그래프의 모습을 볼 수 있다.

그래프에 대한 설명을 할 때 적절한 개념이 필요하며 [그림 Ⅲ-19]의 (a)에서와 같이 그래프의 모양에 관한

여러 용어(증가, 최댓값, 감소, 최댓값, 최솟값, 가파른, 완만한)들을 직관적으로 도입한다. MatheNetz 7 또한 마

찬가지로 [그림 Ⅲ-19]의 (b)와 같이 여러 그래프의 예들을 제시하고 곡선의 움직임을 설명할 때 필요한 개념인

증가, 감소를 설명하고 있다.

(a) MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.10 (b) MatheNetz 7, p.110

[그림 Ⅲ-19] 그래프에 관한 수학 용어 

이와 같이 독일의 수학 교과서는 다양한 함수적 상황을 그래프로 묘사해보고 그래프가 갖고 있는 특징이나

정보들을 해석해내는 것에 더욱 초점을 맞추고 있다.

5) 다양한 그래프의 모양

독일의 수학교과서의 가장 두드러진 특징은 다양한 그래프의 모양을 활용하고 있다는 점이다. 함수의 그래프

로 정형화되지 않은 불규칙적인 그래프, 함수가 아닌 그래프, 두 개 이상의 자료가 한 좌표평면 상에 나타난 그

래프 등을 제공하고 있으며 이를 활용하여 함수에 대한 명확한 이해를 돕고 있다.

[그림 Ⅲ-20]에서와 같이 학생들은 그래프가 규칙적일 수도 불규칙적일 수 있고 직선일 수도 있고 곡선일 수

도 있으며 연속적일 수도 불연속적일 수도 있으며 무수히 많은 형태로 표현해낼 수 있음을 알 수 있도록 하였
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다. 또한 하나의 좌표평면에 여러 개의 그래프를 그려서 둘을 견주어 비교하고 분석하는 능력을 기를 수 있도록

하였으며, 어떤 상황이 주어질 때 학생 스스로 그것을 그래프로 적절히 표현할 수 있고 또 그 그래프가 알맞게

그린 것인지 점검해볼 수도 있도록 하여 교과서에 제시된 다양한 그래프의 모양을 통해 학생들의 사고의 폭이

넓힐 수 있도록 하고 있다.

김다예(2014)가 언급한 바와 같이 학생들은 함수의 그래프 모양에 대해 함수의 그래프는 연속이어야 한다든

지, 함수의 그래프 모양은 그들의 눈에 익숙한 멋진 모양이어야 하며, 불연속이거나 이상한 모양은 안 된다는 오

개념을 가질 수 있으며, 이를 극복하기 위해서는 학생들의 오개념에 상반되는 예제들을 제시하여 오개념을 수정

할 수 있도록 하는 것을 정두리(2014)는 제안한 것과 같이 독일의 수학 교과서는 다양한 그래프의 모양을 제시

함으로써 학생들의 오개념을 줄이고 함수에 대해 명확히 이해하는데 도움을 주고 있다.

(a) 불규칙적인 그래프

(MATHEMATIK NEUE WEGE 7, p.9)

(b) 함수가 아닌 그래프 찾기

(MatheNetz 7, p.127)

(c) 두 개의 자료가 동시에 표현된 그래프

(MatheNetz 7, p.115) 

(d) 불연속적인 그래프

(MatheNetz 7, p.143)

[그림 Ⅲ-20] 다양한 모양의 그래프 

6) 현실적인 수치 자료

독일의 수학교과서는 그래프나 표의 수치가 계산하기 쉽게 임의로 조정된 수이거나 간단히 계산할 수 있는

한 자리의 정수나 자연수로 나타난 것이 아니라 직접 측정한 자료나 현실적인 수치를 사용한 것이 특징이다.

[그림 Ⅲ-21]과 같은 규칙적으로 오르내리는 라인 강의 수위, 단위가 백만 톤인 에너지 사용량, 소수점 첫째

자리까지 나타낸 어느 지역의 온도 등의 예들을 볼 때 독일의 수학 교과서는 계산상의 편의를 위해 조작된 간

단한 수 보다는 가공되지 않은 실생활의 수치를 자료로 문제를 구성하고 있다. 이를 접하는 학생들은 아주 작은

수나 아주 큰 수 등을 사용하는데 있어 거부감이 없고, 규칙적인 수뿐만 아니라 불규칙 적인 수로 나타난 자료

들도 표, 그래프 및 다이어그램으로 표현하기에 어려움이 없도록 하고 있다. 이는 독일 수학 교육과정에서 중요

시하는 수학적 능력 중 실제상황을 수학적인 표현으로 적절히 표현해내고 필요한 개념이나 요소를 찾아내야하

는 모델링 능력을 키워주는 것과 밀접한 관련이 있다.
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(a) 라인 강의 수위를 나타낸 표

(MATHEMATIK NEUE WEGE

7, p.24)

(b) 에너지 사용을 나타낸

그래프와 표 (MATHEMATIK NEUE

WEGE 7, p.11)

(c) 러시아 Jakutsk 지역의 기온과

강수량을 나타낸 표와

다이어그램(MatheNetz 7, p.116)

[그림 Ⅲ-21] 다양한 수치 자료 활용

7) 다양한 문제

독일의 수학 교과서에 나온 문제는 답이 바로 나오는 단답형의 문제들도 많이 있었지만 실세계 상황을 바탕

으로 만든 개방형(open-ended) 문제, 수학적 의사소통 문제가 적절히 섞여 있었다.

(1) 개방형 문제

김보경·권성룡(2016)에 따르면 개방형 문제는 결과가 미리 정해지지 않은 즉, 접근 방법과 결과가 다양한 형

태로 나올 수 있는 문제이다. 독일의 수학 교과서에서는 이러한 개방형 문제들을 많이 찾아볼 수 있었다.

5. 다음 그래프 중 어떤 그래프가 당신의 지

역사회의 하루 동안 전력 소비를 나타내는

것일까? 당신의 결정을 설명하시오.

19. 팔꿈치 길이 u → 신장 l

l(u)=4u-13

b) 이웃의 팔의 길이와 신장을 재어보고 식을

확인해보시오.

(a) p.11 (b) p.24

[그림 Ⅲ-22] 개방형 문제(MATHEMATIK NEUE WEGE 7)
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[그림 Ⅲ-22]의 (a)는 여러 곡선 그래프를 제시한 후 자신이 살고 있는 지역의 전력 소비로 적당한 것을 고르

고 왜 그렇게 선택했는지를 묻고 있다. 학생들은 자신의 추론 과정이 옳은지 비판적으로 평가하고 반성할 기회

를 갖게 된다. [그림 Ⅲ-22]의 (b)는 팔꿈치 길이와 신장 사이에는 일차식이 성립한다고 알려준 후 팔꿈치 길

이가 38, 40, 45, 52에 해당할 때 신장이 어떻게 되는지 식에 u값을 대입하여 함숫값을 찾는 정형 문제의 예이다.

그와 더불어 b)에서 주변 사람들의 팔의 길이와 신장을 재어보고 정말 함수식이 맞는지 확인해보는 작업을 통해

다양한 팔 길이와 신장을 측정하고 둘 사이에 규칙성이 있다는 것을 느낄 수 있도록 하였다. 학생들은 이러한

문제를 통하여 생활 주변이나 사회 현상 등의 다양한 맥락 안에서 파악된 문제를 해결하면서 수학적 개념, 원리,

법칙을 탐구할 기회를 갖게 된다.

a) 구(舊)시가인 Seehofer 지역이 홍수로 범람하

게 될까요? 대피조취를 취해야 하나요?

b) 현실에서 어떤 과정들이 다음의 함수 그래프에

의해 설명될 수 있는가? 적어도 하나의 예를 드시오.

(a) p.114 (b) p.127

[그림 Ⅲ-23] 개방형 문제(MatheNetz 7)

[그림 Ⅲ-23]의 (a)는 Rohrdorf 지역의 날짜, 시간에 따른 수위를 나타낸 표이다. 측정된 자료를 보고 자연 재

해인 홍수에 대하여 생각해보고 어떠한 대비를 해야 하는지 생각해보도록 하고 있다. 주어진 문제는 정해진 답

이 없으며 학생들의 상상력과 함께 현실의 자연재해(홍수) 문제를 직접 다뤄볼 수 있는 문제로 학생들이 표를

해석하고 이를 토대로 미래에 대한 예측을 하며 그에 적절한 판단을 내리는 활동을 할 수 있도록 유도하고 있

다. 학생들이 수학적 지식, 기능, 경험을 연결하여 실생활의 문제를 해결할 방법을 모색해보는 기회를 갖도록 하

고 있다. [그림 Ⅲ-23]의 (b)는 여러 그래프에 맞는 현실의 상황을 생각해보고 그래프와 현실을 연결해보고 그

상황을 창조적으로 만들어보는 문제이다. 어떤 상황을 그래프나 표로 나타낼 수도 있지만 반대로 그래프나 표를

보고 상황을 그려내는 활동을 하게 함으로써 쌍방향의 사고 작용을 활성화시킬 수 있도록 하고 있다.

이러한 예들을 볼 때 독일의 수학 교과서의 문제는 적절한 수학적 표현을 선택하고 그를 뒷받침하는 근거를

생각하거나 상황에 적합한 다양한 예들을 찾아보거나 자료를 해석하여 미래를 예측하고 대비책을 생각해보게

하고 있음을 알 수 있다. 이러한 개방형 문제는 특정한 답이 정해져있지 않기 때문에 학생들이 창의적이며 기발

한 답을 만들어낼 수 있다. 또한 이미 답이 나왔다 하더라도 다른 답을 찾을 수도 있고, 학생들이 서로 다양한

답을 발표하고 서로 비교해볼 수도 있다. 이러한 문제들이 협동학습을 직접적으로 제시하고 있지는 않지만 수업

시간 내에 서로 답을 공유하는 기회를 가져보기에도 적절한 문제이다.
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(2) 수학적 의사소통 문제

독일의 수학 교과서에서 볼 수 있는 또 다른 특징은 수학적 의사소통을 원활히 할 수 있는 문제들이 많은 것

이다. 독일의 수학 교육과정에서 볼 수 있듯이 자신의 언어나 수학적 언어, 용어를 사용하여 얘기하는 것, 수학

문제를 협력하여 해결하거나 개념에 대한 협의를 이끌어 내는 것과 같은 의사소통은 중요한 수학적 능력 중 하

나이다.

[그림 Ⅲ-24]는 학생들이 8자형 코스의 모양을 보고 속도 그래프를 그린 후 서로 비교하고 다른 점을 설명해

보게 하고 있다.

[그림 Ⅲ-25]는 문제 10번의 d)에서 상대방에게 비슷한 문제를 내어보게 하고 있고 왼쪽에 두 명의 사람이 그

려진 아이콘이 있다. 이 문제는 서로 과제를 내고 답을 맞추는 의사소통의 활동을 유도하고 있다.

4. 경찰관이 운전연습을 위해 마당에 8자형 코스

를 설치하였다.

b) 생각해봐라, 8자형 코스 중 어디에서 가장 빨

리 달려야 하는지, 어디에서 가장 늦게 달려야하

는지. 한 바퀴를 돌 때 속도에 대한 곡선을 스케

치해보시오.

c) 서로 그린 곡선을 비교하여라. 다른 것이 있으

면 설명하고, 오류를 수정하여라. 그리고 곡선과 8

자형 코스의 모양을 비교하시오.

[그림 Ⅲ-24] 수학적 의사소통 문제 1(MatheNetz 7, p.118)

10. 환경친화주의자가 5개의 연립주택의 빗물을 플

라스틱 통에 모으려한다. 1,3,5호는 자신의 물통이

있고, 7, 9호는 공동으로 물을 모은다. 지붕면의 크

기는 모두 같은 연립주택이다.

a) 오른쪽 그래프가 D 통에 물이 차오르는 곡선이

라면 A, B, C는 어떻게 될지 스케치해보시오.

b) 일정한 기간 동안 폭우가 내리면 통들은 어떻

게 차게 되는가?

c) 오른쪽 그래프가 A 통에 물이 차오르는 곡선이

라면 A, B, C는 어떻게 되는가?

d) 상대방에게 비슷한 과제를 내어보시오.

[그림 Ⅲ-25] 수학적 의사소통 문제 2(MatheNetz 7, p.120)

[그림 Ⅲ-26]에서는 12번 문제를 바탕으로 비슷한 문제를 만들어보게 하고 그것을 다른 친구들에게 언어로

표현하며, 그것을 전달받은 친구는 또 다른 표현인 다이어그램으로 변환해보고 있다. 이와 같은 수학 용어, 기호,

표, 그래프 등의 수학적 표현을 이해하고 이들을 변환하는 활동을 통해 의사소통 능력을 기를 수 있다. 또한 학

생들이 의사소통을 하면서 수학을 읽는 것이 아닌 듣는 것이 제대로 이루어지고 있는지도 확인해볼 수 있다. 의

사소통을 통해 수학적 지식을 쌓을 때는 말하는 것과 듣는 것이 모두 잘 이루어져야지만 제대로 된 학습을 할
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수 있고 이를 이러한 문제를 통해서 점검할 수 있다.

12. Richrath 부인은 그녀의 차를 타고 1.5km 떨어진

슈퍼마켓을 가려한다. 100m 가다가 그녀의 이웃과 수

다를 떨다가 30초 뒤에 운전을 다시 시작했다. 지갑을

놓고 와서 다시 집으로 가서 돈을 들고 일정한 속도로

슈퍼마켓으로 이동하고 있다. 속도 그래프를 그리시오.

13. 문제 12번과 비슷한 이야기를 만들고 옆 친구에게

말해보아라. 옆 친구는 그 이야기에 대한 다이어그램

을 표시하고 그 표시를 가지고 다른 학생에게 주어라.

그리고 받은 표시를 가지고 이야기를 만들어냈을 때

맨 처음 이야기와 맨 나중 이야기를 비교해보시오.

[그림 Ⅲ-26] 수학적 의사소통 문제 3(MatheNetz 7, p.121)

a) 위의 표를 채우세요.

b) 이 표 값을 좌표평면에 그려보시오.

c) 당신의 표와 그래프를 가지고 어떤 요금이 가장 싼

지 추측해보시오.

d) 요즘에 Smalltalk 회사는 기본요금을 한 달에 2.5유

로로 하고 있다. 무엇이 달라졌는가?

e) 자기가 직접 요금을 설정하여 다른 조랑 비교해 보

세요. 어떤 상황에 어떤 요금이 적합한가?

[그림 Ⅲ-27] 수학적 의사소통 문제 4(MatheNetz 7, p.121)

[그림 Ⅲ-27]에서는 세 통신회사의 광고 문구를 보고 요금제를 표와 그래프로 표현해보고 있다. 특징적인 것

이 e)의 조별로 요금을 설정해보고 그것을 다른 조와 비교하는 것이다. 창의적이고 흥미로운 답안을 만들어보고

이를 자신의 언어로 설명해보며 다른 조의 답안을 귀 기울여 들으며 자신과는 다른 관점의 답을 생각해볼 수

있다. 또한 이러한 상황 안에서 다양한 관점을 존중하고 서로의 수학 생각을 이해하며 아울러 타인을 배려하고

협력하는 긍정적인 태도, 합리적으로 의사를 결정하는 태도를 키울 수 있다.

이러한 예들을 볼 때 독일의 수학 교과서의 문제는 수학 개념을 상황으로 만들어 언어로 표현하거나, 자신의

생각을 다른 친구들에게 심사숙고하여 이야기하고, 답을 공유함으로써 자신의 활동에 대한 점검을 하게 만든다.

또한 문제를 푸는 것은 수업 상황 속에서 학생과 학생, 학생과 교사가 상호작용하며 수학을 읽고, 토론하는

것과 같다. 즉, 교사 중심의 전달식 수업이 아닌 학생이 주도적으로 자신의 수학적 지식을 공유하고, 설명함으로

써 이해를 명확히 하며, 다양하고 창의적인 답이 나올 수 있음을 깨닫는 학습이 진행된다. 또한 의사소통을 통해

수학적 지식은 끊임없이 수정되고 견고해지며, 수학적 지식의 깊이 있는 이해가 가능하다. 학생들은 능동적 참여

자로서 아이디어를 나누고, 학습에 적극적으로 도전하고 참여하며, 자신의 주장을 설득력 있게 전개하는 과정 속

에서 수학에 대한 긍정적인 태도와 합리적인 의사 결정 태도를 기를 수 있다.
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Ⅲ. 결론 및 제언

본 연구는 독일의 7학년 수학 교과서 중 함수 단원에 대하여 단원구성체제, 학습 내용 및 전개 방식, 교수 학

습상의 특징을 분석해 봄으로써 한국의 중학교 수학 교과서 개발에 도움을 주고자 독일의 MATHEMATIK

NEUE WEGE 7, MatheNetz 7 수학 교과서를 중심으로 분석하였으며 다음과 같은 결론을 도출하였다.

독일 교과서의 특징은 첫째, 독일의 교육과정이 국가 교육과정이 아니며 각 주의 실정에 맞고 융통성 있게

교육과정을 개편하여 편성할 수 있어 자율성이 훨씬 높기 때문에 독일의 수학 교과서의 단원명이나 단원의 순

서가 자유롭게 구성되었다. 둘째, 독일의 교과서는 학습 동기 유발을 위한 실제적인 문제 상황을 제시하면서 단

원을 시작하여 관련된 다양한 문제들을 통해 수학적 지식과 개념을 습득하게 된다. 단원 전개가 단순하며 간결

하고 수학 개념 정리 후에 다양한 문제를 제시하고 있다. 셋째, 독일의 교과서에서는 함수를 정의한 교과서도 있

고, 정의하지 않은 교과서도 있지만 둘 다 두 변수에 대한 대응 관계를 갖는 여러 가지 상황들이 제시되어 있으

며 이를 다양한 표현법을 써서 나타낼 수 있도록 하고 있다. 넷째, 독일의 수학 교과서는 다양한 실생활 소재를

사용하고 있다. 다양한 일상의 맥락 속에서 자료들이 갖는 함수 관계를 수학적으로 표현해보거나 미래를 예측하

고 추론하는 활동을 통해 수학의 유용성을 느끼고 함수적 사고를 기르도록 하고 있다. 또한 생물학, 화학, 의학

등과 연관이 있는 문제를 제공하여 다른 학문과의 연결성을 높였으며 이로써 학생이 수학에 대한 중요성과 가

치를 느낄 수 있도록 하고 있으며, 수학 학습에 대한 관심과 흥미를 높이는 계기를 만들고자 하였다. 다섯째, 독

일의 수학 교과서는 다양한 함수적 상황을 그래프로 묘사해보고 그래프가 갖고 있는 특징이나 정보들을 해석해

내는 것에 더욱 초점을 맞추고 있다. 또한 함수에 대하여 정의하기 이전에 다양한 그래프를 예로 들어 두 변수

간의 어떠한 관계가 있음을 직관적으로 알게 하고 있다. 여섯째, 독일의 수학 교과서에는 개방형 문제, 수학적

의사소통이 필요한 문제들이 포함되어 있다. 답이 정해져있지 않고 학생들이 창의적이고 기발한 답을 구안할 수

있으며, 자신의 추론 과정이 옳은지 비판적으로 평가하고 반성할 기회를 가지는 문제, 또 생활 주변이나 사회 현

상 등의 다양한 맥락 안에서 파악된 문제를 해결하면서 수학적 개념, 원리, 법칙을 탐구할 수 있는 문제와 수학

적 지식, 기능, 경험을 연결하여 실생활의 문제를 해결할 방법을 모색하는 문제와 같은 개방형 문제들이 포함되

어 있었다. 또한 친구들과 생각을 공유하면서 자신의 지식을 견고히 하고 수학적 개념을 다듬는 기회를 갖는 문

제, 자신의 수학적 아이디어를 언어, 기호, 표, 그래프를 사용하여 나타내고 이를 또 다른 방법으로 변환하는 문

제, 다양한 관점으로 해결할 수 있고 상대방을 존중하는 태도를 기를 수 있는 수학적 의사소통 능력을 키우는

문제들이 있었다.

이와 같은 본 연구의 결론을 통해 우리나라 교과서 개발에 대한 다음과 같은 제언을 하고자 한다.

첫째, 우리나라 교과서 제작의 자율성 확대 부분에서 그 효율성과 가능성에 대해 고민해 볼 필요가 있다. 우

리나라의 교육과정에서는 수학 내용의 영역 및 용어와 기호, 교수 학습상의 유의점까지 제시되어 있고, 거의 모

든 교과서에서 교육과정 지침에 따라 그 내용과 구성이 거의 동일하다. 반면, 독일은 교과서마다 교육 내용과 다

루는 방식이 다양한 점에 미루어 학습자의 다양한 수준을 고려할 수 있을 것으로 보인다. 따라서 우리나라에서

도 다양한 수준과 내용의 교과서 제작과 학교에서의 활용이 학생들에게 어떠한 영향을 미치는지 보다 면밀한

연구를 수행해볼 필요가 있다.

둘째, 교과서의 예제나 문제들이 더욱 실생활과 관련된 예들로 구성되어야 한다. 수학이 현실세계의 문제를

해결하는데 중요한 기초가 되며 다른 학문과도 연계성이 높아 유용하게 활용된다는 것을 교과서를 통해 느낄

수 있다면 수학에 대해 긍정적인 태도를 갖게 될 것이다.

셋째, 그래프 해석과 그래프를 그려보는 교수학습 활동을 강조할 필요가 있다. 간단한 일차함수나 정비례 관

계를 예를 들어 그래프를 그리기보다 다양한 함수 상황을 제공하여 현실 상황을 그래프로 그리게 하고 그것이
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갖는 정보를 잘 해석하는 것이 함수적 사고를 키우는데 중요하다. 교과서 안에 다양한 그래프의 예를 보여주고,

그려보게 하는 활동이 많아져야 한다.

넷째, 교과서에 개방형 문제, 수학적 의사소통을 유발하는 문제가 많아야 한다. 우리나라 2015 개정 교육과정

에서 강조하고 있는 문제 해결 능력, 추론 능력, 창의·융합 능력, 의사소통 능력을 기를 수 있는 방법 중 하나가

개방형 문제와 수학적 의사소통 문제를 많이 접해보는 것이다. 함수에 대한 정의를 배우고 알맞은 함수식을 찾

거나 함숫값을 계산하여 답안지에 답과 맞춰보는 단답형 문제를 지양하고, 답안지가 필요 없이 참신한 아이디어

를 요구하는 문제, 문제를 푸는 것이 지식을 공유하는 과정이 그 자체가 되는 문제들이 교과서에 충분히 수록되

어, 수업 상황에서 교사가 활용할 수 있도록 해야 한다.
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