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퓨리에 기술자를 이용한 점성토의 변형률 응답 곡선의 형상 변이 분석

Showing Morphological Evolution of the Strain Response Envelope 
of Clay with Fourier Descriptor Analysis
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ABSTRACT : This paper introduces a novel method to quantify the morphological evolution of the strain response envelope. The strain 

response envelope is defined as an image in strain increment space corresponding to the unit stress input in stress space. Based on 

the shape of strain response envelopes, the deformation characteristics of soils can be described using the framework of elastic-plastic 

theory. Fourier descriptor analysis was used to investigate the morphological characteristics of strain response envelopes. The numerical 

results show that when the stress input remains in the initial yield surface the Fourier descriptors remain constant. Once the stress 

input crosses the initial yield surface, every descriptors deals in this study change. Numerical and experimental results of this study 

show that clear yielding response is only found in natural block samples. Among the Fourier descriptors, the descriptor called as 

asymmetry is the best for detecting the yield and is minimally sensitive to the number of input stress paths.
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요 지 : 본 논문에서는 변형률 응답 곡선의 형상을 정량적으로 분석하는 새로운 기법을 소개하였다. 변형률 응답 곡선은 응력 공간

에서 단위 응력을 입력하였을 때의 발생한 변형률을 변형률 공간에 작성한 이미지이다. 변형률 응답 곡선의 형상 변화 특성을 퓨리

에 기술자를 이용하여 분석하였으며, 탄소성 모델 기반으로 그 의미를 해석하였다. 전산해석결과 응력 경로가 항복면 내부에 머물러 

탄성 변형만 존재할 경우, 퓨리에 기술자는 일정하게 그 값을 유지하였으나 응력 경로가 항복면에 도달하여 소성변형이 발생하는 

순간 퓨리에 기술자는 변화하였다. 불교란 자연 시료와 재성형 시료에 대해 실시한 응력 경로 시험 결과, 자연 시료에 대해서만 

응력 경로가 항복면에 도달하였을 때 명확한 변형률 응답 곡선의 형태 변화가 발견되었으며, 퓨리에 기술자 값도 명확하게 변화하

였다. 퓨리에 기술자 중, 비대칭성과 관련 있는 퓨리에 기술자 값이 항복 및 점성토 구조변화의 지표로 활용할 수 있는 것을 확인하

였다.

주요어 : 변형률 응답 곡선, 퓨리에 기술자, 퓨리에 변환, 형상
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1. 서   론

변형률 응답 곡선(Strain response envelope, SRE)은 응력 공

간(Stress space)에서의 단위 응력 입력(Stress input, R)에 대해 

발생한 전단변형률(Shear strain, εs)과 체적변형률(Volumetric 

strain, εv)을 변형률 증가 공간(Strain increment space)에 나

타낸 형상(Image)을 의미한다. SRE는 같은 크기의 응력조

건이 가해졌을 때 응력 재하 방향에 따른 흙의 비선형적 변

형률 반응을 보여준다.

많은 연구자들이 흙의 변형과 관련되어있는 특성을 연구

하는데 SRE를 이용하였다(Masin et al., 2006; Gudehus & 

Masin, 2009). SRE의 형상을 정량적으로 분석하기 위해 SRE

를 타원형으로 간주하고, 응력증가에 따른 이 타원의 형상

변화를 연성 매트릭스(Compliance matrix)의 특잇값 분해

(Singular value decomposition)를 통해 분석하기도 하였다

(Jung & Cho, 2010; Kim & Jung, 2015). 그러나 이 연구는 

SRE의 형상을 직접적으로 분석하는 것이 아니라, 타원형으

로 단순화시킨 후 연구를 진행하여 복잡한 형태의 변형률 

응답 곡선을 해석하기에는 한계가 있었다.

본 논문에서는 복잡하고 비정형인 SRE의 형상을 효율적이

고 새로운 방법으로 분석하는 방법에 대해 연구하였다. 이를 

위해 퓨리에 기술자(Fourier descriptor)를 도입하여 SRE의 형

상을 분석하였다. 시카고 지역에서 채취한 불교란 자연 점성

토 시료와 재성형 점성토에 대해 실시한 응력 경로 시험 결과를 

이용하여 SRE를 작성하고, 퓨리에 기술자 분석을 통해 두 시

료의 점성토 구조의 변화(Structural evolution)를 비교하였다.
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Fig. 2. Evolution of SREs: (a) for  greater than 1.0; (b) for 

smaller than 1.0

2. 퓨리에 기술자 분석

변형률 응답 곡선의 좌표를 퓨리에 급수(Fourier series)

를 이용하여 형상 분석을 실시하였다. 이 방법은 SRE의 좌

푯값들을 극좌표계로 표현하고, 극좌표계의 각도와 이에 대

응되는 반지름값을 cos과 sin의 합으로 표현한다. 이는 Eq. 

(1)로 표현된다.

   




cossin  (1)

여기서, r은 각도 에서의 반지름, N은 전체 좌표의 개수, 

 은 퓨리에 계수, 은 하모닉 차수(Harmonic order)를 

나타낸다. 각각의 항의 계수로부터 형상의 정보를 추출하여 

분석이 가능하다.

실수 평면(R2 plane)에서의 SRE를 작성하여 퓨리에 급수

를 사용하여 형상을 분석할 경우, 특정방향에 대해 소성변

형이 과하게 발생하는 경우 변형률 응답 곡선의 형상이 오

목해질 수 있다. 이 경우 하나의 각도()값에 대해 두 개의 

반지름(R)값이 대응되어 함수의 요건이 갖추어지지 않는다. 

이런 문제점은 복소평면(Complex plane)을 사용할 경우 극

복이 가능하다. Eq. (2)는 SRE의 좌푯값에 복소수 를 활

용한 경우를 나타낸다.

    (2)

여기서, 은 SRE의 둘레를 따라 생성되는 호의 길이를 의

미한다. 이를 퓨리에 급수형태로 표현하면 Eq. (3)과 같다.

  
∞

∞

exp

  (3)

여기서, L은 SRE의 둘레길이며, 은 계수로 이 값의 분

석을 통해 입자의 형상을 분석할 수 있다. 은 Eq. (4)와 

같이 표현된다.

  
 





exp

  (4)

이 값은 를 제외하고 좌표 이동(translation)에 대해 

불변하는(invariant) 값으로, 기하학적 형상을 분석하는 데 적

합한 계수로 인지된다(Hundal et al., 1997).

SRE의 형상 자체를 분석하기 위해서는 의 값을 정규화

(normalize)할 필요가 있다. 는 입자의 등가반경의 의미를 

지니는 값으로 나머지 기술자 값들을 로 정규화를 실시하

면 변형률 응답 곡선의 크기와 관계없이 형상 자체만을 평

가할 수 있게 된다(Rösler et al., 1987). Bowman et al.(2001)

에 따르면 퓨리에 기술자별로 기하학적인 의미가 있다. 의 

값이 +1, -1, -2, -3일 때, 각각 비대칭성(asymmetry), 신장

(elongation), 삼각형태(triangularity), 정사각형태(squareness)

의 의미를 지닌다. Fig. 1은 기본적인 다각형 및 비정형 모

형에 대해 퓨리에 분석을 실시한 결과를 나타낸다.

Fig. 1. Various values of descriptors

3. 탄성 거동 분석

Fig. 2는 탄성 이방성의 변화와 관계된 SRE의 형상 변이

를 나타낸다. 수평에 대한 수직방향 탄성계수의 이방성(α
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Fig. 4. (a) Yield surface of the MCC model with 10 stress probes; 

(b) SREs

Fig. 3. Changes in Fourier descriptors: (a) Asymmetry, (b) Elongation, 

(c) Triangularity, (d) Squareness

=Eh/Ev)의 변화에 따라 SRE가 회전하고 그 크기가 변하는 

것을 확인할 수 있으나, 타원형의 형체가 변하지는 않았다.

탄성 이방성의 변화에 따른 SRE의 변화에 대해 퓨리에 

기술자를 이용하여 분석하였다. Fig. 3에 나타난 바와 같이, 

신장과 정사각형태의 값은 탄성 이방성이 증가함에 따라 그 

값이 감소함을 알 수 있었으나, 비대칭성과 삼각형태와 관

련한 퓨리에 기술자는 0의 값을 유지하는 것을 알 수 있다. 

즉, SRE의 형상계수 중 삼각형태나 비대칭성에 관한 값이 

변한다면 이는 탄성 이방성의 변화에 의한 것은 아님을 의

미하게 된다.

4. 탄소성 거동 분석

유한요소해석 프로그램인 ABAQUS를 사용하여 SRE의 

형상분석을 실시하였다. Modified Cam Clay(MCC) 모델을 

사용하였으며, 방사형 응력경로 64개에 대하여 응력 입력 값

(R)을 1kPa씩 증가시키면서 전단변형률과 체적변형률을 추

출하여 SRE를 구성하였다. MCC 모델의 재료물성치로 초

기간극비 e0=0.8, 평균유효주응력(p’)-전단응력(q) 응력공간 

상에서 파괴선의 기울기 M=1.1, 간극비-평균유효주응력(p’) 

곡선에서 정규압밀에 대한 기울기 =0.130, 과압밀에 대한 

기울기 =0.022가 사용되었다.

SRE를 구성할 때, 응력 경로 개수가 SRE 형상분석에 미

치는 영향을 분석하기 위하여, 10, 16, 32, 64개의 응력경로

를 사용하여 SRE를 각각 구성하여 퓨리에 기술자 분석을 실

시하였다. Fig. 4(a)에 표시되어있는 10개의 응력경로는 자연
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Fig. 5. Changes in Fourier descriptors: (a) Asymmetry, (b) Elongation, 

(c) Triangularity, (d) Squareness

Fig. 6. SREs obtained from past stress probe experiments: (a) 

Ford block, (b) Ford reconstituted block

시료를 이용하여 삼축 시험을 수행한 응력경로를 나타내며, 

16, 32, 64개의 응력경로에 대해서는 등각도 간격의 응력경로

를 선택하여 변형률 값들을 추출하였다. Fig. 4(b)는 64개의 

응력경로로 작성한 SRE의 R 값에 따른 변화를 나타낸다. Fig. 

4(a)에 나타난 바와 같이 초기 응력은 항복면(Yield surface) 

내부에 위치하며, 응력경로들이 항복면에 도달하는 거리는 

일정하지 않다. 따라서 하나의 주어진 R 값이라도 응력경로

의 방향에 따라 탄성거동 또는 탄소성 거동을 보이게 된다.

Fig. 5는 Fig. 4(b)에 나타난 SRE의 퓨리에 기술자 분석 

결과를 나타낸다. 퓨리에 기술자 값들은 R=25kPa에 이를 

때까지 변화가 없다가 그 이후에 변화가 발생하였다. 이는 

Fig. 4에 나타난 바와 같이 R=30kPa에서 일부 응력경로가 

항복면을 넘어서기 시작하면서 탄성 변형뿐 아니라 소성 변

형도 발생하여, SRE의 형태가 타원형을 벗어나 비정형으로 

변형이 발생하기 때문이다. 퓨리에 기술자 중 삼각형태와 

비대칭과 관련 있는 기술자의 경우 모든 응력 경로가 항복

면 내부에 머물러 있는 경우는 0의 값을 나타내다가, 일부 

응력경로가 항복면에 도달하는 순간 기술자 값들이 크게 변

하는 것을 확인할 수 있다. 특히 비대칭과 관계된 퓨리에 

기술자의 경우 SRE를 구성하는 데 사용된 응력경로의 개수

에 영향을 덜 받는 것으로 나타났다. 즉, 비대칭성의 퓨리에 

기술자가 SRE의 형상분석을 통해 항복면 통과 여부를 평가

하는데 적당한 표지자(Indicator)인 것으로 나타났다.

5. 시험 결과 분석

Fig. 6은 과거 불교란 자연 시료와 재성형 시료로 수행한 

응력 경로 시험 결과로 작성한 SRE를 나타낸다. 사용된 점

토 시료는 전형적인 시카고 점토(Chicago clay)이며 이에 대

한 자세한 재료물성치 및 응력경로에 대한 설명은 Jung et 

al.(2007), Cho(2007), Kim & Finno(2012)에 기술되어 있다. 

Ford block(FB)은 시카고 지역에 위치한 Ford 굴착 현장에

서 채취한 자연 시료를, Ford reconstituted(FR)는 Ford block



Journal of the Korean Geo-Environmental Society Vol. 18, Issue 3, March 2017 >> 29

Fig. 7. Variations of Fourier descriptor values: (a) Asymmetry, 

(b) Elongation, (c) Triangularity, (d) Squareness

시료를 가지고 만든 Ford 굴착현장의 현장응력조건으로 재

성형한 시료를 의미한다.

Fig. 7은 FB와 FR 시료의 SRE의 변화 양상을 퓨리에 기

술자를 이용하여 분석한 결과를 나타낸다. FB 점성토의 구

조 파괴(Structural collapse)는 R=12kPa에서 발생하는 것으

로 보고되었다(Kim & Jung, 2015). 퓨리에 기술자 중 신장

과 비대칭성의 경우 점성토의 구조가 변하는 R=12kPa에서 

자연 시료의 퓨리에 기술자 값이 변하는 양상이 뚜렷이 나

타났다. 그러나 정사각형성과 삼각형성은 뚜렷한 양상의 변

화가 나타나지 않았다.

앞서 MCC를 이용한 전산해석 결과에서 보인 바와 같이, 

응력경로가 항복면을 통과하는 순간 소성변형이 발생하면

서 SRE의 형상에 급작스러운 변화가 발생하였고, 이는 비

대칭성과 신장의 퓨리에 기술자에 반영이 되었다. FB 점성

토의 시험결과에서도 이런 양상이 반영되어, 점성토가 항복

에 도달하는 순간 소성변형이 발생하여 SRE의 양상이 급작

스럽게 변하는 것으로 판단된다. 퓨리에 기술자들의 급작스

러운 변화는 자연 시료에서만 발견이 되는데, 이는 점성토

의 구조와 관련이 되어있는 것으로 재성형 시료의 경우 자

연 시료와 달리 구조(Structure)가 없거나 약하게 형성되어 

뚜렷한 퓨리에 기술자의 변화가 나타나지 않는 것으로 판단

된다. 자연 점성토와 재성형 점성토 간의 구조 차이에 대한 

자세한 내용은 Kim & Jung(2015)에 기술되어 있다.

MCC를 이용한 전산해석 결과 퓨리에 기술자 중 비대칭

성이 SRE를 작성하는 데 이용된 응력경로의 개수에 가장 

덜 민감한 것으로 나타났다. 이 사실을 고려해볼 때, 퓨리에 

기술자 중 비대칭성이 항복에 따른 점성토의 구조변화를 추

적하는데 적절한 인자(Indicator)로 사용할 수 있을 것으로 

판단한다.

6. 결론 및 요약

다양한 방향의 응력경로 시험결과로부터 추출한 전단 변

형률과 체적 변형률을 이용하여 변형률 응답곡선을 작성하

였다. 응답곡선의 형상 변이 양상을 퓨리에 기술자 분석을 

실시하여 점성토의 응력-변형률 관계를 분석해 보았다. 응

력 경로가 항복면 내부에 머무를 경우는 탄성 거동을 보여 

변형률 응답곡선의 형상 변화가 급작스럽게 나타나지 않았

다. 그러나 일부 응력경로가 항복면에 먼저 도달하여 소성 

변형률이 발생하는 순간, 변형률 응답곡선의 형태는 비대칭

적으로 변하기 시작하였다. 이런 형상의 변화를 비대칭, 신

장, 삼각형성, 정사각형성의 퓨리에 기술자를 사용하여 분

석하였을 때, 삼각형성과 정사각형성에서는 큰 의미 있는 

변화를 발견하지 못하였다. 그러나 신장과 비대칭의 퓨리에 

기술자는 일부 응력경로가 항복면에 도달하였을 때, 급작스

럽게 변화하는 것으로 나타났다. 특히 비대칭성의 경우 변
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형률 응답 곡선을 작성하는 데 이용된 응력경로의 개수에 

덜 민감한 것으로 나타나 점성토의 항복 거동을 분석하는 

데 적합한 인자로 판단되었다. 불교란 자연 시료와 재성형 

시료에 대해 실시한 응력경로 시험 결과 자연 시료에 대해

서만 명확한 변형률 응답 곡선의 형태 변화가 발견되었으

며, 퓨리에 기술자 값도 명확하게 변하였다.
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