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1. 머리말

2000년  초, 컴퓨터의 급속한 발달에 힘입어, 유한요소 기반의 수치 해석 방

법은 기계, 토목, 건축, 항공 등의 여러 분야에 걸쳐 다양한 공학적 문제 해결에 

널리 활용되어 왔다. 특히, 컴퓨터를 이용한 모델링이 더욱 정교해지고 복잡해짐

에 따라서, 형 구조체의 정확하고 효율적인 해석과 최적 설계에 한 수요는 

끝없이 증가하고 있는 추세이다. 이에 수백~수천만 자유도에 이르는 구조 해석뿐

만 아니라, 유체-고체 연성, 음향-고체 연성 등의 여러 다물리(multi-physics) 문제

들의 해결이 가능해 졌지만, 형 시스템의 구조 최적 설계 문제는 여전히 방

한 양의 계산을 필요로 하며, 특히 다자유도 문제의 동적, 또는 비선형 구조의 최

적 설계는 많은 양의 전산자원을 필요로 하기 때문에 실질적인 수행이 쉽지 않은 

상황이다.

이와 같이 시스템은 커지고 다루어야 하는 데이터나 변수의 양 자체가 많아지

는 상황에서 내가 원하는 것만을 빠르고 정확하게 확인할 수 있는 방법은 아주 

매력적일 것이다. 예를 들어 형 시스템의 경우에도 모든 상황과 위치에서 모든 

변수 값을 다 확인하는 것은 오히려 비효율적인 작업이라고 볼 수 있다. 주어진 

하중에서만 유효한 결과, 또는 특정 위치에서만 필요한 데이터 등과 같이 목적에 

부합하는 결과를 선택적으로 볼 수 있는 방법이 있다면 형 시스템의 전산자원 

문제에 한 부담이 많이 줄어들 수 있을 것이다. 

차수 축소 모델(reduced order model)은 형 시스템 해석/설계에서 발생하는 

문제를 해결하기 위한 가장 효과적인 방안이다. 차수 축소 모델의 가장 중요한 

특징은 ‘(복잡한 여러 결과 중에서) 내가 원하는 것을 쉽게 볼 수 있도록' 모델을 

만드는 것이라고 할 수 있다. 즉, 불필요한 결과들은 제외하고 필요한 내용만 볼 

수 있도록 모델을 구축하면 결과를 빨리 확인할 수 있을 것이며, 효율이 높아질 

것이다. 혹자는 전체 모습을 보고싶어 할 수도 있고, 또 다른 누군가는 아주 작은 

일부가 궁금할 수도 있을 것이다. ‘나무를 보지 말고 숲을 보라'는 말이 있지만, 

때로는 다른 모든 부분은 제외하고 나무 하나만을 유심히 관찰할 필요도 있기 때

문이다. 

당연히 얻는 것이 있으면 잃는 것도 있겠다. 축소 모델을 사용하는 과정에서 

제한이 되는 부분은 바로 불필요하다고 생각했던 결과들이 필요해질 경우, 처음

부터 다시 시작해야 한다는 점이다. 즉, 축소 모델을 다시 만들어야 한다(근래에

는 이러한 축소 모델의 한계를 극복하기 위한 연구 또한 다양하게 시도되고 있 
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그림 1 SVD로 계산한 근사 행렬의 이미지

다). 하지만 요지는 형 시스템문제를 효율적으로 해결하

는 솔루션이 바로 차수 축소 모델이라는 것이다. 

모델 축소에 한 연구는 유한요소법에 한 연구와 그 

역사를 같이 한다. 그만큼 오랜 기간동안 연구되었기 때문

에 많은 방법들이 존재하지만 근래에 가장 많이 사용하는 

방법은 바로 적합 직교 분해(proper orthogonal decomposi-

tion, POD)일 것이다. 본 기사에서는 적합 직교 분해에 

해 알아보고, 간단한 예시를 통해서 계산을 수행해 볼 것이

다. 이어서 적합 직교 분해를 이용한 차수 축소 모델에 

해 살펴보고, 일반적으로 사용해오던 동적 시스템의 축소 

모델이 아닌, 파라미터에 따른 축소 모델을 구축하는 방법

에 해 정리해 볼 것이다.

2. 적합 직교 분해의 계산과 의미 

적합 직교 분해는 1940년 에 Karhunen, Kosambi, Love, 

Obukhov, Pougachev가 각각 개별적으로 제안한 방법으로, 

POD는 ‘카루넨-루베 분해(Karhunen-Love decomposition, 

KLD)'으로도 불리며, 유한 차원으로 제한할 때는 ‘주성분

분석(principal component analysis; PCA)'과도 동일한 방법

이다.1,2) 좀 더 엄밀히 말하자면, POD가 적용되는 분야에 

따라서 각각 다른 명칭으로 불려졌다고 볼 수 있겠다. 이를

테면, 통계 분야에서는 주성분분석, 해양 및 기상학 분야에

서는 ‘선험적 직교함수(empirical orthogonal function)', 심리

학과 경제학에서는 ‘인자 분석(factor analysis)' 등의 표현으

로 사용되어 왔다. 특히, 꼭 언급해야 할 방법으로는 선형

수학에서 배우는 ‘특잇값 분해(singular value decomposi-

tion, SVD)'이다. 간략히 표현하자면, 유클리드 공간에서의 

POD는 SVD와 같은 의미이다.2) 따라서, 필드 변수가 유클

리드 공간에서 표현되는 구조역학 문제에 POD를 적용하기 

위해서는 일단 SVD를 계산하면 되는 것이다(MATLAB에

서는 ‘svd', 또는 ‘svds' 함수를 사용하면 된다).

POD의 의미와 특성을 좀 더 자세히 살펴보기 위해서 다

음과 같이 성분이 0과 1로 이루어진 5 × 3 행렬을 이용한 

간단한 SVD 계산을 수행해보기로 한다.

(1)

위 행렬의 랭크는 3이며, 랭크 1과 2의 최적 근사 행렬을 

계산해보는 것이 목적이다. 행렬 X0에 SVD를 적용하면 다

음과 같이 좌특이행렬 Φ, 특잇값 행렬 Σ, 우특이행렬 A를 

얻을 수 있다. 지면 관계상 Φ, A 행렬값은 생략한다.

 (2)

여기서 각 행렬의 크기는,

 (3)

하지만 행렬 X0는 3개의 특잇값을 가지므로, 일반적으로
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는 의미있는 형태의 약식 SVD(short form, 또는 thin SVD)

를 사용한다.

행렬 X0의 특잇값 행렬 Σ는 3개의 특잇값 σ1 = 2.518, σ2 

= 1.138, σ3 = 0.605를 각항으로 가지므로, 행렬 X0의 이

항 분해(dyadic decomposition) 표현은 다음과 같다.3) 

 (4)

여기서 벡터 ϕ, a는 각각 좌특이행렬과 우특이행렬을 구

성하는 열벡터로써 다음과 같이 나타낼 수 있다.

(5)
 

식 (4)에서 첫 번째 특잇값까지의 합이 랭크 1 최적 근

사, 두 번째 특잇값까지 합이 랭크 2 최적 근사가 된다. 근

사 행렬은 다음과 같이 얻어진다.

(6)

(7)

랭크 3 최적 근사는 원래 행렬 X0와 같다.

 (8)

위의 근사 계산 결과의 의미를 살펴보기 위해서 각각 행

렬을 그림 1과 같이 표시하였다. 그림 1에서 파란색은 1을 

나타내고, 노란색은 0을 나타낸다. 행렬에서 1보다 크거나 

0보다 작은 값은 각각 1과 0으로 근사하였으며, 1과 0 사이

의 값들 따라서 두 색의 중간 색을 표현한다. 랭크 1 근사

의 경우, 알파벳 F의 모양을 희미하게 띄는 것을 알 수 있

으며, 랭크가 증가할수록 뚜렷한 F 모양으로 변하는 것을 

확인할 수 있다. 여기서, Xr1과 Xr2는 각각, 랭크 1과 랭크 2

를 가지는 행렬 중에서 X0와 ‘가장 근사한(best approximant)' 

행렬이다. 좀 더 엄밀히 말하자면, X0와 Xr행렬 차에 한 

유도 놈(2-induced norm)을 최소화하는 랭크 1의 행렬이 바

로 식 (6)의 Xr1이다. 이는 식으로 다음과 같이 표현할 수 

있다.

 (9)

행렬의 2-induced norm에 한 계산은 Antoulas의 문헌3)

에 잘 나타나 있다. 식 (9)에서 계산한 Xrk와 X0와의 차에 

한 놈이 바로 앞서 계산했던 특잇값이 된다. 즉, 

(10)

따라서 위 식으로부터 특잇값의 의미를 정리해 보자면, 

그림 2로 표현한 근사 행렬 Xr1, Xr2가 원래 행렬 X0와 차이

가 나는 정도를 나타낸 지표라고 볼 수 있을 것이다. 

SVD는 고윳값 분해(eigenvalue decomposition)와도 같은 

의미이다. 일반적으로 X0 행렬 모양은 직사각형이며, 이러

한 경우는 SVD 보다 고윳값 분해를 사용하는 것이 더 효

율적이다. 행렬 X0의 SVD로부터, 아래의 식을 유도할 수 

있다.

(11)

X0 행렬의 크기가 따라서, 식 (11)의 첫 번째 식이나 두 

번째 식을 선택해서 사용할 수 있다. 위 예제에서 X0는 5 × 

3 행렬이므로, 두 번째 식을 이용하면 3 × 3 행렬의 고윳

값, 고유벡터를 계산하기 때문에 SVD 보다 빨리 결과를 얻

을 수 있다. 그 이후, 좌특이행렬 Φ는 식 (2)로부터 아래와 

같이 계산할 수 있다.

 (12)

좌특이행렬 Φ는 적합 직교 모드(proper orthogonal mode, 

POM)이라고 불리며, 고차원 문제를 저차원으로 투영
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그림 2 끝단 하중을 받는 외팔보에서 시간에 대한 변위 스냅샷

(projection; 차수 축소와 동일한 의미)하는 기저(basis) 역할

을 한다.

3. 적합 직교 분해를 이용한 차수 축소 모델

앞 절에서는 POD의 계산 방법과 특성에 해서 알아 보

았으며, 본 절에서는 이러한 POD를 이용해서 차수 축소 모

델을 어떻게 이끌어 내는지 살펴본다. 기본적으로는 갤러

킨 투영(Galerkin projection)을 이용하는 방법인데, 이는 앞 

절의 행렬 X0에 한 SVD로부터 얻어진 적합 직교 모드 Φ

를 이용해서 시스템의 차수를 축소하는 것이다. 즉, 적합 

직교 모드 Φ 중에서 시스템의 거동을 지배하는 R개의 일

부 모드를 선택해서 필드 변수를 투영하는 것이며, 이는 유

클리드 공간에서부터 일반좌표계로의 좌표변환과 같은 의

미를 가진다.4)

(13)
 

동시에, 외력도 동일한 모드를 이용해서 투영할 수 있으

며, 비감쇠 선형 동적 시스템의 경우, 아래와 같은 축소된 

지배방정식을 얻을 수 있다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).r r r r rt t t M μ u K μ u F (14)

일반적으로 유한요소 지배방정식에서 자유도를 N이라고 

하면, 투영 T의 크기는 NR이므로, 축소된 시스템 행렬 Mr, 

Kr의 크기는 R × R이 된다. 이 방법은 기존에 널리 사용되

어 온 모드 기반 축소법과 동일하다. 하지만 가장 큰 차이

점은 바로 축소행렬, 혹은 변환행렬, 투영 등으로 일컬어지

는 T의 특성이다. T를 구성하는 가장 기본적인 방법으로는 

먼저, 질량행렬과 강성행렬에 한 고유 벡터를 계산해서 

고차 고유진동수에 해당하는 항을 제외하고 사용하는 방법

이 있다. 이 방법의 가장 큰 약점으로는, 외력은 고려하지 

않은 채로 T를 계산하기 때문에 문제에 따라 정확도가 달

라진다는 점이다. 이와는 조적으로, 리츠 벡터를 이용한 

모드 중첩의 경우는 하중으로부터 모드를 계산하기 때문에 

위의 방법과는 다르다. 물론 이 방법도 강체 모드와 직교화 

문제를 가지고 있다(물론 언급한 두 방법 모두 그 이후에 

개발된 더 정확한 방법들이 많이 있으나, 근본적인 특성이 

그렇다는 정도의 의미로 생각하면 될 것이다).5)

POD를 이용한 축소는 어떻게 이루어지는가? 앞의 방법

들과 비교해 보면 T를 계산하는 과정에 차이가 발생한다. 

SVD의 결과로부터 T를 구하기 위해서는 가장 먼저 식 (1)

에 주어져 있던 X0 행렬이 필요하다. 이 행렬을 구성하는 

과정이 바로 POD의 핵심이며, POD의 적용 분야가 매우 넓

어지게 된 근본적인 원인이라고 할 수 있다. 구조동역학 문

제에서 X0 행렬을 구성하는 기본적인 방법은 변위 스냅샷

(snapshot)을 이용하는 방법이다.6) 그림 2는 끝단에서 동적 

하중을 받는 외팔보의 거동을 나타낸다. 이 때, 시간 영역

에서 특정 시간마다의 변위를 획득할 수 있는데, 획득한 각 

변위 벡터가 바로 스냅샷이 된다. 식 (15)와 같이 모든 변위 

열벡터로 구성되는 행렬이 바로 X0이며, 이 행렬을 스냅샷 

행렬이라고 부른다. 
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그림 3 외팔보 모델(좌)과 합동 변환 유무에 따른 주파수 응답 변화(우)

 (15)

4. 파라메트릭 차수 축소 모델과 보간

앞 절의 내용을 정리해보면, POD를 이용한 모델 축소는 

먼저 변위 데이터를 획득한 다음, 그 데이터, 즉 스냅샷 행

렬에 한 SVD 계산을 통해서 투영 T를 얻는 과정으로 이

루어진다. 그런데 여기서 딜레마가 발생한다. 축소를 위한 

투영 T를 얻기 위해서는 변위 데이터가 필요한데, 그 변위 

데이터는 전체 시스템의 해로부터 얻는 것이다. 그렇다면 

축소 모델을 만드는 목적은 무엇인가? 전체 시스템의 크기

가 커서 해를 구하는데에 많은 전산자원이 필요할 때, 적절

히 축소 모델을 만들어서 효율적으로 원하는 답, 근사 해를 

얻고자 함이 목적인데, 오히려 전체시스템을 풀어야하는 

상황이 되는 것이다. 결론적으로 큰 문제를 단순히 작게 만

들어서 한 번 풀고 마는 경우에는 POD를 이용한 축소는 

큰 의미가 없다. 이것은 비선형 문제에서도 마찬가지이다. 

특히 선형 시스템에서 계산하는 방식으로 구한 모드는 구

조 비선형 문제에 직접 적용할 수 없기 때문에(강성행렬이 

변위의 함수라면, 변위에 따라 모드가 변해야 한다) POD를 

이용해서 비선형 거동에 한 스냅샷을 계산하여 T를 얻게 

되는데, 이 과정에서도 전체 시스템에 한 비선형 해를 계

산해야 스냅샷 행렬을 만들 수 있다.

그렇다면, 축소 모델을 구축하는 의미는 어디에 있는가? 

그 해답은 바로 식 (14)에 있는 μ에 있다. 여기서 μ는 시스

템을 구성하는 파라미터를 나타낸다. 이를테면, 밀도, 탄성

계수와 같이 재료에 의해 결정되는 값이나, 유한요소 종류

에 따른 단면적, 길이, 두께 등의 기하학적 정보들이다. 이

러한 시스템의 파라미터가 변하면, 질량과 강성이 변하기 

때문에 전체 시스템 행렬을 다시 계산해야 한다. 표적으

로 무게를 최소화하는 구조최적설계 문제에서는 파라미터 

값을 바꿔가면서 구속조건을 만족하는 최적 값을 찾는다. 

이 때, 즉 시스템의 파라미터 값에 따라 반복연산을 수행할 

때 축소모델은 큰 힘을 발휘할 수 있다. 반복연산에 의해 

계산시간이 급격히 증가하기 때문에 전체 시스템을 매번 

다시 구성하고 푸는 과정을 반복하는 것은 사람에게도 그

리고 컴퓨터에게도 매우 지난한 과정일 것이다. 이는 시스

템의 크기가 클수록, 파라미터의 종류가 많을수록 더 극

화된다. 따라서 축소 모델은 그 형태를 확장하여, 기존의 1

차원적인 차수 축소 모델이 아닌 파라메트릭, 또는 파라미

터화 차수 축소 모델(parametric, or parameterized reduced 

order model)이 되어, 시스템의 크기를 줄여서 효율성을 확

보하는 동시에 파라미터의 변화도 같이 고려할 수 있게 되

는 것이다. 

파라메트릭 차수 축소 모델은 기존 축소법의 확장이라고 

할 수 있다. 그 중 2008년도에 C. Farhat과 D. Amsallem이 

개발한 보간(interpolation)을 이용한 ROM 적응법7)이 표

적이며, 이후에도 다양한 접근법이 현재까지도 활발하게 

개발되고 있다. 보간법 기반의 파라메트릭 차수 축소 모델

의 기본 개념을 살펴보면 다음과 같다. 먼저 파라미터에 

한 동작점(operating point)를 설정한다. 

 (16)

동작점은 파라미터의 변화 범위 내에서 샘플 역할을 하

는 값을 의미한다. 예를 들어, 평판의 두께를 파라미터라고 

하고, 2mm ~ 8mm 범위 내에서 최적의 두께를 찾는다고 

할 때, 3개의 샘플(동작점)은 μ1 = 2mm, μ2 = 5mm, μ3 = 

8mm라고 할 수 있다. 샘플 개수는 변할 수 있으며, 동작점 

위치도 균일하게, 혹은 다른 여러 방법으로 결정할 수 있

다. 각 동작점에서 질량과 강성행렬을 얻은 다음, POD를 

통해서 투영 T를 구한다. 즉, 3개의 동작점으로부터 T1, T2, 

T3을 계산할 수 있다. 이 후 변하는 파라미터 값에 해서

는 다음 식과 같이 보간을 통해서 계산한다. 
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(17)

여기서, Wi는 합이 1이 되는 보간 함수를 나타낸다. 하지

만 여기서 중요한 문제가 발생한다. 각각의 투영 행렬들은 

일반좌표계의 기저이기 때문에 투영은 곧 서로 각기 다른 

공간으로의 변환을 의미한다. 즉, 보간을 위해서는 그 상

이 동일한 공간 내에 존재해야 보간에 의미가 있는데, 서로 

다른 공간에 있는 경우는 보간이 아무런 의미를 가지지 못

한다. 따라서, 각각 다른 공간에 있는 투영 행렬을 동일한 

공간으로 변환해 주는 과정이 필요하다.
8)

 이것을 합동(또는 

일치) 변환(congruence transformation)이라고 부른다. 다행히

도 합동 변환 행렬은 그 해가 존재한다. 합동 변환의 해를 

구하는 과정은 고전적 직교 프로크루스테스 문제(classical 

orthogonal Procrustes)를 푸는 과정과 동일하다. 재미있게도 이 

문제 역시 식 (9)과 유사하게 행렬의 놈(정확히는 Frobenius 

norm)을 최소화 하는 것이라서, 해는 SVD를 통해서 얻을 

수 있다. 합동 변환을 위해서는 변환될 목표 공간이 있어야 

하기 때문에, 앞서 3개의 투영 행렬 중에서 T2를 목표 공간

으로 정해 보기로 한다. 그러면 다음과 같이 투영 행렬의 

곱을 계산할 수 있다.

 (18)

위의 Pα,2에 SVD를 적용하면, 다음과 같이 좌‧우 특이행

렬을 얻을 수 있다.

 (19)

여기서 얻어진 좌우 특이행렬의 곱이 바로 직교 프로크

루스테스 문제의 해가 되며, 각 투영을 동일 공간으로 한번 

더 변환해 주는 행렬이 된다.

 (20)

변환행렬 R을 투영 T에 곱해주면, 식 (17)에서의 보간이 

아래와 같이 가능해진다.

(21)

여기서 우변의 아래첨자 i는 dummy index가 아님을 유

의한다. 그림 3은 외팔보 예제에서 합동 변환을 수행 유무

에 따라서 보간 이후 축소 모델이 전체 모델을 잘 표현하

는지를 나타낸 주파수 응답 그래프이다. 결과에서 알 수 있

듯이 합동 변환을 하지 않는 경우에는 아예 다른 결과를 

보여준다.

이렇게 보간을 통해서 도출한 축소모델의 계산 효율성을 

단순히 비교해 보면 축소 모델을 이용한 방법의 경우, 전체 

시스템을 동작점의 개수만큼 풀고, 그 외 과정은 보간을 통

해서 축소 시스템을 풀기 때문에, 실질적인 계산 시간은 

(전체 시스템 1회 계산 시간) (동작점 개수) + (축소 시스템 

계산시간)으로 나타낼 수 있다. 이 과정에서 실제로 축소 

시스템 계산시간은 거의 소모되지 않는다. 반면에 전체 시

스템을 그 로 푸는 경우는 (전체 시스템 1회 계산 시간) × 

(설계변수 값 변화 횟수)이기 때문에 상당한 계산시간의 차

이가 발생한다. 실제 구조최적설계 문제 등에 위의 방법에 

기초한 축소 모델을 적용하여 효율성을 확인해 본 결과, 고

윳값에 한 정확도를 상 오차 O(10-4)정도로 유지하였을 

때, 전체 시스템 비 계산 시간이 수십분의 1정도로 줄어

드는 것으로 나타났다. 효율성과 정확도에 한 엄밀한 비

교는 지면 관계상 생략하며, 여러 문헌4),7),8),9),11)을 참고하길 

바란다.

5. 맺음말

본 기사에서는 예제를 통해서 POD를 계산하는 방법과 

그 의미, 그리고 차수 축소 모델에는 어떻게 적용하는지에 

해 살펴보았다. 차수 축소 모델에의 적용 과정에서 근래 

다양한 연구가 활발히 진행되고 있는 파라메트릭 차수 축

소 모델에 한 소개로부터, 보간을 통해서 축소 모델을 구

축하는 방법을 간략히 살펴보았다. 

파라메트릭 차수 축소 모델에 관한 국내 연구는 상 적

으로 활발하지 못한 것으로 보인다. 반면 해외 연구자들의 

상황은 다르다. 2015년도 해외 저널(Int. J. Numer. Methods 

Eng.)에 차수 축소 모델과 관련한 특별호가 발간10)되어 차

수 축소 모델에 한 다양한 향후 연구 방향을 제시하였

고, 현재 많은 연구가 수행되어 각종 전산 역학 저널에 발

표되고 있다. 필자의 기사가 국내의 파라메트릭 차수 축소 

모델 연구 활성화에 부족하게 나마 보탬이 되길 바라는 

바이다.
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