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1. 서 론1)

유체의 상호작용을 이해하는 것은 개수로 흐름에 대한 연

구에서 매우 중요하다. 전단응력에 관해서는 수리학, 수문
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학뿐만 아니라 여러 분야에서 응용하여 지금까지 사용되고 

있으며, 매우 중요한 역학 인자중 하나다(Michael, 2004).

이러한 전단응력은 그 정의와 역학적인 의미 및 계산 등

이 수학적 접근방법에서 크게 벗어나지 않고 현재까지 사

용하고 있는 실정이며, 각각의 요소를 살펴보면 바닥전단응

력이나 에너지경사와 같이 실제로 측정하거나 정확한 값을 

산정하기 어려운 요소들이 많이 존재한다. 결과적으로 유체
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요 약

전단응력은 여러 분야에서 사용하는 매우 중요한 역학 인자 중 하나이며, 인공수로의 설계를 위해서 중요하다. 현재 
전단응력은 과거에 정해진 계산법을 사용하고 있지만, 사용되는 식에서 바닥전단응력과 에너지경사와 같이 실제로 측
정하거나 계산하기 어려운 요소들이 존재한다. 특히, 에너지경사는 산정하기 매우 어려운 인자이며, 전단응력분포를 구
하기위해서는 에너지경사가 있어야만 산정할 수 있지만, 경계층의 유속기울기와 유속을 측정하는 것은 현실적으로 어
려운 부분이다. 또한 전단응력분포 중 바닥전단응력은 직접 측정하기 매우 어렵고, 유속에 비해 연구가 다소 더딘 실정
이다. 전단응력분포를 정확하게 산정할 수 있다면, 바닥전단응력과 에너지경사를 손쉽게 산정할 수 있다. 본 연구에서
는 에너지경사를 반영하지 않고 엔트로피 M을 이용하여 평균유속과 전단응력분포를 간단히 산정하는 연구를 진행하
였고, 적용한 식의 효용성을 증명하기 위해 기존의 실험실 실측 자료를 사용하였다. 이는 그래프를 통해 응력분포를 
나타내어 비교분석을 하였으며, 등류와 부등류에서 각각 결정계수는 0.930-0.998까지로 거의 일치하였다.

핵심용어 : 전단응력분포, 엔트로피 기반 모델, 등류, 부등류

Abstract

Shear stress is one of the most important mechanical factors used in various fields and is important for the 
design of artificial channels. Current shear stresses have been used in the past, but there are factors that are 
difficult to actually measure or calculate, such as bed shear stress and energy slope in the equation used. In 
particular, the energy slope is a very difficult factor to estimate, and it is difficult to estimate the slope and 
flow velocity of the boundary layer although the energy slope can be used to obtain the shear stress 
distribution. In addition, the bed shear stress among the shear stress distribution is very difficult to measure 
directly, and the research is somewhat slower than the velocity. In this study, we have studied the simple 
calculation of the average flow velocity and the shear stress distribution using entropy M without reflecting the 
energy gradient, and we used existing laboratory data to demonstrate the utility of the applied equation. The 
stress distribution in the graphs was comparatively analyzed. In the case of the uniform flow and the 
non-uniform flow, the correlation coefficient was almost identical to 0.930-0.998.

Key words : Shear Stress Distribution, Entropy-based Model, Uniform, Nonuniform
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속과 바닥전단응력을 산정하기 위하여 수학적 접근의 한계

성을 극복하는 수단으로 확률통계 기반을 수리학개념에 적

용하고자 한다. 본 연구에서는 엔트로피의 확률 개념을 도

입하여 개수로 흐름에서의 전단응력분포 모델을 설정하고 

이를 다양한 등류 및 부등류 실측 자료와 비교하여 수학적 

접근의 한계성을 극복하는데 그 목적이 있다.

2. 연구 동향

Leighly(1932)는 바닥전단응력이 하류에서 정사영 형태

의 물 무게 성분에 의하여 균형을 이룰 수 있다고 제안한 

바 있다. Lundgren(1964)는 대수 법칙을 개수로 단면에 맞

게 변형시켰으며 속도와 전단응력 분포를 추정하는 방법을 

제안하였다. Chiu(1983, 1986)는 일차 유동과 이차 유동 

사이의 복잡한 상호작용, 전단응력분포, 하도 특성(조도, 경

사, 지형 등), 그리고 개수로 흐름과 관련된 다양한 인자들

에 관한 연구를 수행한 바 있다. 하지만 여기서 바닥전단응

력을 산정하기 위해선 유속분포의 계산이 필요했다.

Keulegan(1938)과 Johnson(1942)은 초기 전단응력 모델

의 연구에 공헌한 바 있으며, Einstein(1942)의 동수반경 분

리법은 현재까지 다양한 연구에서 사용되고 있다. 이러한 연

구를 이어서, Knight(1973, 1979, 1981, 1982, 1983, 1985)

와 그의 동료들은 개수로 흐름과 유사이동을 이해하는데 유

용한 여러 경험적 관계를 제안한 바 있다. Noutsopoulos 

(1982), Hu(1985), Patel(1984)은 직각 수로, 프리즘 수로 

및 덕트에서의 벽 전단응력의 측면분포에 대한 연구를 수행

한 바 있다.

과거의 개수로 전단응력분포에 관한 연구는 결정론적 접근

법을 사용하여 실험 또는 이론적으로 연구되었음을 보여준

다. 지금까지 엔트로피 개념을 이용한 개수로 흐름에서의 전

단응력분포에 대한 확률론적 방법은 연구되지 않았다. 지난 

수십 년간 엔트로피 이론은 하천 수리학 분야에 적용되었다. 

수리학에서 엔트로피 컨셉은 Shannon의 엔트로피를 이용하

여 Chiu(1987)에 의해 소개되었다. 그는 개수로 흐름에서 2

차원 유속분포에 관한 연구를 수행하였다(Chiu, 1988, 

1991). 이후, Choo(1990)는 Chiu의 유속방정식을 사용하여 

운동량과 에너지계수를 산정하였다. 특히, Chiu (1993)는 관

수로 흐름에 적용할 수 있도록 기존 엔트로피 컨셉을 발전시

켰다. 여기서 Chiu는 Schlichting 식과의 비교, 마찰손실 계

수와 엔트로피 계수 M과의 비교를 하였지만, 전단응력에 관

한 연구는 없었다. Singh(1997)은 엔트로피 이론을 바탕으로 

다양한 수문학과 수자원에 관한 연구를 하였다.

그 이후로 다양한 엔트로피 관련 연구가 진행되었다. 

Chiu(2002, 2006)는 엔트로피 개념을 활용하여 개수로 흐

름에서 최대속도, 규칙성, 그리고 1차원 속도 분포에 관한 

규정을 하였다. Singh(2011)은 엔트로피 이론을 이용하여 

개수로에서 1차원 속도 분포를 연구했으며, 여기서 그는 멱

법칙과 대수 유속분포를 도출하기 위해 Shannon의 엔트로

피를 사용하였다. Cui와 Singh(2012, 2013)은 Tsallis 엔트

로피를 이용하여 개수로에서 유속분포와 유사농도를 연구

한 바 있다.

유동 특성을 결정하기 위해서는 전단응력의 산정이 필요

하다. 개수로 흐름에서의 중요성을 고려할 때, 단면의 복잡

성 및 다양한 수리학적 매개변수들로 인해 전단응력의 완

벽한 분석은 매우 어렵다. 전단응력과 관련된 연구는 대부

분 경험적 결과에 근거하기 때문에 일반적으로 식을 적용

하기 어렵다. 따라서, 본 연구의 목적은 엔트로피 이론을 

활용하여 전단응력분포를 모델링하고 Song(1995)의 실험 

데이터 세트를 사용하여 모델을 검증하고 제안된 식의 유

용성을 증명하는 것이다.

3. 연구 방법

3.1 엔트로피 모델링

정보의 내용을 최대화하는 이론을 Shannon(1948)이 최

초로 제안하였으며, 변량과 관련된 정보는 식(1)과 같이 정

보의 양을 제공한다.

  ln  (1)

따라서 모든 event에 대하여 고려한다면, 정보의 평

균값은 식(2)와 같이 정의된다. Shannon이 함수 에 

의한 엔트로피를 최초로 정의하였다.

 
∞

∞


∞

∞

ln (2)

와 ln는 무차원이나 는 차원이므로 는 

와 같은 차원이며, 의 범위에 따라 양 또는 음의 값이

다. 식(2)는 연속적인 상태변량에 대한 확률밀도함수 

라 하면, 에 대한 불확실성을 나타내는 엔트로피 최대화

를 의미한다.

엔트로피를 최대화하려는 확률분포는 알고 있는 기본정

보가 갖고 있는 확률분포보다 더 큰 정보를 만드는 분포를 

의미한다. 따라서 확률분포함수를 풀기 위해서는, 식(3)과 

같이 변량에 관하여 이용 가능한 정보인 평균값, 분산, 왜

곡도 등과 같은 제약조건들을 사용하는 것이다.






          (3)

엔트로피를 최대화하는 확률밀도함수는 식(4)와 같이 라

그랑즈 방법을 이용하면 구할 수 있다.






  






  (4)

여기서 는 라그랑즈의 곱수이다.
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이러한 개념을 유체의 전단응력에 적용하면 식(5)와 같다.

 




ln (5)

여기서   ln이다. 

에 관하여 이용 가능한 정보인 확률, 평균값 등과 같은 

제약조건들을 이용하는 것이다.






   (6)






   (7)

위식에서 주어진 독립적인 제약조건들을 함께 정리하면 

식(8)과 같은 형태로 나타낼 수 있다.






    (8)

따라서 엔트로피를 최대화하는 확률밀도함수 는 식

(9)와 같이 라그랑즈 방법을 이용하면, 구할 수 있다.






  






  (9)

  ln  (10)

여기서,    ,   가 된다.




  


 , (11)

식(9)에 식(10)과 (11)을 대입정리하면 식(12)가 된다.

ln      (12)

여기서    ,   이고, 식(12)에 대입정리하면 

전단응력의 확률밀도함수 식(13)이 된다.

  exp  (13)

개수로의 누가확률밀도함수는 식(14)와 같다.






 



max 

 


 (14)

확률밀도 함수식(13)을 식(14)에 대입정리하면 식(15)와 

같다.

  












 max 

 



 (15)

개수로 내 흐름 역시 제약조건인 식(6)과 (7)을 받는다.

우선 확률밀도함수인 식(13)을 식(6)에 대입정리하면 식

(16)을 얻을 수 있다.


  


(16)

  (엔트로피 계수)라 하고, 확률밀도함수인 식(13)

을 식(7)에 대입정리하면 식(17)과 같다. 식(17)를 개수로 

내의 평균전단응력공식이라 한다. 

 
 



 


   (17)

여기서, 는 바닥전단응력, 는 엔트로피 계수, 는 평

균전단응력이다.

식(17)을 식(16)에 대입하고 
항으로 정리하면 식(18)

과 같다.


  


 


(18)

식(18)을 식(15)에 대입정리하면 본 연구에서 제안하는 

전단응력분포식인 식(19)을 산정할 수 있다.

 







 max 

 



 (19)

여기서 는 식(20)과 같다.

  

  
(20)

또한 식(16)을 식(15)에 대입정리하면 경계층 전단응력을 

반영한 전단응력분포식인 식(21)을 산정할 수 있다. 

  







 max 

 



 (21)

식(19)와 식(21)의 는 식(22)와 같고, 일반적으로 =0

에 가깝고, max는 1이다.

 




  (22)

여기서 는 수심, 는 점유속의 위치, 는 수면에서부터 

전단응력이 0일 때의 위치이며, 최대유속이 발생하는 위치

이고도 하다.

일반적으로 층류와 난류가 동시에 일어나는 경우의 전단

응력분포는 식(23)을 사용한다. 
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′′  


(23)

또한 경계층에서의 전단응력은 식(22)에서   일때 

  이므로 식(24)와 같다.

   






 




  

  (24)

여기서 전단응력분포 식(23)에는 산정이 매우 어려운 와

동점성계수()가 있다. 경계층 전단응력 식(24)에도 측정이

나 산정이 매우 어려운 에너지경사()가 있어야만 바닥전

단응력을 구할 수 있는 한계성이 있다. 따라서 이러한 와동

점성계수나 에너지경사를 고려하지 않고도 새롭게 제안한 

식(19)와 식(21)을 이용한다면 개수로 전단응력분포와 경

계층 전단 응력을 손쉽게 산정할 수 있다.

3.2 매개변수 산정

매개변수 산정방법은 실측된 다수의 점 전단응력자료를 

이용하는 방법이다.

1) 제안한 식(19)에 실측한 점 전단응력 값( )과 

이에 대응하는 수심()을 대입하여 평균전단응력을 

산정한다. 

2) 제안한 식(21)에 실측한 점 전단응력 값( )과 

이에 대응하는 수심()을 대입하여 경계층 전단응

력을 산정한다. 

3) 산정된 평균전단응력과 경계층 전단응력을 식(17)에 

대입하여 엔트로피 계수를 산정한다.

산정된 엔트로피 계수를 식(19)와 식(21)에 대입하면 전

단응력분포 및 경계층 전단응력을 산정할 수 있다. 식의 효

용성을 증명하기 위하여 사용된 데이터는 Song이 실측한 

침식하상에서의 등류 및 부등류 흐름자료를 사용하였다. 제

안한 식(19)와 식(21)이 실측된 전단응력분포 및 경계층 전

단응력을 잘 표현하는지를 그래프에 도시하고 비교분석하

였다.

3.3 실험 데이터

제안된 전단응력분포 모델은 문헌에서 이용 가능한 실험 

관측 데이터를 통해 검증되었다. 식(19)와 식(21)을 검증하

기 위해 다양한 조건의 경사, 유량, 흐름 상태에서의 실험 

데이터를 사용하였다. Table 1과 2는 난류 상태에서 실험

한 값이다. Table 1은 다양한 하상경사, 유량, 그리고 깊이

에 따른 8가지 조건의 등류 흐름에 대한 실험 데이터를 나

타낸다. 또한 Table 2는 다양한 하상경사, 유량, 그리고 깊

이에 따른 12가지 조건의 부등류 흐름에 대한 실험 데이터

를 나타낸다. 본 연구에서는 제안한 공식이 전단응력분포를 

잘 나타내는지 확인하기 위해 다양한 흐름 조건에 관한 실

험 데이터를 사용하였다.

Table 1. Uniform flow experimental data

Slope (S) Discharge (Q, ) Depth (D, )

0.0025 40 12.4

0.0025 60 15.7

0.0025 90 20.4

0.0050 50 11.8

0.0050 70 14.2

0.0050 90 17.0

0.0075 50 10.0

0.0075 65 12.2

Table 2. Non-uniform flow experimental data

Slope (S) Discharge (Q, ) Depth (D, )

-0.0025 100 16.9

-0.0025 80 15.1

-0.0050 110 17.9

-0.0050 80 15.9

-0.0075 100 18.2

-0.0075 80 16.5

0.0025 90 20.0

0.0025 70 16.0

0.0050 90 18.5

0.0050 70 16.5

0.0075 80 20.5

0.0075 60 17.0

4. 분석 결과

Fig. 1-3은 제안된 모델을 실험 데이터와 비교하여 산정

된 전단응력분포가 관측된 전단응력분포와 잘 일치하는지 

나타낸 것이다. 각각의 그림에서 x축은 전단응력을 y축은 

를 나타내며, 관측 자료와 산정된 전단응력의 결정계수

를 표시하였다. 그 결과, 본 연구에서 제안한 전단응력 모

델은 기존 데이터의 분산된 특성에도 불구하고 실측값을 

매우 잘 표현하는 것을 보여준다. 등류 및 부등류 흐름 모

두에서 엔트로피 기반 모델은 전단응력을 정확하게 산정하

는 것으로 판단된다. 등류 흐름에서의 결정계수의 범위는 

0.9493에서 0.9981, 부등류 가속 흐름에서는 0.9888에서 

0.9933, 부등류 감속 흐름에서는 0.9475에서 0.9822로 계

산되었다. 일부 흐름에서 경계층 부근의 전단응력 관측 값

이 분산되었음에도 불구하고, 제안한 모델이 실측 분포를 

그리는 것을 확인할 수 있다.

제안된 모델은 합리적인 결과를 보여주었다. Fig. 1-3의 

대부분의 경우 기존 관측 자료와 상당히 유사한 것을 확인

할 수 있다. 총 20개의 개수로 난류 흐름에서의 평균 결정

계수는 0.9792로 계산되었다. 이 결과는 경험식이 아닌 개

수로 흐름에 큰 의미가 있는 이론적인 방법에 의해서 나온 

값이다.
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(a) S25-Q40 (b) S25-Q60

(c) S25-Q90 (d) S50-Q50

(e) S50-Q70 (f) S50-Q90

(g) S75-Q50 (h) S75-Q65

Fig. 1. Verification of the proposed shear stress distribution model with uniform flows.
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하지만 본 연구에는 몇 가지 제약이 있다. 우선 모델을 

평가하기 위해서는 관측된 전단응력분포와 이에 대응하는 

하상으로부터 수직 깊이를 알고 있어야 한다. 즉, 본 연구

를 적용하기 위해서는 몇 가지 정보가 필요하다. 또한 모델

의 기본 형상은 전단응력 식(21)의 확률밀도함수(PDF)에 

따라 달라진다. 이는 부정류 흐름과 같은 복잡한 흐름에서, 

특히 최대 유속이 수면 아래에서 발생하는 경우, 분포를 정

확하게 나타내기 어려울 수 있기 때문에 상당히 중요하다.

본 연구에서 적용한 전단응력분포 식은 처음부터 개수로

의 기본 수리학적 요소들을 고려하지 않고 확률 및 통계를 

기반으로 제약조건과 데이터에만 의존한다. 따라서 앞서 언

급한 몇 가지 제약이 있음에도 불구하고, 엔트로피 컨셉의 

전단응력분포 모델은 개수로 흐름에서의 전단응력분포 특

성을 잘 표현하는 것으로 판단된다.

(a) S-25-Q100 (b) S-25-Q80

(c) S-50-Q110 (d) S-50-Q80

(e) S-75-Q100 (f) S-75-Q80

Fig. 2. Verification of the proposed shear stress distribution model with accelerating non-uniform flows.
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5. 결 론

기존에 널리 사용되고 있는 전단응력 식은 단순하고 편리

한 계산 때문에 널리 사용되어 왔다. 하지만 바닥전단응력, 

속도 구배, 에너지 경사 등과 같이 정확히 측정하거나 계산

하기가 어려운 요소가 있다. 이에 본 연구에서는 엔트로피 

개념을 사용하여 개수로 흐름에서 적용할 수 있는 전단응

력분포 및 경계층 전단응력분포를 제안하였다. 엔트로피를 

기반으로 한 전단응력분포 모델이 실제 전단응력분포를 잘 

나타내는지 확인하기 위해 등류 및 부등류 흐름에서의 실

험 데이터를 통해 비교하였다. 그 결과, 식(19)와 식(21)의 

효용성과 신뢰성을 실측값과 제안식의 산정값의 결정계수

를 통해 증명하였다.

하지만 다양한 정류의 흐름에 따른 최적의 엔트로피 계수 

(a) S25-Q90 (b) S25-Q70

(c) S50-Q90 (d) S50-Q70

(e) S75-Q80 (f) S75-Q60

Fig. 3. Verification of the proposed shear stress distribution model with decelerating non-uniform flows.
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값을 산정하기는 어려웠다. 이는 해를 구하기 위해, 적정 

결정계수에 합의해야 하기 때문이다. 이와 같은 문제점을 

해결하기 위해서는 최적화 기법과 같은 정밀한 방법을 통

해 적용되어야 한다. 유전자 알고리즘이나 화음탐색법과 같

은 최적화 기법은 이러한 문제에 대한 더 나은 해결책을 제

시할 수 있다.

최근 개수로 흐름에서 전단응력분포에 관한 연구는 매우 

더디고 적으며, 전단응력분포를 산정할 수 있는 모델도 거

의 없는 것으로 보인다. 또한 연구된 몇몇의 전단응력분포 

모델은 최종적으로 수식에서 한계를 가질 수밖에 없는 가

정을 세우거나 심지어 획득하기 매우 어려운 매개변수들이 

존재한다. 또한, 다른 전단응력분포 식은 많은 매개변수를 

산정해야 하지만 본 연구에서 제안한 식은 엔트로피 계수 

만 필요로 한다. 제안된 식은 하천의 특정 형상이나 부정

류를 제외한 흐름에서는 적용이 가능하다.

이와 같이 본 연구의 분석에는 몇 가지 제약이 있지만, 

등류 및 부등류 흐름에서의 결과는 유용하다고 판단된다. 

점전단응력과 이에 대응하는 수직 깊이를 알 수 있다면, 엔

트로피 기반 모델로부터 전단응력분포를 산정할 수 있으며, 

이는 하천 설계 또는 운영관리에 있어서 유용할 것으로 사

료된다. 추가적으로, 개수로 흐름에서 경계층 전단응력을 

계산할 때 에너지 경사 없이 쉽게 산정할 수 있을 것으로 

판단된다.
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