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1. 서  론

비선형 시스템 제어에 대한 연구는 매우 많으며 그 중에 하나로 TSK 퍼지 모델로부터 설계되는 

방법이 있다[1]. TSK 퍼지 모델은 비선형 시스템을 여러 퍼지 공간에서 선형 시스템으로 근사시킨 

퍼지 규칙들로 표현한 것으로 복잡한 비선형 시스템을 알기 쉽게 표현하는 뛰어난 능력이 있다[2]. 

이러한 TSK 퍼지 모델을 이용하여 비선형 시스템을 표현하고 퍼지 제어기를 설계하는 방법이 매우 

많이 연구되어 있다[3-6]. 

비선형 시스템 제어에 TSK 퍼지 시스템을 이용하기 위해서는 먼저 제어 대상 시스템을 TSK 

퍼지 모델로 표현해야 한다. 그 방법은 크게 두 가지로 나눌 수 있다. 하나는 입출력 데이터를 

이용하여 모델링하는 방법이다. 이 경우 그 데이터는 사용되는 입력 공간 전체에 충분히 골고루 

분포되어 있어야 한다. 이러한 데이터는 실험으로 얻을 수도 있고, 시스템의 물리적 해석으로 구한 

비선형 동특성 방정식에서 얻을 수도 있다[7-11]. 다른 한 방법은 시스템의 동특성을 표현한 비선형 

미분방정식에서 근사적으로 퍼지 모델을 구하는 것이다[4,12]. 

그러나 실제 산업 현장에서는 제어 대상 시스템의 동특성을 표현하는 비선형 미분방정식을 
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구하기가 쉽지 않다. 또한 실험으로 입력 공간 전체에 충분히 

골고루 분포된 데이터를 얻는 것도 실제 시스템 운영에서 여러 

제약으로 매우 어렵다. 산업 현장에서 가장 손쉽게 얻을 수 있는 

데이터는 계단입력 응답이다. 따라서 본 연구에서는 계단 입력 응답 

데이터만으로 비선형 시스템의 TSK 퍼지 모델링과 제어기 설계 

방법을 제안하고자 한다.

선형 시스템에서 계단 입력 응답을 이용한 모델링 및 제어기 

설계 연구는 많다[13]. 하지만 비선형 시스템에서 계단 입력 응답을 

이용한 제어기 설계 연구는 되지 않고 있다. 본 연구에서는 비선형 

시스템의 계단 입력 응답에서 얻은 데이터만으로 TSK 퍼지 

모델링과 제어기 설계 알고리즘을 제안한다. 퍼지 모델링에서는 

비선형 최적화 수법인 유전 알고리즘(GA)를 이용한다. 연구 대상인 

비선형 시스템은 제어 입력에 비선형인 경우와 출력에 비선형인 

경우 두 종류로 한다. 

2. 계단 입력 응답과 GA를 이용한 모델링

실제 시스템에서 가장 얻기 쉬운 데이터는 계단 입력 응답을 

측정한 데이터이다. 본 연구에서는 계단 입력 응답 데이터만을 

이용하여 전달함수를 구한다. 이 때 전달함수의 계수를 구하기 위해 

사용하는 알고리즘은 비선형 최적화 수법의 하나인 유전 알고리즘

(GA)이다. 

가령 시스템을 진동 없는 2차 시스템으로 표현할 경우 전달함수는 

식 (1)이다.

 

  (1)

식 (1)의 출력은 식 (2)이다.

  (2)

식 (1)의 계수 을 GA를 사용하여 구한다. GA

에서 사용하는 cost function은 식 (3)이며 오차 절대 값의 평균값이다.

 

  (3)

여기서, 는 시간  때 실제 시스템의 응답에서 얻은 데이터 

값, 는 식 (2) 모델의 출력 값이다. 

예제 1 : 고차 시스템

모델링 대상은 문헌[13]에서 이용한 8차 시스템으로 식 (4)이다.

  (4)

식 (4)의 단위 계단 입력 응답은 그림 1에서 실선이다. 계단 입력 

응답 데이터와 GA를 이용하여 형태가 식 (1)인 2차 시스템 모델을 

만들었다. 한 개의 계수를 10bit로 표현하여 염색체 총 길이를 40bit

로 하였고, 집단 크기는 200개로 하여 1000 세대까지 진화 시켰다. 

한 세대에서, 5 쌍의 염색체를 2 point crossover 교배시키고, 5 개의 

염색체를 돌연변이 시켰으며, 하위 20%는 도태시키고 무작위로 

구한 새로운 염색체로 교체하는데, 700 세대 이후에서는 수렴을 

촉진시키기 위해 새로 만들어지는 염색체는 세대가 진행 할수록 

점점 최상위 염색체에 닮아가는 형태로 하였다. 구해진 모델은 식 

(5)이며 그 단위 계단 입력 응답은 그림 1에서 점선이다.  

  (5)

문헌[13]에서 구한 모델은 식 (6)이다. 식 (6)의 와 은 

그래프에서 구하고, 과 는 33%와 67% 점에서 응답 값이 

같아지도록 구한 것이다. 식 (6)의 계단 입력 응답은 그림 1에서 

파선이다. 

  (6)

두 모델의 성능을 비교하기 위해 오차 절대 값을 20초간 적분한 

값을 구하였다. 그 값은 GA로 구한 식 (5) 모델의 경우 0.232인 반면 

식 (6) 모델은 0.4636로 GA로 구한 모델이 더욱 정확하였다.  

그림 1. 식 (4) 시스템과 모델들의 계단 입력 응답
Fig. 1. Step responses of the system (4) and models 
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3. 비선형 시스템의 퍼지 제어기 설계

본 연구에서는 비선형인 제어 대상 플랜트를 식 (7)과 같은 

퍼지규칙들로 구성된 TSK 퍼지 모델로 표현한다.
  

  (7)

여기서 는 전제부 변수, 는 퍼지집합, 그리고 는 

전제부에서 정한 퍼지 영역에서 근사적으로 표현된 시스템의 

전달함수이다. 퍼지 집합 의 소속 값을 , 퍼지 규칙 수를 

이라 하면 본 연구에서는 항상 이 되도록 퍼지 

집합 을 만들었다. 식 (7) 퍼지 모델로부터 추론되는 출력 는 

식 (8)로 구한다.

  (8)

여기서, 이다.

본 연구에서는 제어 입력 에 비선형 또는 출력 에 

비선형인 시스템을 다룬다. 제어 입력 에 비선형인 경우는 

전제부 변수 는 가 되며, 출력 에 비선형인 경우는 

전제부 변수는 가 된다.

식 (7)의 퍼지 모델로 표현된 비선형 시스템의 제어기는 식 (9)의 

퍼지 규칙들로 구성된다.

  (9)

여기서 은 식 (7) 모델의 로부터 설계된 

제어기이며, 규칙의 개수 과 전제부 퍼지 집합 는 퍼지 모델과 

동일하다.

식 (9)의 퍼지 제어기로부터 제어입력 를 추론되는 식은 

통상 식 (10)을 사용한다.

  (10) 

하지만 본 연구에서는 문헌[3]에서 제안한 consistence condition

를 전달함수 표현에 적용하여 식 (11)로 를 구한다.

  (11)

여기서 는 번째 모델 규칙 결론부 의 출력이 원하는 

출력 가 되도록 구한 제어 입력 값이다.

정리(consistence condition) : 식 (7)의 퍼지 규칙들로 구성된 

퍼지모델로 표현되는 플랜트에서 가 안정한 시스템이고 식 

(11)의 제어 입력을 적용할 경우 계단 입력에 대한 정상 상태 출력이 

원하는 값 가 된다. 

증명 : 퍼지 모델 번째 규칙 결론부 에 계단 입력 

를 적용하였을 때 의 정상 상태 출력 값이 라 

하자. 그러면 이므로  

  (12)

이다. 정상 상태에서 퍼지 집합 소속 값이 수렴하여 

라면 퍼지 모델 출력 의 정상 상태 값은 

식 (8), (11), (12)에 의해 다음 식 (13)과 같이 원하는 값 가 된다.
  

  (13)

3.1 제어 입력에 비선형인 시스템 

제어 입력 에 비선형인 시스템의 경우 모델과 제어기의 

전제부 변수는 가 된다. 이 경우에는 여러 값들에 대해 

계단 입력 응답을 얻을 수 있다. 계단 입력 응답을 이용하여 다음과 

같은 단계로 퍼지 모델링과 제어기 설계를 한다.

단계 1 :  제어 입력  값의 적용 가능한 범위에서 개의 대표 

값을 정하고 그 개의  대표 값을 입력 값으로 하여 

개 계단 입력 응답을 구한다. 

단계 2 :  앞에서 구한 개 계단 입력 응답으로 개의 전달 함수를 

구한다. 이때 2 장에서 설명한 GA 수법을 이용한다.

단계 3 :  개 전달 함수에 있는 계수들의 변화를 그래프로 

표현하고, 계수 값이 비선형적으로 변하는 대표 값을 

 

이라 하면 본 연구에서는 항상 이 되도록 퍼지 

집합 을 만들었다. 식 (7) 퍼지 모델로부터 추론되는 출력 는 

식 (8)로 구한다.
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찾고, 그 대표 제어 입력 값을 퍼지화 하여 전제부를 

만들고, 그 응답의 전달 함수를 결론부로 하여 퍼지 

모델의 퍼지 규칙을 만든다.

단계 4 :  퍼지 모델 각 규칙의 결론부 선형 시스템에서 선형 

제어기를 설계하고 그 선형 제어기를 퍼지 제어기 규칙의 

결론부로 하여 퍼지 제어기를 만든다. 

 

예제 2 

제어 대상은 식 (14)의 비선형 시스템이다. 

  (14)

사용 가능한 의 범위를 [0 10]으로 하고, 그 범위 안에서 11

개 값 (0.1, 1, 2, …, 10)을 대표 값으로하고 그 대표 값을 계단 입력 

값으로 하여 그 응답을 구하였다. 그 응답은 그림 2와 같다.

 

그림 2. 식 (14) 시스템의 계단 입력 응답
Fig. 2. Step responses of the system (14)

각 계단 입력 응답에 대해 선형 모델을 만들었다. 그 선형 모델은 

식 (1)의 형태이며 지연 시간은 없다( ).그림 2의 계단 입력 응답 

데이터와 식 (2)에서 얻는 모델 출력 값을 이용하여 유전 알고리즘

(GA)으로 11개의 선형 모델을 만들었다. 11개 선0형 모델의 계수(

) 값들의 변화를 그래프로 그린 결과, 계수 값 변화가 

비선형으로 변하는 계단 입력 값은 (0.1, 1, 2, 5, 10) 5개이다. 따라서 5

개의 퍼지 규칙으로 구성된 퍼지 모델이 만들어졌으며 그 퍼지 모델 

규칙은 식 (15) 형태이며 계수 값들은 표 1에 있고 퍼지 집합은 그림 

3과 같다.

  (15)

                      

  0.1    1      2              5                  10

그림 3. 식 (15)와 (16)의 퍼지 집합
Fig. 3. Fuzzy sets in (15) and (16)

퍼지 제어기 결론부는 PI 제어기를 사용하였고 그 퍼지 규칙들은 

식 (16) 형태이다. 퍼지 제어기 결론부 PI 제어기의 설계 기준은 

출력에 overshoot가 없고 5초에 목표 값의 90%에 도달하는 것으로 

하고, matlab 시뮬레이션으로 계수를 구하였다. 퍼지 제어기 계수는 

표 1에 있다.

  (16)

표 1. 식 (15)와 (16)의 계수 값

Table 1. Parameter values in (15) and (16)

Fuzzy
Set

Fuzzy Model Fuzzy Controller

  2.26   0.486   0.55   1.7   0.7

  4.56   0.438   2   0.93   0.2

  7.08   0.424   3.69   0.79   0.11

 14.6   0.411   9.72   0.62   0.042

 27.1   0.406  21.9   0.51   0.018

목표 값을 5, 10, 15, 20으로 하였을 때 제어 결과는 그림 4에서 

실선이다. 제어기 값 를 추론하는 식은 consistence condition을 

만족하는 식 (11)이다. 그림 4에서 점선은 목표 값이며, 제어 결과는 

설계 기준을 정확히 만족하였다.

비교를 위해 고정 PI 제어기를 만들었다. 고정 PI 제어기는 목표 

값이 10일 때 원하는 제어 결과가 나오도록 설계하였으며 식 (17)

이다. 식 (17) 제어기를 사용한 제어 결과는 그림 4의 파선과 같으며, 

목표 값에 따라 응답이 빨랐다 느렸다 함을 볼 수 있다.      

  (17)

그림 4에서 목표 값이 20일 때 식 (16) 퍼지 제어기 출력 

은 그림 5이다. 그림 5에서 의 값이 사용 가능 범위 [0 10]안에 

있음을 볼 수 있다.

그림 6은 consistence condition의 효과를 보여준다. 퍼지 제어기 

추론식으로 consistence condition을 사용하지 않은 식 (10)을 

사용하였을 때 제어 결과는 그림 6에서 파선이며, 실선은 식 (11)을 

사용할 때 결과이다. 그림 6에서 consistence condition을 사용하지 

않은 점선은 실선에 비해 정밀한 제어가 되지 않음을 볼 수 있다.
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3.2 출력에 비선형인 시스템 

출력 에 비선형인 시스템의 경우 모델과 제어기의 전제부 

변수는 출력 이다. 이 경우에는 계단 입력 응답은 한 개만 얻을 

수 있으며 그 응답만으로는 모델 계수들의 참 값을 구하기가 어렵다. 

따라서 입력 값이 0일 때 응답도 구하여 모델링에 이용한다. 

이 때 출력 초기 값 는 0가 아닌 이다.  즉, 

, 일 때 응답과 , , 일 때 응답을 

이용하여 모델링한다. 

모델링의 수법은 출력 의 적용 범위를 정하고 그 범위 안에서 

개의 대표 값 를 정하며, 의 근방에서 선형 시스템으로 근사한 

전달 함수를 구한다. 

전달 함수 계수를 구하는 방법은 두 단계로 나누어진다. 첫 

단계에서는 제어 입력 와는 관계없고 시스템 동특성을 

표현하는 계수인 전달 함수 분모 계수 (식 (1)에서는 , )를 

구한다. 이 단계에서는 일 때 응답 데이터를 사용한다. 

다음 단계에서는  응답 데이터를 이용하여 전달 함수 

분자의 계수 (식 (1)에서는 )를 구한다. 퍼지 모델링과 퍼지 제어기 

설계 단계의 구체적 설명은 다음과 같다. 

단계 1 :  출력 의 적용 범위를 정하고 그 범위 안에서 개의 

대표 값 를 정한다. 

단계 2 :  출력의 초기 값을 0이 아닌 로 하고 제어 입력은 

로 하여 응답을 구한다. 이 때 그 응답이 

의 적용 범위를 모두 포함하도록  값을 정한다. 

단계 3 :  단계 2에서 구한 응답 데이터로 제어 입력에 관계없는 

계수들을 구한다. 즉, 응답 데이터에서 출력 값이 의 

근방인   범위 안에 있는 데이터와 

GA를 이용하여 의 근방에서 근사된 전달함수 분모의 

계수를 구한다. 이 때 GA에서 목적 함수 값 계산에 

사용되는 모델 출력 식은 초기 값을 포함한 형태이다.

단계 4 :  로 하고 계단 입력 응답을 구한다. 이 때 그 

응답이 의 적용 범위를 모두 포함하도록 계단 입력 

값 을 정한다. 

단계 5 :  단계 4에서 구한 계단 입력 응답 데이터로 전달함수 

분자의 계수를 구한다. 이 때 전달함수 분모의 계수는 

단계 3에서 구한 값을 그대로 사용한다. GA를 이용하여 

분자 계수 구하는 방법은 단계 3과 동일하다.

단계 6, 7 :  앞 3.1 절의 단계 3, 4와 동일하다. 단 퍼지 규칙의 

전제부는 를 퍼지화 한 것이다. 

예제 3 :  

제어 대상은 식 (18)이며 에 비선형인 시스템이다. 

  (18)

 적용 범위를[0 4]로 하고, 계단 입력 응답을 구하였다. 그 

그림 4. 식 (16)과 식 (17) 제어기의 제어 결과
Fig. 4. Control results with controller (16) and (17)

그림 5. 목표 값이 20일 때 제어 입력 

Fig. 5. Control input   when desired output is 20

그림 6. 식 (10) 추론식과 식 (11) 추론식 사용 때 제어 결과
Fig. 6. Control results with inference equation (10) and (11)
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때 계단 입력 값은 응답이 적용 범위를 모두 포함하도록 

로 하였다. 그 계단 입력 응답은 그림 7에서 실선이다.  , 

일 때 응답도 구하였다 그 응답은 그림에서 점선이다.

그림 7. 식 (18) 시스템과 식 (22) 선형모델의 응답
Fig. 7. Responses of the system (18) and linear model (22)

의 적용 범위 안에서 (0, 0.5, 1, 2, 3, 4) 6개를 대표 값으로 

하였다. 그림 7에서 [0 0.2], [0.4 0.6], [0.9 1.1], [1.9 2.1], [2.9 3.1], [3.9 

4.1] 범위에 있는 데이터를 이용하여 6개의 선형 모델을 만들었다. 이 

때 선형 모델은 식 (1)에서 인 형태이다. 모델링에 사용되는 

데이터는 계단 응답 전체가 아니고 일부분이다. 따라서 GA에서 

사용하는 모델 출력 식은 초기 값  가 있는 형태로 식 

(19)이다.

  (19)

여기서 는 계단 입력 값이며, 본 예제에서는 그림 7에서 실선의 

경우 이고 점선의 경우 이다. 초기 값 와 

는  값이 일 때 시간을 0으로 한 값들이다. 따라서 

이다.

먼저 그림 7에서 점선 데이터를 이용하여 단계 3 방법으로 과 

를 구하였다. 그리고 그림 7에서 실선 데이터를 이용하여 단계 5 

방법으로 를 구하였다.

6개 선형 모델로부터 단계 6 방법으로 4개의 퍼지 규칙으로 

구성된 퍼지 모델이 만들어졌으며 그 퍼지 모델 규칙은 식 (20) 

형태이고 계수 값들은 표 2에 있고 퍼지 집합은 그림 8과 같다.

  (20)

                                             

0     0.5    1                                  4

그림 8. 식 (20)과 (21)의 퍼지 집합
Fig. 8. Fuzzy sets in (20) and (21)

표 2. 식 (20)와 (21)의 계수 값
Table 2. Parameter values in (20) and (21)

Fuzzy
Set

Fuzzy Model Fuzzy Controller

  2.08   1.39  14.4   0.048   0.022
  6.87   0.206   7.05   0.37   0.05
  9.9   0.101   5.02   1   0.09
 20.0   0.025   2.48   5.1   0.18

퍼지 제어기 결론부는 PI 제어기를 사용하였다. 제어기 설계 

기준은 출력에 overshoot가 없고 5초에 목표 값의 90%가 되도록 

하고, matlab 시뮬레이션으로 제어기 계수를 구하였다. 퍼지 제어기 

규칙은 식 (21) 형태이고 설계된 계수들은 표 2에 있다.

  (21)

목표 값을 1, 2, 3, 4로 하였을 때 제어 결과가 그림 9에서 

실선이다. 그림에서 제어 결과가 목표 값에 관계없이 항상 설계 

기준을 만족함을 볼 수 있다.

그림 9. 식 (21)과 식 (23) 제어기의 제어 결과
Fig. 9. Control results with controller (21) and (23)

비교를 위해 선형 모델을 만들고 고정 PI 제어기를 설계하였다. 

선형 모델 전달 함수는 시스템의 계단 응답인 그림 7의 실선 

데이터와 GA를 이용하여 구했으며 식 (22)이다. 선형 모델의 계단 

입력 응답은 그림 7에서 파선이다. 
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  (22)

식 (22) 선형 모델로부터 설계된 제어기는 식 (23)이고 그 

제어기를 이용한 제어 결과는 그림 9에서 파선이다.  식 (23)의 고정 

제어기의 경우 목표 값에 따라 제어 결과가 매우 다름을 알 수 있다.

  (23)

예제 4 : cart-pole 역 진자 시스템

제어 대상은 그림 10의 역 진자 시스템이며, 그 동특성 방정식은 

식 (24)이다.

 

그림 10. 역 진자 시스템
Fig. 10. Inverted pendulum

  (24)

여기서 , , , 

로 한다. 그리고 진자는 360。회전 할 수 있는 것으로 

하였다.

진자 시스템의 제어기 설계에 관한 연구는 많이 있지만, 모두 

식 (24)와 같은 동적 방정식으로부터 모델을 근사적으로 구하거나

[4] 시스템으로부터 입출력 데이터를 충분히 구하여 모델을 만들어 

제어기를 설계하였다[3]. 하지만 본 연구에서는 오로지 계단 입력 

응답만으로 퍼지 모델을 만들고 퍼지 제어기를 설계한다.

제어 목표는 로 한다.  때 계단 응답은 그림 

11에서 실선이다.  때 응답은 pole 각도의 초기 값을 

로 하였다. 그 응답은 그림 11에서 점선이다.

대표 값 를 정하고 그 근방에서 근사된 선형 모델을 만든다. 

시스템이 불안정 시스템이므로 선형 모델 형태를 식 (25)로 하였으며 

그 출력은 식 (26)이다.  

  (25)

  (26)

 때 응답인 그림 11에서 점선 데이터로 값을 먼저 

구하고, 그 다음에  때 응답인 그림 11에서 실선 데이터로 

 값을 구하였다. 

의 대표 값은 6개로 0。, 45。, 89。, 91。, 135。, 180。이다. GA를 

이용한 선형 모델링에 사용된 6개 데이터 집합들은 그림 11에서 

 값이 [0 。20。], [35。 55。], [70。 90。], [90。 110。] [125。 145。] [170。 190

。]에 있는 데이터들이다.

그림 11. 식 (24) 시스템의 응답
Fig. 11. Responses of the system (24)

구해진 퍼지 모델은 식 (27) 같은 퍼지 규칙 4개로 구성되었다. 그 

계수들은 표 3에 있고 퍼지 집합은 그림 12이다.

  (27)

                                                       

0 。                                                   89 。91 。                                           180 。 

그림 12. 식 (27)과 (28)의 퍼지 집합
Fig. 12. Fuzzy sets in Eq.(27) and Eq.(28)

표 3. 식 (27)와 (28)의 계수 값
Table 3. Parameter values in (27) and (28)

Fuzzy

Set

Fuzzy Model Fuzzy Controller

3.97 -1.461 -27.9 -6.85
3.258 -0.289 -123 -34.6
2.986 0.113 300 88.5
0.758 1.445 17.7  6.92

퍼지 제어기 결론부는 PD 제어기를 사용하였으며 제어기 설계 
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기준은 closed-loop 시스템의 pole이 -5가 되도록 하였다. 퍼지 

제어기 규칙의 형태는 식 (28)이고 설계된 계수들은 표 3에 있다.

  (28)

이 예제에서는 퍼지 모델의 가 불안정한 시스템이므로 

퍼지 제어기에서 consistence condition을 적용할 수 없다. 따라서 식 

(10) 추론식을 이용하여 퍼지 제어기에서 제어 입력 값을 구하였다.

식 (28) 퍼지 제어기를 사용한 제어 시뮬레이션에서, 제어 

불가능한 점 90。의 근방인 (86。 95。)구역을 제외한 의 모든 초기 

값에서 목표 값 0。에 도달하였다. 초기 값이 30。, 70。, 110。, 

150。, 190。일 때 제어 결과는 그림 13이다..

그림 13. 식 (28) 퍼지 제어기의 제어 결과
Fig. 13. Control results with fuzzy controller (28)

제어기 설계 기준에서 pole 값을 -2, -5, -7로 바꿔서 설계된 

제어기의 제어 결과는 그림 14이다.  

그림 14. pole 값에 따른 퍼지 제어 결과 변화
Fig. 14. Control results with various poles

4. 결론 

본 연구에서는 게단 입력 응답의 데이터만으로 비선형 시스템의 

TSK 퍼지 모델링과 제어기 설계 방법을 제안하였다. 이제까지 

비선형 시스템을 퍼지 모델링하기 위해서는 시스템의 동역학을 

표현하는 비선형 미분 방정식을 알고 있든지, 시스템이 사용되고 

있는 입출력 공간에 충분히 분포된 데이터를 구할 수 있어야 했다. 

하지만 제안한 방법은 산업 현장에서 쉽게 구할 수 있는 계단 입력 

응답만을 이용하였다. 본 연구에서는 제어 입력에 비선형이거나 

출력에 비선형인 시스템의 퍼지 모델링과 제어기 설계 알고리즘을 

제안하였다. 퍼지 모델링에서는 유전 알고리즘(GA)를 사용하였다. 

제안한 기법을 예제에 적용한 결과 원하는 제어 결과를 얻을 수 

있었다.
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