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2D 변형률 파손 이론을 이용한 복합재료의 굽힘 거동 해석
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Abstract 

  In this study, the bending analysis of composite laminates using the classical laminated theory is 
investigated. A piece-wise linear incremental approach is employed to describe the nonlinear mechanical 
behavior of the composite laminates, and a 2D strain-based interactive failure theory is employed to predict 
the ultimate flexural loads. The 3-point bending tests are performed for cross-ply and quasi-isotropic 
laminates.  The analysis results with the failure theory are verified by comparing the analysis findings to the 
experimental outcome.

초  록

  본 연구에서는 굽힘 하중을 받는 복합재료 적층판의 파손 해석을 위하여 2D 변형률 기반 파손 이론
을 적용하였다. 복합재료 적층판의 비선형 기계적 거동을 모사하기 위하여, 선형 증분 접근 방식을 적
용하고 단위 길이 적층판에 대한 점진적 파손 해석을 수행하였다. 크로스플라이 및 준등방성 적층 패턴
에 대하여 3점 굽힘 시험을 수행하고 해석 결과와 비교 검증하였다.
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1. 서    론

  복합재료는 금속 재료에 비해 비강성 및 비강도가 

우수하여 항공우주 및 자동차의 구조물에 사용 빈도가 

증가하고 있다. 복합재료는 적층 배열을 달리하여 사

용하고자 하는 구조물의 설계 요구 조건에 적합하도록 

제작이 가능하다. 이러한 복합재료 구조물의 구조 안

정성을 확보하기 위해서는 적층 배열 및 조건에 따라 

구조물의 파손을 정확하게 예측할 수 있는 파손 기준

이 요구된다.

  복합재료 구조물의 파손을 정확하게 예측하기 위하

여 다양한 이론적 접근, 방법론 그리고 가정 등을 통

해 많은 파손 이론이 개발되었다. Hinton[1]은 이러한 

다양한 파손 이론들의 파손 예측 능력 및 차이점을 비

교하기 위하여 WWFE(World-Wide Failure Exercise) 

프로젝트을 수행하였다. 하지만 제시된 대부분의 파손 

이론은 단축 또는 다축 면내 하중(in-plane loading)

을 받는 복합재료 적층판에 대해서 실험 결과와 비교

하는 연구가 수행되었다. 대부분의 파손 이론은 단축 

하중에 의한 적층판의 first-ply 파손 개념에서 부분적 

파손 예측이 가능하며, 다축 하중을 받는 복합재 적층 
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구조에 대한 최종 파손 예측의 정확도는 떨어진다. 굽

힘 하중을 받는 복합재 적층판의 파손 예측 연구는 면

내 하중 조건에 비해 상대적으로 드물게 이루어졌으

며, 대부분 연구는 기존의 복합재 파손 이론을 적용하

여 first-ply 파손 개념에 대해서 해석 연구를 수행하

였다[2~4]. 이러한 연구들은 대부분 해외에서 수행되

어지고 있으며 국내의 경우 굽힘 시험을 통한 굽힘 특

성 평가 및 수치해석을 통한 하중 예측 연구 등이 이

루어지고 있다[5~6].

  복합재료 적층판은 가해지는 하중 조건에 따라 기계

적 특성이 다르게 나타나기 때문에 면내(in-plane) 하

중 조건에서 파손을 정확하게 예측하더라도 면외

(out-of-plane) 하중 조건에서는 정확성이 떨어질 수 

있다. 기존의 선행 연구는 면내 하중 조건에서 사용되

는 파손 이론을 적용하고 있기 때문에 굽힘 하중에 의

한 복합재료 적층판의 최대 하중을 예측하기에는 한계

가 있다.

  본 연구에서는 굽힘 하중을 받는 복합재료 적층판의 

파손 예측을 위하여 2D 변형률 기반 파손 이론을 적

용하고 각 층의 파손 모드에 따라 적층판의 강성 감소

를 고려하여 선형증분 접근방식을 이용한 점진적 파손 

해석(progressive failure analysis) 알고리즘을 구성

하였다. 3점 굽힘 시험과 해석 결과의 비교를 통하여 

파손 알고리즘의 정확성을 검증하였다.

   

2. 본    론

2.1 적층판 이론
  복합재료 적층판에 가해지는 면외 하중 조건은 Fig. 

1과 같으며, 2D 평면 응력 상태에 대하여 복합재료 

적층판의 각 층에 대한 응력-변형률 관계는 Eq. (1)과 

같다[7].

        i, j = 1,2,6       (1)

여기서, σi는 응력, Qij는 감소 강성 행렬(reduced 

stiffness matrix), 그리고 εj은 변형률을 의미한다. Qij

는 Eq. (2)와 Eq. (3)으로 표현된다.

Fig. 1 Out-of-Loading Conditions of a Comp- 
osite Laminates

    


    


       (2) 

   


                  (3) 

여기서, E11, E22, 그리고 G12는 각각 축 방향 탄성계

수, 횡 방향 탄성계수, 그리고 전단 계수를 의미하며, 

ν12 및 ν21는 푸와송비를 나타낸다. 

  Figure 1과 같이 적층판에 가해지는 굽힘 하중(M)

에 대한 구성방정식은 Eq. (4)와 같다.

                    (4)

여기서, M은 적층판에 가해지는 굽힘 하중, B는 면내 

강성과 굽힘 강성이 커플링된 강성 행렬, D는 굽힘 강

성 행렬, 그리고 κ는 곡률을 의미한다. B와 D는 Eq. 

(5)와 Eq. (6)으로 표현된다.

 

 
  


 

  
                (5)

 

 
  


 

  
                (6)

여기서, N은 적층 수, zk 및 zk-1은 적층판의 중립면으

로부터 위치한 각 층의 윗면과 아랫면의 거리, 그리고 

는 변환 감소 강성행렬(transformed reduced 

stiffness matrix)을 나타내는 것으로 Eq. (7)과 같다.
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        (7)

여기서, [T1]은 응력의 변환행렬, [T2]는 변형률의 변

환행렬로 Eq. (8)과 Eq. (9)로 표현된다.
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        (9)

여기서, m은 cosθ, n은 sinθ를 의미하며, θ는 Fig. 1

에서 보이듯이 재료의 적층각을 의미한다.

2.2 파손 이론
  본 연구에서는 굽힘 하중을 받는 복합재료 적층판의 

파손 예측을 위하여 2D 변형률 기반 파손이론을 적용

하였다. 2D 변형률 기반 파손 이론은 면내 하중 조건

을 받는 다방향 적층판에 대해서 정확한 파손 예측이 

가능하다고 알려져 있으며, 최대 변형률 이론을 응용

하여 각 방향의 변형률을 이용하여 2차 함수의 형태로 

Eq. (10)과 같이 표현된다[8].


     

      
       (10)

여기서, G와 α는 상수로써 다음 Eqs. (11) ~ (14)로 

정의된다.
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여기서, ε1t와 ε1c는 각각 축방향의 인장 및 압축 파단 
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Fig. 2 Stress-strain Curve for Progressive Failure

변형률, ε2t와 ε2c는 각각 가로 방향의 인장 및 압축 파

단 변형률, εs는 전단 파단 변형률, 그리고 E11과 E22

는 각각 축 방향과 가로 방향의 탄성계수를 의미한다.

  굽힘 하중에 따른 복합재료 적층판의 강성저하는 각 

층의 축 방향, 횡 방향, 그리고 면내 전단 파손 모드에 

따라 평가되며 각각의 파손 모드는 Eqs. (15) ~ (17)

로 표현된다.


               (15)

 
   

            (16)

 
               (17) 

  

  Figure 2는 2D 변형률 파손 이론을 적용하여 단축 

인장 하중을 받는 다방향 탄소섬유 복합재 적층판에 

대한 해석 결과를 보여준다. 시험 데이터는 본 연구에 

사용된 탄소섬유 복합재료의 기본 물성 데이터를 검증

하기 위하여 수행한 준등방성 적층패턴에 대한 인장 

시험 결과를 이용하였다. 적층판 내 0o 방향의 적층 

구간에서 파손이 발생한 이후에 응력-변형률 선도의 

기울기가 급격하게 변화하는 것을 볼 수 있다. 이는 

0o 방향의 플라이 파손 이후, ±45o 플라이에 의한 전

단 비선형 효과의 영향으로 판단된다.
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2.3 수치해석
  복합재 적층판은 가해지는 하중에 의해 특정 적층 

구간에서 파손이 발생함으로서 적층판의 강성 저하 및 

비선형 재료거동이 나타나게 된다. 따라서, 복합재 적

층판의 강성 저하 및 재료 비선형을 고려하여 단계적 

선형증분 접근방식(piece-wise linear incremental 

approach)을 적용하였다. 이를 통해 각 하중 단계에서 

적층판 내의 각 층에서의 증분 하중(ΔM)에 따른 응력 

및 변형률은 다음 Eqs. (18) ~ (20)과 같이 계산된다.

  bM  dM             (18)

  T                       (19)

  Q                       (20)

여기서, b와 d는 각각 B와 D의 컴플라이언스텐서, Tε

은 변형률의 변환행렬, 그리고 M은 굽힘 하중이다.

  임의의 i번째 단계에서 증분 응력 및 변형률 계산이 

완료되면 i+1 번째 단계의 로컬 응력, 로컬 변형률, 

그리고 하중은 다음과 같이 계산된다.

                        (21)

                         (22)

                        (23)

임의의 i+1 번째의 응력 및 변형률 계산이 완료되면 

Eq. (10)으로 표현되는 파손 이론에 따라 적층판 내의 

각층에 대하여 파손 모드가 계산된다.

  굽힘 하중에 의해 복합재료 적층판 내에 파손이 발

생할 경우 파손 위치에 따라 적층판이 받을 수 있는 

하중의 크기가 달라진다. 본 논문에서는 적층판의 중

립축을 기준으로 적층판에 가해지는 증분 하중의 크기

를 달리하였으며, 중립축 아래쪽에서 파손되는 경우에

는 Eq. (24), 중립축 위쪽에서 파손되는 경우에는 Eq. 

(25)와 같이 증분하중이 계산되도록 하였다.

  

     
 



             (24)

      
 



             (25)

Fig. 3 Cross Section of the Laminated 
Composites

여기서, h는 적층판의 전체 두께, h1은 중립축으로부터 

윗면까지의 높이, 그리고 h2는 중립축으로부터 아랫면

까지의 높이를 의미한다.(Fig. 3)

 

2.2 재료 물성치
  복합재 적층판의 굽힘 하중에 의한 파손 예측을 위

한 수치해석에 적용한 재료의 기계적 물성은 기본 물

성 시험을 통해 산출하였으며 Table 1에 나타내었다. 

  본 연구에 사용된 탄소 섬유의 면내 전단 하중 하에

서 나타나는 재료 비선형 특성을 고려하기 위해 Eq. 

(26)으로 표현되는 Ramberg-Osgood 방정식을 이용

하였다[9].

   




  

 



  



 
       (26)

여기서, E0는 초기 탄성계수, σ0는 점근(asymptotic) 

응력, 그리고 n은 응력-변형률 선도에 대한 형상 변수

이다.

  Ramberg-Osgood 변수는 Table 2에 나타내었다.

2.3 굽힘 시험
  점진적 파손 예측 알고리즘을 이용한 해석 결과와 

비교를 위하여 3점 굽힘 시험을 수행하였다. 시험 시

편은 탄소섬유 복합재료(LCU250NS, 한국카본 社)을 

이용하여 준등방성(quasi-Isotropic) 적층 패턴

[0/±45/90]2s와 크로스 플라이(cross-ply) 적층 패턴

[0/90]16으로 제작하였다.
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Properties Unit Value

E11 GPa 113

E22 GPa 8.2

G12 GPa 3.88

ν12 - 0.33

σ1t MPa 2005

σ1c MPa 966

σ2t MPa 39

σ2c MPa 162

τ12 MPa 68

ε1t % 1.61

ε1c % 0.96

ε2t % 0.48

ε2c % 1.81

εs % 5
1: Longitudinal, 2: Transverse

t: Tension, c: Compression, s: Shear

Table 1 Mechanical Properties of Composite

G0 (GPa) τ0 (MPa) n

3.88 68 2.26

Table 2 Ramberg-Osgood Parameters 

Fig. 4 3-point Bending Test

Stacking Sequence [0/±45/90] [0/90]

Width (mm) 10 10

Thickness (mm) 3.4 3.6

Span length (mm) 55 55

Table 3 Geometrical Dimensions of Specimens 

 굽힘 시험은 MTS 810을 이용하여 ASTM D790[10]

의 시험 규격에 따라 진행하였다(Fig. 4). 시편 하단에 

스트레인 게이지를 부착하여 축방향의 변형률을 측정

하였다. 시편 사양 및 스팬 길이는 Table 3과 같다.

3. 결    과

  2D 변형률 파손 이론 및 선형 증분 접근 방식을 이

용한 파손 해석 알고리즘을 통해 준등방성 및 크로스 

플라이 적층 패턴을 가지는 탄소 섬유 복합재료 적층

판에 대한 해석 결과를 실험 결과와 비교하였다. 

Figure 5는 준등방성 적층패턴, Fig. 6은 크로스 플라

이 적층패턴에 대한 실험 및 해석 결과이다.

  본 연구에서 적용된 해석 알고리즘은 고전 적층판 

이론을 기반으로 굽힘 하중과 변형률이 계산된다. 따

라서, 시편에 부착된 스트레인게이지를 통해 측정된 

변형률과 Eq. (27)를 통해 산출된 하중을 이용하여 시

험 및 해석 결과를 비교하였다.
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Fig. 5 Load-strain Curves for Quasi-isotropy
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Fig. 6 Load-strain Curves for Cross-ply
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여기서, P는 하중, L은 스팬 길이, 그리고 b는 시험 

시편의 폭이다.

  Figure 5와 Fig. 6에서 점진적 파손 해석 알고리즘

을 사용한 해석 결과가 적층판의 적층 패턴에 상관없이 

최대 하중을 잘 예측하는 것을 확인할 수 있다. 실험 

결과에서 보이듯이 최대 하중 도달 이후 적층판이 최

종 파손에 이를 때까지 하중 증가 및 감소가 반복적으

로 나타나는 것을 확인할 수 있으며, 해석 결과 역시 

시험 결과와 유사한 경향을 나타냄을 확인할 수 있다.

  Table 4는 최대 하중에 이를 때까지 적층판 내의 부

분 파손을 예측한 결과이다. 준등방성 및 크로스 플라

이 적층패턴 모두 중립축을 기준으로 가장 아래에 위

치한 층에서 첫 번째 부분 파손이 발생하는 것을 확인

할 수 있다. 두 번째 부분 파손의 위치는 적층판에 따

라 다르게 나타나지만 파손이 발생하는 플라이의 방향

은 동일함을 알 수 있으며, 두 가지 적층 패턴 모두 

세 번째 부분 파손 발생 시 최대 하중에 도달함을 확

인할 수 있다.

Failure

Sequence

Quasi-isotropy Cross-ply

Load (N)
Ply angle(o)

/Layer 

Load 

(N)

Ply angle(o)

/Layer

# 1 715 0 (1) 982 0 (1)

# 2 1048 0 (16) 1207 0 (3)

# 3 1097 45 (2) 1358 90 (2)

# 4 774 -45 (3) 996 0 (15)

Table 4  Analysis Results of Failure Loads

Quasi-isotropy Cross-ply

Experiment 

(N)

Analysis

(N)

Experiment

(N)

Analysis

(N)

965 1097 1450 1358

Table 5 Comparison of Ultimate Load for Experiment 
and Analysis

  Table 5는 실험 및 해석에 대한 최대 굽힘 하중을 

비교하여 나타내었다. 시험 및 해석에 대한 최대 하중

을 비교한 결과 준등방성 적층패턴에 대해서는 약 15 

%, 크로스플라이 적층 패턴에 대해서는 약 6 %의 오

차를 나타내었다. 준등방성 적층 패턴의 경우에는 크

로스 플라이 적층 패턴에 비해 오차가 상대적으로 크

게 발생하였다. 이는 Fig. 5에서 보이듯이 최대 하중 

도달 이전에 하중-변형률 기울기가 상대적으로 크게 

줄어드는 경향을 확인할 수 있으며, Table 4의 부분 

파손 해석 결과에 나타난 것처럼 45o 플라이의 파손 

모드에 의해 의한 것으로 판단된다. 앞선 인장 하중을 

받는 다방향 적층 패턴의 해석 결과에서 보여준 45o 

플라이의 전단 비선형 효과의 영향으로 인해 오차가 

상대적으로 커진 것으로 판단된다.

 4. 결    론

  본 연구에서는 굽힘 하중을 받는 복합재 적층판의 

파손을 예측하기 위하여 타 이론에 비해 면내 다축 하

중을 받는 다방향 복합재 적층판의 파손을 정확히 예

측할 수 있는 2D 변형률 기반 파손이론을 적용하였다. 

복합재 적층판의 파손 해석을 위하여 고전 적층판 이

론을 적용하고 점진적 파손 해석을 위해 선형 증분 접

근 방식을 적용하였다. 탄소섬유 복합재를 이용하여 

준등방성 및 비대칭 적층판에 대하여 3점 굽힘 시험을 

수행하고 해석 결과와 비교 하였다. 적층 패턴에 상관

없이 상대적으로 최대 하중을 잘 예측하는 경향을 보

여주었으며, 최대 하중 이후에 발생하는 기계적 거동 

특성 또한 시험 결과와 유사한 경향을 나타냄을 확인

하였다.
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