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1. 서    론

해양 유체를 이해하기 위하여 인류는 끊임없이 노력해왔다. 

그 중 대표적인 성과가 Boussinesq 방정식이며 이는 천수 영역

(Shallow water)에서 파랑을 계산하는 수학적 모델이다. 따라서 

지진해일, 항만, 잠제 등을 다루는 해양, 토목 공학에서 중요한 

방정식이므로 많은 관련 연구가 진행되고 있다(Jang, 2017; Jang, 

2018a; Jang, 2018b). 

고전 Boussinesq 방정식(Boussinesq, 1872)은 평평한 해저 지형

에서만 적용된다. 반면에 Peregrine 방정식(Peregrine, 1967)은 완

만한 기울어진 해저 지형에 적용된다. 약한 비선형성(Weakly 

nonlinearity)과 약한 분산성(Weakly dispersivity)을 고려하는 

Peregrine 방정식은 천수 영역에서는 비교적 정확한 결과를 도

출하지만, 심수 영역(Deep water)에서는 다소 부정확한 결과를 

도출한다. Madsen과 Sørensen(1992)은 이러한 제한성을 극복하

기 위하여 Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 방정식(1992)을 

고안하였다(Madsen and Sørensen, 1992).

수치해석기법으로 여러 수학적 모델을 해석하는 것처럼 

Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 방정식(1992)도 수치해석기

법을 통하여 해석 할 수 있다. Grilli et al.(1994)은 잠제를 지나

는 고립파에 관한 실험을 하였으며(Grilli et al., 1994), Ghadimi 

et al.(2016)은 Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 방정식(1992)

을 유한요소법(FEM, Finite element method)으로 수치해석을 하

여 이를 확인하였다(Ghadimi et al., 2016). Kang et al.(2017)은 1

차원 Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 방정식(1992)을 기존 

수치 방법과 차별되는 Crowhurst and Zhenquan(2013)의 유한차

분/수치계산법을 사용하여 평평한 해저 지형과 해안선을 포함

하는 완만한 경사의 해안 지형(Peregrine, 1967)에서 고립파 전파

(Propagation)와 오름(Shoaling)에 관한 수치 실험을 하였다(Kang 

et al., 2017).

본 연구에서는 Kang et al.(2017)과 동일한 유한차분/수치계산

법을 사용하였으나 일반적인 굴곡해저지형에서 수치 시뮬레이

션을 하였다. 본 연구에서는 Kang et al.(2017)과 다르게 해안선

을 포함하지 않는 완만한 경사의 해저 언덕 지형(Wang and Liu, 

2011)과 잠제 지형(Grilli et al., 1994; Ghadimi et al., 2016)을 도

입하여 수치 실험을 하였다. 이를 통해 앞선 연구와는 다르게 

고립파의 전파와 오름뿐만 아니라 분열(Fission), 반사(Reflection) 

그리고 잠제지형에서의 파의 진폭 감소를 확인하였으며, 고립
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파의 물리적 특성까지 확인하였다. 

2. 지배 방정식의 차분

1차원 Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 방정식(1992)을 지배 

방정식으로 하며 아래의 식으로 표현된다(Madsen and Sørensen, 

1992). Fig. 1은 시스템의 도식을 나타낸다.
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위 식에서  는 수면변위,  는 체적속도이며는 정

지수면에서의 수심,  는 전체 수심, 는 중력가속도, 

는 조율계수(Calibration factor)이다. 아래 첨자 와 는 각각 

와 를 의미한다. 본 연구에서 조율계수를 로 하

여 지배방정식이 Stokes 1차 파랑 근사이론과 가장 유사한 값을 

가지게 한다(Madsen and Sørensen, 1992). 

지배방정식을 Crowhurst and Zhenquan(2013)가 제시하였던 유

한차분, 수치 계산법을 도입하여 Kang et al.(2017)과 같은 방법

으로 유한차분식을 도출한다(Crowhurst and Zhenquan, 2013; 

Kang et al., 2017).
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위 유한차분식은 의 정도를 가진다. 아래 첨자 와 위 첨

자 은 각각 공간축과 시간축의 교점 번호이고 과 은 각

Fig. 1 The schematic description of computational domain

각 공간축과 시간축의 교점간격이다. 경계조건은 소멸조건으로 

하여 식 (5)와 식 (6)과 같이 나타내며, 초기조건은 일반적인 고

립파를 나타내는 식을 사용하여 식 (7)과 식 (8)과 같이 한다

(Seabra-Santos et al., 1987; Kang et al., 2017).
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위 식에서 은 시간교점의 최댓값, 은 공간교점의 최댓값

이다. 수심이 일정한 해저지형에서 격자를 변경시켜 가며 고립

파 전파에 관한 수치 시뮬레이션을 실행하여   s일 때의 수

치 결과와 엄밀해를 비교하여 오차()가   의 정도를 가

지게 하는 격자 간격을 본 연구에서 사용한다. 오차는 아래의 

식 (9)를 활용하여 구할 수 있다. 


 



  


(9)

아래의 Table 1은 와 를 각각 변경했을 때의 오차를 나

타낸다.

Table 1 Error with regard to the size of mesh

  Error

0.05

0.01

0.0512

0.1 0.0512

0.5 0.0512

(a) Fixed 

  

  Error

0.1

0.0100 0.0512

0.0010 0.0111

0.0005 0.0099

(b) Fixed 

수치 모델에서 공간 격자의 크기는 오차의 크기에 크게 영향

을 미치지 않으므로 0.1m로 하며, 시간격자의 크기는 오차

의 정도가   미만으로 하는  0.0005s로 한다. 

3. 수치 시뮬레이션

수치 시뮬레이션에서 격자의 크기는 0.1m,  0.0005s

이며 유한차분법의 수렴조건 (Courant–Friedrichs-Lewy condition, 

 )은 아래의 식을 이용하여 구할 수 있다(Lee and Cho, 2000; 

Kang et al., 2017).
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Table 2 Courant–Friedrichs-Lewy conditions

Section 3.1 Section 3.2

 1.310 0.260

 1.380 3.100

 1.350 3.030

 0.007 0.015












 


  


 (10)

 





 

 
 



 , (11)

  (12) 

위 식들에서 는 파수(Wave number), 는 위상 속도(Phase 

velocity), 는 각 주파수(Angular frequency), 는 군속도(Group 

velocity)이다. 아래의 Table 2는 0.1m,   s로 하였

을 때, 3.1장, 3.2장에서 사용되는 수치 모델에서의 을 보여준

다. 두 경우의 수치 모델에서 모두  을 만족시키는 것을 

확인 할 수 있다.

3.1 완만한 경사의 해저 언덕 모델

Fig. 2와 같은 해저 언덕에서 경사가 각각   과 

  인 조건에서 수치 시뮬레이션을 하며, 해저 지형은 식 

(13)과 같다(Klopman, 2010).

 








 ≤≤
tanhtan 
 ≤≤

(13)

계산영역은 0m40m  , 0s22s이다. 

10m30m에 경사가 있으며, 초기 수심은  0.2m이며, 입

사파의 위치와 진폭은  5m, 0.02m이다. 유효 파장은 

4.4m이며, 이는 고립파의  인 지점 사이의 거리이며 

로 구해진다(Wang and Liu, 2011). 

비쇄파(Non-breaking) 파의 경우 군속도와 파의 에너지 밀도

()의 곱으로 나타나는 에너지 유동량(Energy flux)이 보

존 된다. 진행파가 언덕을 만나기 전 일정한 수심을 지날 때는 

일정한 속도와 형상을 유지하며 전파를 한다. 하지만 고정되어

Fig. 2 The sketch of a mild slope 

(a)  0s (b)  8s

(c)  15s (d)  22s

Fig. 3 Comparison of the numerical results with those of Wang 

and Liu(2011) :   

(a)  0s (b)  8s

(c)  15s (d)  22s

Fig. 4 The numerical results compared to those of Wang and 

Liu(2011) :    

있는 경사면을 지날 때 군속도는 감소되며, 이 감소된 양은 에

너지 밀도의 증가로 보상되며 이로 인해 진폭이 증가하는 오름

을 나타내게 된다(Wikipedia, 2016). 그 후, 진폭이 일정 높이에 

다다르게 되면 더 이상 증가하지 않고 진행파가 분열하게 된다

(Madsen and Mei, 1969).

Fig. 3과 Fig. 4는 수치 시뮬레이션 결과와 Wang and Liu 

(2011)의 수치 결과를 나타내며, 두 결과가 잘 일치한다.  8s

에 고립파가 경사에 도착하며,  15s에는 고립파가 경사를 지

나고 있다.  22s에는 고립파가 경사를 완전히 통과한다. 고립

파가 경사를 지날 때 오름 현상이 발생 하며 이 후, 고립파가 

분열하여 작은 진폭의 고립파가 생긴다. 경사의 수평거리가 같

을 때 경사의 기울기가 클수록 군속도의 감소폭이 더 커지므로 
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오름과 분열의 경향이 강하게 된다.

3.2 잠제 모델

Fig. 5 The computational domain of a submerged breakwater 

Fig. 5 형태를 가지는 잠제 지형에서 고립파의 전파에 관한 

수치 시뮬레이션을 실행 하며, 해저 지형은 식 (14)로 설정한다

(Klopman, 2010). 
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수치 시뮬레이션의 계산영역은 –30m20m  , 0s

8s이다. 입사파의 위치는  -13m이며, 진폭을 

0.06m, 0.1m로 각각 설정한다. 잠제 이외의 지점에서의 

수심은 초기 수심은  1m와 같다. 잠제는 0m에 대하여 

대칭의 형태를 가지고 있으며, 높이는 0.8m이다. 그리고 잠제의 

왼쪽 면에서 기울기  의 경사가 -2m-0.4m에 존재한

다. 고립파의 초기 진폭을 수치 시뮬레이션을 한다. 

진행파가 경사를 만나기 전까지는 일정한 속도와 형상을 유

지하며 전파를 하다가 고정되어 있는 잠제의 경사면을 지날 때 

(a)  1.7s (b)  3.6s

(c)  6.1s (d)  7.1s

Fig. 6 Wave profiles compared to the conventional numerical data 

of Grilli et al.(1994) (0.06m)

(a)  1.7s (b)  3.6s

(c)  6.1s (d)  7.1s

Fig. 7 Computed wave profiles and the numerical data of Grilli et 

al.(1994) (0.1m)

군속도는 감소되며, 이 감소된 양에 의해 에너지 밀도가 증가하

게 되어 진폭이 증가하게 된다. 동시에 진행파가 잠제를 올라갈 

때 경사의 영향으로 인해 반사파가 생긴다(Peregrine, 1967). 잠

제의 정상을 지나 내려올 때는 군속도가 증가하여 진폭이 작아

지게 된다. 하지만 반사파에 의한 에너지 손실로 인하여 초기 

진폭보다 잠제를 완전히 통과했을 때의 진폭이 더 작게 된다

(Wikipedia, 2016).

Fig. 6과 Fig. 7는 수치 시뮬레이션 결과와 Grilli et al.(1994)의 

수치 결과를 나타낸다. 첫 번째 그래프는 고립파가 잠제에 도착 

했을 때의 형상이며, 두 번째 그래프는 최댓값의 진폭을 가질 

때의 형상이며 오름 현상을 볼 수 있다. 나머지 두 그래프는 고

립파가 잠제를 통과 한 후의 형상을 나타낸다. 두 진폭의 조건

에서 두 결과들이 잘 일치하는 것을 확인 할 수 있다.

다음으로, 잠제의 기울기에 따른 파의 진폭 감소에 관한 수치 

시뮬레이션을 한다. 초기 진폭을 0.06m로 하고 Fig. 8처럼 잠

제의 기울기를   ,   로 한다.

고립파의 파고가 무차원 공간 ′ 을 통과 할 때의 

무차원 시간을 ′   으로 하여, 진폭의 무차원 값인 

′을 구하여 Ghadimi et al.(2016)의 수치 결과와 비교한 

후, 기울기 변화에 따른 진폭 감소변화를 분석한다. Fig. 9는 고

립파가 이동할 때 진폭의 크기를 나타낸다. Table 3은 각 기울

기에서 ′, ′에서의 파의 위치와 그때의 평균 속

도를 보여주며, Table 4은 ′에서의 무차원 진폭을 보여

준다. 

Fig. 8 The geometry of the submerged breakwaters of different 

slopes
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(a)   

(b)   

Fig. 9 Values of amplitude with regard to  coordinate and the 

numerical data of Ghadimi et al.(2016) :   ,   

Table 3 Mean velocity between ′and ′ 
Location′ Mean velocity

′′ ′


Numerical -1.4 5.8 0.91

Ghadimi et al. (2016) -1.3 6.3 0.95


Numerical -1.5 5.1 0.83

Ghadimi et al. (2016) -1.4 5.5 0.87

Table 4 Solitary wave amplitude at ′
Amplitude′

Slope  

Numerical 0.054 0.055

Ghadimi et al. (2016) 0.057 0.058

유체가 잠제를 통과하여 진폭이 작아지며, 동시에 유체의 속

도가 증가하게 된다. 기울기가 더 클수록 잠제를 통과했을 때의 

유체의 속도가 더 크며 운동에너지가 더 크다. 이로 인해 유체

의 위치에너지 더 작게 되며 진폭이 더 작게 된다(Ghadimi et 

al., 2016).

4. 결    론

본 연구에서는 Crowhurst과 Zhenquan(2013)의 유한차분/수치

계산법을 활용하여 1차원 Madsen-Sørensen 확장형 Boussinesq 

방정식(1992)을 두 가지 굴곡해저지형에서의 고립파에 대한 수

치 시뮬레이션을 하였으며 해저지형에 의한 고립파의 여러 가

지 물리적 변화를 확인 하였다.

(1) 완만한 경사의 해저 언덕에서 수치 시뮬레이션에서는 

Wang과 Liu(2011)의 수치 결과와 잘 일치하는 것을 확인 할 수 

있었다. 고립파가 경사에 도달하기 전에는 일정한 형상을 유지 

한 채 전파하였으며, 경사를 지나갈 때 군속도가 감소하고 에너

지 밀도가 증가하여 진폭이 커지는 오름 현상을 확인 할 수 있

었다. 그리고 진폭이 일정 높이에 다다르면 더 이상 증가하지 

않고 진행파가 분열 되었다. 경사의 수평거리가 같을 때 경사의 

기울기가 클수록 군속도의 감소폭이 커지므로 오름과 분열의 

경향이 커지는 것을 확인 할 수 있었다.

(2) 잠제 지형에서 Grilli et al.(1994)의 수치 결과와 잘 일치하

였다. 고립파가 경사에 도달하기 전에는 일정한 형상을 유지하

였으며, 경사를 지나갈 때 진폭이 커지며 동시에 반사파가 발생

하였다. 이 후, 잠제에서 내려올 때, 군속도가 증가하였으며 진

폭이 감소하는 것을 볼 수 있었다. 하지만 반사파에 의한 에너

지 손실로 인하여 초기 진폭보다 더 작아가 지는 것을 확인 할 

수 있었다.

Ghadimi et al.(2016)의 수치 결과와의 비교를 통하여 파의 감

소에 관한 잠제 기울기의 영향을 알아보았다. 잠제에서 내려 온 

때 파는 진폭이 감소하며 유체의 속도가 증가하였다. 기울기가 

더 클수록 잠제를 통과했을 때의 운동에너지가 더 크며, 이로 

인해 위치에너지 더 작게 되어 진폭이 더 작게 되는 것을 확인

할 수 있었다.
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