
I. 서  론

음향 통신과 음향 신호처리에서 필터를 설계하여 

잡음을 동반한 데이터로부터 유용한 정보를 추출하

고 있다. 이를 위한 필터 최적화 문제를 푸는 해결책 

중 하나가 1949에 발표된 Wiener 필터 설계 방법이

다.[1] 그러나 Wiener 필터 설계는 처리될 신호들이 정

재 상태이어야 하고 또한 이들 신호들의 통계적 특

성을 충분히 이용할 수 있어야 한다. 더욱이 최적 필

터 계수를 구하기 위해 일명 Wiener-Hopf 방정식이

라고 불리는 많은 계산 량을 필요로 하는 선형 행렬 

방정식을 풀어야 한다.[1,2] 그러나 적응 필터는 신호

의 통계적 특성을 완전하게 알지 못하더라도 최적의 

필터 계수에 근접할 수 있다. 즉, 적절하게 선택된 통

계적 기준에 따라 계속해서 최적 필터 계수가 조정

되고 입력 신호와 목표 신호 사이의 오차로부터 점
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초    록: LMF(Least Mean Fourth) 알고리즘은 특히 비정규 잡음 상황에서 안정성 및 빠른 수렴성을 나타낼 뿐만 
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를 적용한 알고리즘들에 대한 관심이 증대되어 왔다. 그 이유는 가변 스텝 크기 LMS가 다양한 환경에서 고정 스텝 크

기 LMS보다 우수한 결과를 내기 때문이다. 본 논문에선 LMF에 대한 가변 스텝 크기의 한 방법으로 기울기 평균 벡터

를 사용한 가변 스텝 크기를 사용하는 LMF 알고리즘을 제안한다. 제안된 방법은 가변 스텝 크기 LMS와 마찬가지로 

고정 스텝 크기 LMF보다 우수할 것이 예상된다. 본 논문은 그 우수성을 시불변 채널과 시변 채널 각각의 채널 환경 
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차적으로 학습하면서 최적 필터에 근접해 간다. 이

런 특징을 이용하고자 많은 연구자들이 적응 필터 

방법 연구에 관심을 집중하여 왔다. 현재 적응 알고

리즘은 시스템 인식, 잡음 제거, 에코 상쇄, 채널 등화 

등 다양한 분야에 응용되고 있다.[2] 디지털 적응 필터 

시스템은 Fig. 1과 같은 블록 다이어그램으로 나타낼 

수 있다. 즉 필터 출력은 입력 신호를 이용하여 목표 

신호를 적응적으로 추정하는 문제로 생각할 수 

있다.

Fig. 1로부터 오차 신호는 다음 Eq. (1)과 같다.

    w

x (1)

여기서 x는 입력신호 의 현재부터 N-1번째

까지 N개의 샘플을 사용한 벡터이고, x  

 ⋯  , w은 차수가 N인 적

응 디지털 필터 계수 벡터이며, w    

⋯  


 T는 전치 행렬을 나타낸다. 그 외에 

부가 잡음 는 입력에 통계적으로 독립이고, 평

균 ‘0’을 중심으로 대칭 분포를 이룬다고 가정한다.

Fig. 1과 같은 구조의 적응 필터를 구하는 방법들 

중에 하나인 최소평균자승(Least Mean Square, LMS) 

알고리즘은 실제 값과 추정 값 사이의 오차의 에너

지 평균,  ,를 최소화 하는 변수를 추정한다. 

또 다른 방법으로는 오차의 네제곱, 즉  ,를 

최소화하는 경우도 있다.[3] 이를 최소평균사승(Least 

Mean Fourth, LMF) 알고리즘이 라고 한다.[3] LMS와 

LMF 모두 최소화하는 변수를 얻기 위해서 급경사법 

(steepest descent)을 사용한다. 알려진 바와 같이 급경

사법을 위해서는 추정 변수 값을 갱신하는 속도를 

조절하기 위해서 스텝 크기를 사용한다.

LMF는 측정 신호가 비정규 분포 부가 잡음에 노

출되었을 때 LMS 방법보다 우수하다고 알려져 있

다. 특히 수렴 후 결과를 보면 LMF가 LMS보다 더 정

확한 추정 결과를 생산한다.[4] 그리고 LMS와 마찬가

지로 LMF 알고리즘의 수렴 속도와 오차 성능이 스

텝의 크기에 따라서 달라진다고 알려져 있다.[2] 즉, 

빠른 수렴 속도를 위해서는 큰 크기의 스텝이 필요

하나 정확도가 떨어지고, 정확도 향상을 위해서 작

은 크기의 스텝을 택한 경우 수렴 속도가 떨어진다.[2] 

그러나 수렴 속도와 정확도 둘 다를 모두 만족하는 

하나의 스텝 크기를 고정적으로 정하는 것은 불가능

하다. 이와 관련하여 스텝 크기를 상황에 따라 변화 

시켜서 수렴 성능 향상을 꾀하는 가변 스텝 크기 알

고리즘이 LMS 알고리즘과 관련하여 많은 결과가 발

표되었다.[5-8] 그러나 이에 반하여 LMF 분야에서는 

가변 스텝 크기에 관한 연구가 상대적으로 적다.[9]

본 논문에서는 LMF를 위한 새로운 가변 스텝 크

기 알고리즘을 제안한다. 제안하는 방법은 Maleno-

vsky[10] 등이 LMS 알고리즘을 위해서 제안한 지수 함

수적으로 평균화된 기울기 벡터를 사용하는 가변 스

텝 사이즈 계산법을 LMF 알고리즘에 맞게 수정하여 

제안한다.

제안된 알고리즘의 성능을 보이기 위해서 기존 

LMF 알고리즘과 함께 시불변 시스템과 시변 시스템

에 대한 시스템 인식 실험을 하고 그 수렴 성능을 비

교한다.

II. LMF

본장에서는 LMF 알고리즘을 요약한다. LMF는 오

차의 네제곱 즉 를 최소화하는 하는 것이라

고 서론에서 기술한 바 있다. 단 LMF에서는 오차의 

네제곱 값의 평균 을 사용하는 대신, 오차의 

네제곱 순시값 를 사용한다. 좀 더 구체적 말하

면 다음과 같다.[2,3]

Fig. 1에서와 같이 w


  
 


⋯

 
 

과 w
   ⋯

 를 각각 추

정 시스템 계수 벡터와 참 시스템 계수 벡터라고 하

Fig. 1. A structure of adaptive filtering system.
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자. 시간 k에서 순시 오차는 다음 식과 같다.

  wx

w
uwx

 c
x

 (2)

여기서 c ww . 순시 오차 의 4제

곱 한 후 w에 대한 미분을 적용하면 다음과 같은 

식을 얻을 수 있다. H는 허밋 전치(hermitian transpose)

행렬이다.

∇x . (3)

위 순시 미분 값을 사용 하여 다음과 같은 추정 시

스템 계수 갱신 식이 유도된다.

w w∇
wx

wx

 (4)

여기서 는 스텝 크기다.

III. 평균 기울기 벡터를 사용한 

가변 스텝 크기 LMF

가변 스텝 크기를 얻기 위해서 Eq. (5)와 같은 목적

함수를 고려한다.










, (5)

여기서   w

x이다. 그리고 Eq. (5)를 

이용한 추정 계수 벡터 갱신 식은 다음 Eq. (6)과 같다.

w w∇w
 

ww

wg 
 (6)

그리고 목적함수의 미분을 좀 더 자세히 풀면 Eq. 

(7)과 같음을 알 수 있다.

∇
w







x






xx
w

 Rxxw
 rx

Rw r 

 (7)

여기서 행렬 Rn에 대한 갱신식을 다음과 다시 쓸 수 

있다.

R Rxx

 Rxx

 (8)

Eq. (8)에서 보면 행렬 R은 새로운 행렬 x의 

지수함수 가중 자기 상관 행렬이라고 할 수 있다. 그

리고 벡터 r에 대한 갱신식도 다음과 다시 쓸 수 

있다.

r rx

 rx

 (9)

Eq. (9)에서 보면 벡터 r는 행렬 x과 스칼라

양   사이의 지수함수 가중 상호 상관 벡

터임을 알 수 있다. 그리고 Eq. (7) 목적 함수의 순시 

기울기에 대해서 일종의 이동 평균을 취하는 형식을 

가진다. 이로부터 순간순간 변동성을 줄이는 효과를 

낸다. 그리고 Eq. (7)을 정리하여 다음과 같은 기울기 

평균 벡터 갱신식을 얻는다.

∇
w
 

ww Rw r  g. (10)

또 가변 스텝 크기는 다음과 목적함수를 스텝 사

이즈에 대해서 최소화를 함으로써 다음과 같이 얻을 

수 있다.

∇, (11)

위 미분 시에 나오는 상수는 무의미하여 생략하고, 

w wg과   w
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x도 함께 고려한다. 그 결과를 자세하게 풀어 쓰

면 Eq. (12)와 같다. Eq. (12)의 각 항을 따로 묶어 정리

하면 Eq. (13)이 된다. Eq. (14)는 Eq. (13)을 행렬과 벡

터를 이용하여 정리한 것이다.

. (12)

∇g
 





x
g

 




xxw

g
 





xxg

 (13)

∇g


rg


Rw

g


Rg

 (14)

위 Eqs. (14)와 (10)으로부터 다음과 같은 가변 스텝 

크기가 유도 된다.

 


g


Rg

g
 Rw r




g


Rg

g


g
.

(15)

위 Eq. (5)부터 Eq. (15)까지를 정리하여 새로운 가

변 스텝 크기 LMF를 정리하면 다음 Table 1과 같이 

요약 된다.

Table 1에 요약한 알고리즘의 복잡도를 알고리즘 

전체에 사용된 곱셈과 나눗셈의 전체 횟수로 할 때 

Table 1의 알고리즘은 O(N 2) 수준으로써 일반적인 

LMF의 O(N) 수준에 비해 무척 많은 계산량을 요구

하는 것을 알 수 있다. 본 논문에서는 계산량을 줄이

기 위한 한 예로 다음과 같은 단순화된 알고리즘을 

함께 제안한다.

단순화 알고리즘을 위해서 Eqs. (8)과 (9)에 나온 

R과 r에 대한 갱신식을 다음과 같이 수정한다.

R

w R

  
wxnx w

R
  

wx 

(16)

여기서  wx . 또 Eq. (6)에 R을 양

변에 곱하여 다음과 같이 수정한다.

Rw RwRg. (17)

Eqs. (16)과 (17)은 모두 벡터 갱신식이 되었다. 갱신

식을 간단하게 보이기 위해서 다음과 같은 새로운 

벡터를 정의한다.

Rw ≜RwRw≜Rw . (18)

Eq. (18)를 이용하여 Eqs. (16)과 (17)을 다시 쓰면 다

음과 같다.

Rw   Rwx. (19)

Rw Rw Rg. (20)

그리고 R의 주대각 요소만으로 벡터를 만들어서 

이를 r이라고 하자. 주대각 요소만 사용하는 이

유는 자기상관 행렬에서 주대각으로부터 멀어지면

서 요소값이 급격이 작아지는 성질이 있기 때문이

다. 특히 채널 추정이나 시스템 인식 문제를 다룰 때 

입력 신호를 충분히 불규칙하게 만들어 쓰는 경우가 

대부분이라서 이런 간략화 방법이 의미를 가진다고 

Table 1. Summary of the proposed algorithm.

( ) ( ) ( 1) ( )H
e n d n n n= − −w x

2

1

2 *

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

H

n n

n n

e n n n

e n n d n

λ

λ

−

−

= +

= +

R R x x

r r x

| 1 1n n n n n− −

= −g R w r

| 1 | 1

| 1 | 1

H

n n n n

n H

n n n n n

µ
− −

− −

−

=

g g

g R g

| 1( ) ( 1)
n n n

n n µ
−

= − +w w g

Total number of multiplication and division: 3N2+8N+3 (N is 

the dimension of w(n)).
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할 수 있다. 이때 r은 다음과 같이 갱신할 수 있다.

r rx⊙x. (21)

여기서 ⊙ 다음 식은 요소별 곱을 의미한다. 다음은

위 r을 사용하여 Eq. 20의 두 번째 항을 간략화하

는 근사식이다.

rg≜Rg≅ r⊙g. (22)

위 같은 간략화 과정을 Table 1에 적용하여 간략화된 

알고리즘을 구성하면 Table 2와 같다.

Table 2의 알고리즘의 곱셈과 나눗셈 전체 횟수는 

원래 알고리즘에 대해서 훨씬 줄어들어 그 수준이 

O(N) 수준에 다달함을 알 수 있다.

IV. 시뮬레이션

본 장에서는 시뮬레이션을 통해서 제안한 알고리

즘의 수렴 성능을 알아본다. 이를 위해서 시간에 상

관없이 특성이 일정한 시불변 시스템에 대해서 일반 

LMF와 3장에서 제안한 두 가지 가변 스텝 LMF간의 

수렴 성능을 비교한다. 그리고 실험 중간에 채널이 

갑자기 바뀌는 시변 시스템 시변 시스템에 대해서 

각각 수렴 성능을 비교한다.

4.1 시불변 시스템에서 수렴 성능 비교

제안된 알고리즘의 일반적인 수렴 성능을 보이기 

위해서 시불변 시스템 환경 하에서 수렴 실험을 하

였다. 실험에 사용된 환경을 구체적으로 기술하면, 

입력 신호는 -0.5와 0.5 사이의 균일 분포를 이루는 불

규칙 신호를 사용하였다. 또 부가 잡음도 같은 균일 

분포 불규칙 잡음 사용하였다. 신호 대 잡음비는 10 

dB로 하였다. 이런 신호를 사용하여 시스템의 임펄

스 응답이 w= [-0.3, -0.9, 0.8, -0.7, 0.6]인 시불변 채널 

상에서 제안된 알고리즘과 전통적인 고정 스텝 크기 

LMF의 수렴 성능을 각각 비교하였다. 이때 사용한 

고정 스텝 크기 값은 0.01, 0.05 및 0.1로 설정하였다. 

그리고 LMF와 LMS 사이 성능 차이의 경향을 보이

기 위하여 고정 스텝 크기 값은 0.01인 경우도 함께 

도시 하였다. 그 외에 제안한 두 알고리즘의 스텝 사

Table 2. Simplification of the proposed algorithm.

Total number of multiplication and division: 11N+7 (N is the 

dimension of w(n)).

| 1( ) ( 1)
n n n

n n µ
−

= − +w w g

(a) Mean square error comparison

(b) A step-size curve for the proposed

Fig. 2. Convergence performance comparison in the 

time invariant channel (solid line: LMF with  = 0.01, 

-×-: LMF with  = 0.05, -▽-: LMF with  = 0.1, -▷-: 

LMS with  = 0.01, -○-: proposed algorithm, -◇-: 

simplified proposed algorithm).
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이즈 변화를 함께 도시하였다.

Fig. 2를 보면 제안한 두 가변 스텝 LMF와 세 개의 

서로 다른 고정 스텝 크기 사용하는 LMF를 서로 비

교하였다. 결과로부터 고정 스텝 크기 LMF의 경우 

작은 크기 스텝 크기를 ( = 0.01)에서 ( = 0.1)로 크

게 사용할 때는 MSE(Mean Square Error)가 작은 경우

로부터 점점 커지는 것을 관찰 할 수 있다. 그리고 

LMS의 경우 같은 스텝 사이즈 LMF에 비해서 나쁜 

MSE를 보이고 있다. 수렴 속도는 고정 스텝 크기 ( = 

0.01)를 사용할 경우 LMF는 수렴 속도가 가장 느리

고 고정 스텝 크기 ( = 0.1)인 경우는 수렴 속도가 가

장 빠르다. 따라서 고정 스텝 사이즈만으로는 수렴 

속도와 MSE를 모두 좋게 유지할 수 없음을 알 수 있다. 

제안한 두 가변 스텝 LMF는 제안한 데로 스텝 크

기를 LMF의 추정 상황에 알맞게 스스로 조절하여 

수렴 초기에는 빨리 수렴하고 충분히 수렴 후에는 

작은 오차를 유지하도록 하고 있음을 알 수 있다. 특

히 Table 2에 요약한 간편화된 알고리즘이 Table 1에 

요약한 원래 알고리즘에 비해 수렴 속도는 늦으나 

수렴 경향은 거의 같은 것을 관찰 할 수 있다. 이는 간

략화 과정에서 오는 영향이 존재하나 가변성을 크게 

해치지는 않는다는 것으로 생각할 수 있다.

4.2 급격하게 변하는 시변 시스템에서 

수렴 성능 비교

제안된 두 알고리즘의 성능을 보기 위한 또 다른 

경우로써 급격히 변하는 시변 시스템 환경 하에서 

수렴 실험을 하였다.

실험에 사용된 환경을 구체적으로 기술하면, 입력 

신호와 부가 잡음은 이전과 같고, 시변 시스템을 모

사하기 위해서 처음부터 2000번 샘플까지는 시스템

의 임펄스 응답이 w= [-0.3, -0.9, 0.8, -0.7, 0.6]이다가 

2001번 샘플부터 임펄스 응답이 w= [0.6, -0.7, 0.8, 

-0.9, -0.3]로 갑자기 변하는 시변 채널 상에서 제안된 

알고리즘과 전통적인 고정 스텝 크기 LMF의 수렴 

성능을 각각 비교하였다. 이 때 사용한 고정 스텝 크

기 값도 0.01, 0.05 및 0.1로 설정하였다. 그리고 LMF

와 LMS 사이 성능의 경향을 보이기 위하한 고정 스

텝 크기 값은 0.01인 경우와 제안한 두 알고리즘의 스

텝 사이즈 변화도 함께 도시 하였다.

Fig. 3을 보면 수렴 성능은 시불변의 경우와 유사

하며, 제안한 가변 스텝 LMF가 2001 샘플 이전에 수

렴이 되어 시불변 특성을 유지하다 갑자기 새로운 

채널로 바뀌는 경우에도 변화된 채널 상황에 맞춰서 

채널 추정기가 다시 신속하게 적응하고 있는 것을 

알 수 있다. 시변 시스템의 경우도 Table 2에 요약한 

간편화된 알고리즘이 Table 1에 요약한 원래 알고리

즘에 비해 수렴 속도는 조금 늦으나 수렴 경향은 거

의 같음을 확인할 수 있다.

V. 결  론

본 논문에선 고정 스텝 LMF의 수렴 성능을 향상

시키기 위한 한 방법으로 가변 스텝 LMF를 제안하

였다. 제안한 방법은 순시 오차 기울기 대신 이동 평

균 기울기를 사용한 가변 스텝을 사용하도록 만들었

(a) Mean square error comparison

(b) A step-size curve for the proposed

Fig. 3. Convergence performance comparison in the 

abruptly-changing channel (solid line: LMF with  = 

0.01, -×-: LMF with  = 0.05, -▽-: LMF with  = 

0.1, -▷-: LMS with  = 0.01, -○-: proposed 

algorithm, -◇-: simplified proposed algorithm).
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다. 이를 통해서 기울기 상태에 따라 알맞은 가변 스

텝 크기를 제공하여 수렴 속도를 향상시키고 채널 

추정 성능의 변동을 줄이는 효과를 얻었다.
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