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지연된 다중 입력을 갖는 시스템을 안정화하는 출력 궤환 예측 제어

An Output Feedback Predictive Control for Stabilizing a System 
With Multiple Delayed Inputs 
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Janghoon Yang
Department of New Media, Seoul Media Institute of Technology, Seoul 07590, Korea 

5G의 상용화 등 네트워킹 기술의 발전은 다양한 시스템들이 네트워크를 통해서 정보를 교환하고 제어할 수 있는 기반을 제공

하고 있다. 또한, 네트워크에서 발생하는 많은 현상들은 정보의 지연과 관련되기 때문에 지연된 정보를 갖는 시스템의 제어의 중

요성이 증가하고 있다. 본 논문에서는 최근들어 지연이 있을 때에 저복잡도 제어기 설계에 많이 활용되는 예측 제어를 도입하여, 
지연된 다중 입력을 갖는 시스템에서 지연의 크기와 입력의 수에 상관없이 거의 일정한 복잡도를 갖는 예측 제어기를 제시한다. 
또한, 출력 궤환 구조를 갖는 예측 제어기가 점근적 수렴이 보장됨을 증명한다. 모의 실험을 통해서 제안된 방식이 상태 벡터를 확

장한 전통적인 방식이나, 다른 예측 기반 제어 방식에 비해  적은 복잡도를 가지면서 안정성을 보장하는 제어기 설계 성공이 높게 

발생함을 확인하였다. 

[Abstract] 

The evolution of networking technology such as commercialization of 5G systems provides foundation for information exchange and 
control of systems over the network. In addition, importance of controlling a system with delay is increasing significantly, since various 
phenomena in the network are associated with delay. In this paper, with a predictive control which has been studied for designing a 
controller with low complexity,  we propose a novel predictive control for a system with multi-inputs such that it can keeps the complexity 
almost the same regardless of the number of inputs and degree of delay. The asymptotic stability of the proposed control with a static output 
feedback is also proved. The numerical simulation shows that the proposed method is superior in complexity and the performance of 
finding feasible controllers to the existing predictive control and a conventional method based on augmented states.  
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Ⅰ. 서  론

다양한 네트워킹 기술의 발달에 따라서, 이전에 연결되지 않

았던 다양한 디바이스들이 네트워크를 통해 연결되고 있다.  또
한 이런 다양한 디바이스들을 통하여 정보를 수집할 뿐만 아니

라 개별의 디바이스를 제어하거나 많은 다수의 디바이스들이 

네트워크를 통해서 연결되어 하나의 시스템으로 동작하고 있

다. 이런 배경을 바탕으로 네트워크 기반 제어 시스템에 대한 

연구가 1990년대부터 지금까지 활발하게 진행되고 있다 [1].  
또한, 저지연, 초고속, 초연결을 추구하는 새로운 광대역 무선 

통신 규격인 5G는 스마트 팩토리, 자율 주행 자동차, 무인 비행

체 등과 융합되어 새로운 혁신적인 서비스로 진화하고 있으며, 
이는 빠르고 정확하게 네트워크를 통해서 안정적으로 제어할 

수 있는 기술에 심화를 요청하고 있다 [2].
네트워크 기반 제어에서는 기존의 전통적인 제어에서 발생

하지 않은 다양한 현상들이 네트워크의 특성에 의해서 발생된

다 [3]. 먼저 여러 경로를 통해서 정보가 전달될 때에 경로가 고

정되지 않고 다양한 경로를 가질 수 있다. 즉, 정보 전달의 경로 

선택에 따라서 정보 전달에 걸리는 시간이 달라진다. 또한, 동
일한 경로로 전달되더라도, 해당 전송 구간의 혼잡도에 따라서 

전송 속도가 달라진다. 또한, 무선 구간에서는 유선 구간과 달

리 전송에 따른, 패킷의 손실이 발생할 수 있고 이로 인해 정보

의 전달 순서가 뒤바뀌거나 재전송으로 인한 추가적인 지연이 

발생할 수 있다. 따라서, 네트워크에서 발생하는 다양한 정보의 

지연은 네트워크 기반 제어 시스템의 설계에서 중요한 역할을 

차지하게 된다.
지연을 고려한 제어 시스템의 설계는 전통 제어에서도 다양

한 물리적인 환경을 고려하여 모델링이 되었다. 실제 입력을 가

하면 물리적인 성질에 의해서 바로 입력이 원하는 곳에 전달되

지 않고 지연이 발생하고 이러한 현상을 고려하여 지연이 있을 

때에 시스템의 안정적인 제어에 대한 다양한 연구가 수행되었

다. 하지만, 많은 연구들이 물리적인 시스템을 다루는 연속 시

간 시스템에서의 연구들이 주를 이루고 이 때에 시스템의 안정

성을 보장하는 방법으로 리아푸노프 안정성 조건을 확장한 리

아푸노프-크라소프스키 (Lyapunov-Krasovskii)  방법이나 람주

미힌 (Razumikhin) 방법을 기초로 하여 제어기를 설계하는 연

구들이 다수를 차지하고 있다 [4],[5],[6]. 
네트워크를 통해서 발생하는 많은 지연은 제어시스템의 제

어 입력 지연과 관련된다.  네트워크 상에서 지연이 시간에 따

라서 변할 때에 지연의 경계값을 폴리토픽 불확실성으로 변환

하여 선형 행렬 부등식으로 보수적인 충분 조건이 유도되었다 

[7]. 제어기를 중심으로 센서와 구동부 사이에 각각의 독립적인 

채널이 존재하는 경우에 서로 다른 불규칙한 지연에 의해서 순

서가 뒤바뀌는 상황을 정확히 모델링하고, 실수 조단 (Jordan) 
행렬 형태를 이용하여 불확실한 파라미터 수를 줄임으로써 보

다 덜 보수적인 선형 행렬 부등식에 기반한 안정성을 위한 충분 

조건이 제시되었다 [8]. 보다 현실적인 시스템을 고려하기 위해

서 디지털 채널에서 발생하는 양자화 오류와 지연에 의한 시스

템의 불확실성을 동시에 고려하여  강건 상태 궤환 제어기가 설

계되었다 [9].
지연이 있을 때의 또 다른 제어기 설계의 방향 중에 하나는 

예측 제어 방법이다. 이 방법은 예측 기반의 변환을 통해서 제

어기를 구하기 용이한 형태로 바꾸어서 제어기를 구하는 방법

으로서 주로 연속시간 시스템에서의 제어에 대한 연구가 수행

되었다. [11],[12].  분산 입력 지연을 갖는 시스템에서 상태정보

의 변환을 통해서 지수적 안정성을 보장하는 선형 예측 궤환 제

어 방식이 증명되었다 [13]. 또한, 연속시간 시스템에서 시변 입

력 지연을 갖는 시스템에 대한 예측 궤환 제어 설계 방식이 제

안되었고[14], 시스템 파라미터와 지연에서의 불확실성에 강인

한 예측 궤환 방법으로 아르스타인 시스템 변환 방법이 사용되

었다[15]. 
기존의 연구는 대부분  단일 입력이 단일 지연을 갖는 경우

나 단일 입력이 다중 지연을 갖는  시스템, 또는 연속 시간에서 

입력이 지연을 갖는 시스템 제어에 대한 연구가 대부분이다. 본 

논문에서는 지연된 다중 입력을 갖는 시스템에서 예측 제어 방

식을 도입하여 저복잡도를 가지고 제어기를 설계한다. [10]에
서도 유사한 시스템 구성에 대한 예측 제어기가 제안되었으나, 
입력의 수에 따라서 복잡도가 크게 증가하는 한계를 가지고 있

어서, 이를 해결하는 다른 형태의 예측 제어기 설계를 제시하

고, 복잡도와 성능을 모의 실험을 통해서 확인한다.
논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 2장에서 이 논문에서 고려

하는 시스템 모델을 제시하고 기존의 상태 정보를 확장한 전통

적인 제어기 설계 방식을 설명한다. 3장에서는 지연의 크기와 

입력의 수에 관계없이 복잡도가 거의 일정하게 유지되는 고정

형 출력 궤환 예측 제어기를 설계하고, 4장에서 모의 실험을 통

해서 기존 방식과 성능과 복잡도를 비교한다. 5장에서는 결론

과 향후 연구에 대해서 간략히 제시한다.

Ⅱ. 시스템 모델 

본 논문에서는 개의 다중 입력 지연이 있는 시불변 이산 

시간 선형 제어 시스템을 고려한다. 번째 이산 시점에서의 시

스템은 다음과 같이 표현할 수 있다.

 
  



  

  

                         (1)

여기서, ∈ 는 시스템의 상태,  ∈ 와 

 ∈ 는   번째 제어 입력과 시스템 출력이고,  ,  

는 각 변수의 차원에 따라서 적절하게 정의되는 시스템을 정의

하는 상수 행렬이다.    는 번째 입력의 지연으로 정수값을 가

지고, 최대 크기는 max이면서       을 가정한다. 
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이 가정은 수식의 편이를 위한 가정이기 때문에 이 가정이 성립

되지 않는 경우에는 적절히 수식을 바꾸어 적용 가능하다.
시스템에 지연이 있을 때에 상태 신호를 확장하여 제어 이득 

  는  을 만족하면서 다음 선형 행렬 부

등식을 만족하도록 설계된다[16].

                                                      (2)

여기서  ∈  × 는 다음과 같이 정의된다.

 



  
 




                                            (3)

위 식에서  는 × 의 크기를 갖는 항등행렬이고, 의  

×의 크기를 갖는 번째 서브블럭 행렬인  는 다음

과 같이 정의된다.

  










 i f   
  i f   
 

                      (4)

(2)로부터 상태를 확장하여 지연이 있을 때에 제어기 이득을 

구하는 방식은 지연의 크기가 증가하면서 제한 조건식의 크기

가 증가하여 복잡도가 크게 증가하는 방식임을 확인할 수 있다. 
이를 해결하기 위해서 [10]에서 수식 변환을 이용한 예측 제어 

방식이 제안되어서 이 작을 때에 저복잡도를 갖으면서 보다 

우수한 성능을 갖는 제어기 설계 방식이 제시되었으나, 입력의 

수가 증가하면서, 복잡도가 기존 방식과 유사한 수준으로 증가

하는 현상이 발생하였다. 본 논문에서는 이를 해결하는 또 다른 

예측 제어 방식을 개발함으로써 입력수 증가에 따른 복잡도 증

가 상대적으로 적으면서 유사한 성능을 갖는 방식을 제안한다.

Ⅲ. 고정형 출력 궤환 예측 제어기 

예측 제어기를 설계하는 방법으로 많이 쓰이는 방식은 새로

운 예측 변수를 도입하여 예측 변수의 안정성을 보장하는 제어

기를 설계하고, 예측 변수의 안정성이 원래 상태 정보의 안정성

을 보장하는 것을 보이는 것이다. 이를 위해서 수식 (1)을 벡터

를 이용한 단일 지연 입력 벡터를 갖는 형태로 다음과 같이 표

현할 수 있다.

                                               (5)

위 식에서        이고      
 

  
    

 이다.  (5)의 수식을 이용하여 변

환된 새로운 신호 를 다음과 같이 정의한다.

  
 




                                       (6)

식(5)과 식(6) 을 이용하여  은 다음과  같이 표현할 수 

있다.

   


 




  

                                     (7)

식(6)을 에 관한 식으로 정리 후 식(7)에 대입하여 정리하

면 다음과 같다.

   


 




  

 




 

                   (8)

식 (8)에서 뒤에 두 개의 합 요소에 대해서 동일한 성분들을 상

쇄시킨 후에 정리하면 다음과 같은 간략한 식으로 표현된다.

                                               (9)

식(9)는 제어 입력이  인 에 대한 상태 방정식으로 

해석될 수 있고 출력 궤환 제어 형태를 갖기 위해서 를 다

음과 같이 정의한다.

                                                                     (10)

위 식에서 는   가 대각에 위치하면서 나머지 부행렬은 0인 

행렬이고,      


이다. (10)을 (9)에 넣어 정

리하면 궤환에 의한 의 방정식은 다음과 같이 정리된다.

    
  



                              (11)

또한, 식(10)에 (6)을 삽입하여 정리하면 실제 출력과 과거입력

으로서 현재 제어 입력이 결정되는 형태의 식이 유도된다.

 
 




                         (12)

식(5)에서 실제 시점에 사용되는 제어 입력은  이고 

다음과 같이 표현된다.
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                 (13)

위 식에서  번째 입력은 만큼 지연된 시스템 출력이 아닌 

만큼 지연된 시스템 출력을 사용하기 때문에 제안 방식은 더 과

거 정보를 사용하기 때문에 이에 의한 최적이 성능에 미치지 못

할 수 있으며 이를 개선하는 추후 연구가 부가적으로 필요하다. 
하지만, 시점에는 각 입력이 사용하는 시스템 출력이 확보되

기 때문에 구현 가능한 입력을 갖는다.
제어 입력  는 변환된 상태인 에 대해서 설계되

었기 때문에 동일한 제어 입력에 대해서 원래 시스템 상태인 

가 안정성을 확보하는지에 대한 확인이 필요하고, 다음 정

리는 실제 이것이 가능함을 보인다.
정리-1. : 식(13)에 의해서 식(6)에서 정의된 변환된 상태인 

가 점근적 안정성을 갖으면, 원래 상태인 의 점근적 안

정성도 보장된다. 또한 다음 선형 부등식을 만족하는 와 

의 존재는 의 점근적 안정성을 보장한다.


 

                       (14)

증명 :  식(6)에 삼각 부등식을 적용하면 다음과 같다.

∥∥≤∥∥
 



max 
  ∥∥  (15)

                  
여기서 max 는 괄호안에 들어가는 행렬의 절대 고유값의 최

대치를 계산하는 함수이고 ∥∥는 벡터 의 2-norm이다.  리아

푸노프 안정성 조건에 의해서 (14)를 만족하는  와 가 존

재할 때에 의 점근적인 안정성이 보장된다. 즉 →∞면, 
∥ ∥→이고, 식(10)에 의해서 ∥ ∥→이다. 따라서, 
→∞이면 식(14)의 오르편 항이 모두 0으로 수렴하기 때문에 

∥ ∥도 0으로 수렴하고 의 점근적 안정성이 확보된다. 
기존의 확장된 상태를 기반으로 한 제어 입력의 설계와 달리 식

(14)에서 부등식 제한 조건은  이나 에 상관없이 오직 원래 

상태 벡터의 크기에 의해서 결정됨을 확인할 수 있다. 

Ⅳ. 모의실험

제안 방식의 성능과 복잡도를 확인하기 위해서 모의실험을 

진행하였다. 는 모두 2로 설정하고 의 모든 요소

는  표준 정규 분포에 따라서 독립적으로 발생시켰다. 는 크

기 조건을 만족하면서 max내에서 균일 분포에 따라서 개를 

선택하는 형태로 발생시켰다. 또한 (2)나 (14)의 부등식은 선형 

부등식이 아니기 때문에 이를 선형화하여 근사적으로 풀어내

는 [16]의 Cone Complementary 선형화 알고리즘을 이용하여 해

를 구하였다. 이 알고리즘의 최대 회기적 반복 횟수는 10으로 

고정하였으며, 동일한 시스템 구성에 대해서 500번 시스템 행

렬을 발생 시켜서 해당 구성에서의 성능을 구하였다.
그림-1에서는 최대 지연 max가 증가하면서 시스템을 안정

화 시키는 제어기를 찾는 비율을 표시하고 있다. 모든 방식에서 

지연이 증가하면서 찾는 비율이 감소하나, 상대적으로 기존 방

식에서 감소정도가 크다. 또한, 제안 방식은 [10]에 비해서 우수

한 성능을 보이는데, [10]에서는 입력수 만큼의 제한조건을 만

족해야하지만, 제안 방식에서는 (14)에서와 같이 하나의 조건

만 만족하면 되기 때문에 성능이 더 우수하게 발생한 것으로 추

정된다. 그림-2에서는 동일한 모의 실험 환경에서 제어기를 구

하는데 소요되는 평균적인 시간(초)를 도시하고 있다. 지연의 

크기에 비례하여 복잡도가 증가하는 기존 방식에서는 최대 지

연이 증가하면서 복잡도가 크게 증가하는 반면에 [10]과 제안 

방식에서의 복잡도는 거의 일정하게 유지됨을 확인할 수 있다. 
또한 [10]과 비교시 제안 방식은 하나의 선형 부등식 조건에 대

해서 만족하는 해를 찾는 형태로 조건이 주어지기 때문에 [10]
에 비해서 상대적으로 작은 복잡도를 갖는 것이 확인된다.
   그림-3에서는 제어 입력의 증가에 따른 안정성을 보장하는 

제어기 설계 성공 비율을 도시하였다. 예상대로 제어 입력의 수

가 증가하면서 성공 비율도 증가하고, 제안 방식은 세 개 이상

의 제어 입력을 갖는 경우에 거의 항상 안정성을 보장하는 제어

기의 계산이 가능함을 확인할 수 있다. 하지만, [10]에서는 입력

의 수가 증가하더라도 성공 비율의 변화가 거의 없는 것을 확인

할 수 있는데 이는 입력의 개수가 증가하면서 제한 조건의 개수

가 증가하는 설계의 특징에 기인한 것으로 파악된다. 또한, 기
존 방식도 큰 폭으로 성공 확률이 증가하지만, 제안 방식에 비

해서는 현저하게 성공 비율이 낮음을 확인할 수 있다. 그림-4에
서는 동일한 모의 실험 환경에서 제어 이득을 계산하는데 소요

되는 복잡도를 평균 시간으로 보여주고 있다. 기존 방식은 제어 

입력의 수가 증가하면서 큰 지연을 갖는 입력이 더 자주 발생하

고 이로 인해 복잡도가 증가한다. 따라서, 상대적인 복잡도의 

증가가 크지 않고, 입력의 수가 2에서 6으로 증가할 때에 연산

시간은 2배 정도 증가한 것을 관찰할 수 있다. 반면에 [10]의 알

고리즘은 입력의 수가 증가하면 조합의 수가 증가하고 이로 인

해서 선형적인 증가보다 높은 속도로 복잡도가 증가한다. 기존 

알고리즘에 비해서 여전히 복잡도가 작으나, 입력의 수가 2에
서 6으로 증가하면서 상대적인 증가폭은 수십배에 이르는 것을 

확인할 수 있다. 반면에 제안 알고리즘은 입력의 수가 증가하더

라도 동일한 수의 제한조건에 대해서 최적화 해를 구하기 때문

에 거의 복잡도에 변화가 없음을 확인할 수 있다. 

Ⅴ. 결  론
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그림 1. 최대 지연 증가에 따른 안정적 제어기 설계의 성공율 
Fig. 1. Success rate of finding a stabilizing controller for 

increasing maximum delay.

그림 2. 최대 지연 증가에 따른 안정적 제어기 설계의 연산 처리  

     시간  

Fig. 2. Processing time for finding a stabilizing controller 
for increasing maximum delay.

그림 3. 제어 입력  증가에 따른 안정적 제어기 설계의 성공율

Fig. 3. Success rate for finding a stabilizing controller for 
the increasing number of control inputs.

그림 4. 제어 입력  증가에 따른 안정적 제어기 설계의 연산 처리 시간  

Fig. 4. Success rate for finding a stabilizing controller for 
the increasing number of control inputs.

본 논문에서는 다중 지연 입력을 갖는 이산 시간 제어 시스

템에서 안정성을 보장하는 예측 제어 기반의 고정형 출력 제어

기 설계 방법을 제시하였다. 제안된 설계 방법은 선형 행렬 부

등식의 해로 존재하고, 지연의 독립적인 복잡도를 갖기 때문에 

지연이 있는 제어 시스템에서 저복잡도 제어기 설계에 있어서 

유용한 방법임을 이론적으로 확인하였다. 또한, 모의 실험을 통

하여 제안 방법은 실제 평균 연산 시간이 기존 방법에 비해서 

작으면서 안정성을 보장하는 제어기를 구하는데 있어서 가장 

우수한 성능을 보임을 확인하였다.
본 연구는 예측 제어를 기반으로 지연을 갖는 다중 입력에 

대한 안정성만을 고려한 연구로서 이를 기반으로 다양한 후속 

연구가 요청된다. 먼저, 시스템 잡음이나 측정 잡음이 있을 때

에 평균 제곱 안정성 관점에서의 제어기 설계를 필요로 한다. 
이를 더 확장하면, 특정 기준에 의한 제어 성능을 보장하는 제

어기를 예측 제어를 기반으로 설계하는 방법은 제안 방법을 단

순하게 적용할 수 없다. 예를들어, 선형 이차 가우시안 제어를 

예측 제어를 기반으로 할 경우에는 기존의 분리 법칙에 따른 칼

만 필터와 선형 2차 조정기와 어떤 연관성과 차이점을 갖을 수 

있는지에 대한 연구가 필요하다. 또한, 제어 입력의 지연뿐 아

니라 시스템 상태 정보에 있어서의 지연이 동시에 존재하는 시

스템에 대한 안정성을 보장하는 예측 기반 제어 설계에서도 제

안 방식이 확장될 수 있을 것으로 예상된다.
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