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1. 서 론

흙의 비선형 거동특성을 예측하기 위해서 선형 탄성해

석부터 탄･소성해석 등을 이용하여 다양한 흙의 구성모델

에 대한 연구가 진행되어왔다. 이와 더불어 컴퓨터의 발전

으로 인해 수치해석 기법이 발달되어 흙의 구성모델을 이

용한 비선형 거동특성에 대한 평가가 향상되어왔다.

흙의 구성모델은 1950년대 후반 Drucker et al.(1957)에 

의해 흙의 탄･소성 모델화 지침이 제시된 이후 Roscoe 

and Poorooshasb(1963)을 중심으로 하는 캠브리지학파에 

의해 흙의 소성체적변화 관계에 대한 연구를 통해 제안된 

Cam-Clay모델을 중심으로 많은 구성모델이 제안되었다. 

Kondner(1963)는 구성모델에 대한 개념이 비교적 단순하
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ABSTRACT

In order to predict the nonlinear behaviour of the soil, the elasto-plastic hyperbolic model was selected, which was considered 

to be relatively simple and highly predictable. The soil parameter determination and the behavior analysis program were 

developed by formalizing the functions related to the constitutive model. Each soil parameter was determined from the results 

of the drained triaxial compression tests of Baekma river sand with the change of relative density. The stress-strain behavior 

was predicted using the soil parameters determined under each condition. As a result, the deviator stress for the axial strain 

is verified to have a good match between the measured value and predicted value at each relative density. In the relationship 

between the volumetric stain and the axial strain, when the relative density is loose, the measured value and predicted 

value tend to match, and when relative density is dense, the predicted value of the volumetric strain appears somewhat 

smaller than the measured value due to the limitation of the constitutive model.

요   지

흙의 비선형적 거동특성을 예측하기 위해 비교적 간편하고 예측의 정도가 높은 것으로 평가되는 탄･소성 쌍곡선모델을 선정하

였다. 모델의 특성을 알아보기 위해 구성모델에 관련된 함수를 정식화하여 토질매개변수 결정 및 거동해석 프로그램을 개발하

였다. 상대밀도 변화에 따른 백마강모래의 배수삼축압축시험 결과로부터 각각의 토질매개변수를 결정하였고 상대밀도에 따른 

토질매개변수의 변화 특성을 분석하였으며 각각의 조건에서 결정된 토질매개변수를 이용하여 응력-변형률 거동을 예측하였다. 

그 결과 축변형률에 대한 축차응력은 각각의 상대밀도에서 측정치와 예측치가 양호하게 일치하는 것을 확인하였고 축변형률

에 대한 체적변형률의 관계에서 상대밀도가 작은 경우는 측정치와 예측치가 일치하는 경향을 보이나 상대밀도가 큰 경우에는 

구성모델의 한계로 인해 체적변형률의 예측치가 측정치보다 다소 작게 나타나는 것을 확인 하였다.
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고 흙의 비선형 특성을 잘 나타낼 수 있는 탄성 쌍곡선

(Hyperbolic)모델을 개발하였으며 Duncan and Chang(1970)

에 의해 수정된 이후 Clough and Duncan(1971)에 의해 가

변 탄성 쌍곡선모델이 제안되었다. 이 모델은 축대칭조건

하에서 축차응력은 최소 주응력의 어떤 값에 대한 축변형

률에 의한 쌍곡선 함수로써 표현한 것이다. 그러나 이 모델

은 다른 탄성모델과 같이 전단응력 아래서 체적변화가 일

어나는 것을 설명하지 못하는 단점을 가지고 있다. 이러한 

단점을 극복하기 위해 Lade(1972)는 비점착성 흙에 대한 

탄･소성 응력-변형률 이론을 제안하였고 이후 Lade and 

Duncan(1975)은 입방체형 시험기를 이용한 모래의 시험

결과를 기반으로 전변형률 증분을 탄성, 소성변형률 증분

으로 분할하여 새로운 탄･소성 쌍곡선 모델을 제안하였다.

구성모델을 이용한 수치해석을 수행하기 위해서는 적합한 

지반조건 및 경계조건을 적용하여 해석해야 한다. 또한 구성

모델해석을 위한 매개변수는 지반조건에 따른 거동해석에 있

어 구성모델의 예측능력과 적용성을 평가하는데 중요한 영향

을 미치기 때문에 정확한 결정방법을 통해 결정되어야 한다.

현재까지 구성모델을 이용한 수치해석은 다양한 전산 

프로그램들의 개발을 통해 구성모델을 프로그램에 적용하

여 수행되어왔다. 그러나 기존에 개발된 다양한 흙의 구성

모델은 복잡한 실제문제에 적용하기에는 불확실한 변수가 

많아 신뢰성이 떨어지거나 정확한 예측이 가능하지만 매

개변수 산정과정이 복잡하여 실용적이지 못하는 경우가 

많다. 따라서 비교적 간편하고 신뢰성 높은 수치해석 프로

그램의 개발이 필요하다.

본 연구에서는 흙의 탄･소성 구성모델 가운데 개념과 

구성식이 비교적 단순하면서도 흙의 비선형 거동을 잘 나

타낼 수 있는 탄･소성 쌍곡선모델을 선정하고 선정된 구

성모델을 Excel 프로그램에 적용하고자 한다. 개발된 수치

해석 프로그램을 통해 예측된 결과와 실내시험 결과를 비

교 분석하여 구성모델의 예측능력과 개발된 해석프로그램

의 적용성 및 실용성을 검토하고자 한다.

2. 탄･소성 쌍곡선모델

일반적으로 흙은 매우 작은 변형률에서부터 파괴에 이

르는 매우 큰 변형률까지 비선형적 응력-변형률거동특성

을 나타낸다. 이러한 거동의 비선형성과 응력 의존성을 고

려하는 방법 중 가장 간단하고 실용적인 관계로 제안된 것

이 쌍곡선 응력-변형률관계이다.

쌍곡선 구성모델은 최초 Kondner(1963)에 의해 점토와 

모래의 비선형 응력-변형률관계를 쌍곡선 표현식으로 제

안 되었다. 이를 토대로 Duncan and Chang(1970)은 점토, 

사질토 등의 응력-변형률관계에 적용할 수 있으며 삼축압

축시험, 평면변형률시험 등의 실내시험으로부터 토질매개

변수를 간편하게 구할 수 있는 확장된 구성모델을 제안하

였다(Dickin and King, 1982).

Kondner(1963)는 점토와 모래에 대한 비선형적 응력-

변형률 곡선을 Fig. 1(a)와 같은 형태로 표현하였으며 이

러한 곡선들을 식 (1)과 같은 관계식으로 나타낼 수 있다.

σ  σ 
ε

ε
 (1)

여기서, σ과 σ는 각각 최대주응력과 최소주응력이며, ε

은 축방향 변형률이고 와 는 쌍곡선모델의 매개변수이다.

Fig. 1(b)에 나타낸바와 같이 응력-변형률 곡선을 변환

된 종축상에 도시하여 선형회귀분석을 함으로써 매개변수 

 값을 보다 편리하게 결정하고 식 (1)을 식 (2)로 나타낼 

        (a) Hyperbolic stress-strain curve (b) Transformed hyperbolic stress-strain curve

Fig. 1. Stress-strain curve
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수 있다.

 

ε
 ε    (2)

그러나 변환된 응력-변형률관계는 이론적으로 선형적인 

관계를 나타내지만 실제로 낮은 변형률 구간과 큰 변형률 

구간에서는 비선형적 관계를 보인다. 이러한 사실은 실제 

삼축압축시험에서 응력-변형률곡선이 완전한 쌍곡선의 형

태가 아님을 나타내기 때문에 Duncan and Chang(1970)은 

변환된 응력-변형률곡선 가운데 일부구간에 대하여 선형

회귀분석을 실시해야한다고 제안하였다.

3. 시 험

3.1 개요

백마강유역에서 채취한 모래에 대해 기본물성시험과 상

대밀도시험을 수행한 결과(Kim, 1994)를 사용하였으며, 시

료의 입도분포와 물리적특성은 각각 Fig. 2과 Table 1과 같다.

3.2 배수 삼축압축시험

상대밀도 100%, 80%, 50%, 25%에 대해여 각각 다른 

구속압력 100kPa, 200kPa, 400kPa로 배수 삼축압축시험

을 실시한 결과(Kim, 1994)를 사용하였다. 이때 전단속도

는 0.2mm/min으로 하였으며, 시료의 크기는 직경 50mm, 

높이 100mm이다. Fig. 3은 각각 상대밀도조건에서 구속

압력의 변화에 따른 배수 삼축압축시험의 결과이다.

4. 토질매개변수 특성

4.1 탄성성분에 관련된 토질매개변수

탄성성분에 관련된 토질매개변수  과 을 결정하기 

위해서 삼축압축시험의 결과를 각각의 구속압력에 따라 

Fig. 1과 같이 도시하여 를 결정한다.

 ≒ 



 (3)

여기서,   와  은 각각 초기와 제하-재재하시 접선기울

기이다.

Fig. 4는 구속압력에 따라 결정된  과 σ를 무차원화

하기 위하여 각각 대기압( )으로 나눈 값을 양대수지상

에 나타낸 그림이다. 그림에서 나타낸 바와 같이 토질매개

변수  은 σ 일 때 의 절편 값으로 은 직

선의 기울기로 결정할 수 있다. 그리고 이러한 관계는 식 (4)

와 같이 표현된다. Table 2에서는 상대밀도 변화에 따른 

토질매개변수  과 의 변화를 나타내었다. 표에 나타

낸바와 같이  은 상대밀도 변화에 따른 영향이 미소하

여 일정한 값으로 나타나며, 은 상대밀도가 증가함에 따

라 일정하게 증가하는 경향을 보이고 있다.


 ㆍㆍ

σ 


 (4)

4.2 항복기준에 관련된 토질매개변수

항복기준에 관련된 함수 는 응력불변량을 통해 식 (5)

와 같이 표현된다.

Fig. 2. Grain size distribution curve of Baekma River Sand 

(Kim, 1994)

Table 1. Physical characteristic of Baekma River Sand (Kim, 1994)

Relative density Specific gravity Maximum void ratio Minimum void ratio Tests void ratio

100.0 2.664 1.166 0.844 0.844

80.0 2.664 1.166 0.844 0.940

50.0 2.664 1.166 0.844 1.025

25.0 2.664 1.166 0.844 1.096
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 (5)

여기서, 은 제1응력불변량으로 식 (6)과 같고 는 제3응

력불변량으로 식 (7)과 같다.

  σσσ  (6)

  σㆍσㆍσ  (7)

계산된 응력불변량을 이용하여 항복기준에 관련된 토

질매개변수 은 식 (8)로 구할 수 있다. 는 정수압 응력

상태 27에서부터 파괴 시 가지 다양하게 변화한다. Fig. 5

는 구속압력의 변화에 따른 의 변화를 나타낸 것이다. 

그림에서 나타낸바와 같이 
 일 때의 절편 값을 

으로 결정한다. 은 상대밀도가 증가함에 따라 다소 증가

Table 2. Parameter of Backma River Sand (
 )

Parameter
Dr (%)

25.0 50.0 80.0 100.0

 407 407 407 407

 0.50 0.60 0.70 1.00

Fig. 4. Variation of parameter   with confining pressure

(a) Dr=25% (b) Dr=50%

(c) Dr=80% (d) Dr=100%

Fig. 3. Drain Triaxial compression test result of Baekma river Sand (Kim, 1994)
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하는 경향을 보이고 있다. Table 3은 상대밀도 변화에 따른 

의 변화를 나타내었다.


 ㆍ   (8)

4.3 소성포텐셜에 관련된 토질매개변수

소성포텐셜함수( )에 관련된 토질매개변수 는 와 

의 그래프상에 도시하여 선형적 관계의 기울기로부터 결

정할 수 있다. 는 삼축압축조건σ  σ  σ에 대해 식 (9)

로부터 다음과 같이 구할 수 있다.

 


σσ 
σ


  

 (9)

여기서,  는 소성 포아송 비로서 식 (10)과 같이 표현된다.

  ε
ε

  (10)

Fig. 6에 나타낸 바와 같이 종축에 를 횡축에 를 도

시하여 나타낸 관계를 선형회귀분석을 통해 얻은 기울기

를 식 (11)를 통해 토질매개변수 로 결정한다. 는 구속

압력의 변화에 따라 일정한 편차를 나타내지만 상대밀도 

변화에 따른 영향은 미소하여 일정한 값을 가진다. Table 4

는 상대밀도 변화에 따른 A의 변화를 나타내었다.

     (11)

4.4 파괴기준에 관련된 토질매개변수

파괴기준에 관련된 토질매개변수 를 결정하기 위해 

삼축압축시험의 결과를 전소성일과 응력수준 사

이의 고유한 쌍곡선 관계로 식 (12)과 같이 나타낸다.

 σ
 ε

  (12)

여기서, σ
ε

는 변형증분 ε
동안의 단위체적당 

소성일이다. 각각의 구속압력에 대해 계산된 전소성일과 

Table 3. Parameter of Backma River Sand ( )

Parameter
Dr (%)

25.0 50.0 80.0 100.0

 49.18 51.98 55.07 57.32

Table 4. Parameter of Backma River Sand ( )

Parameter
Dr (%)

25.0 50.0 80.0 100.0

 0.49 0.49 0.49 0.49

Fig. 5. Variation of parameter   with confining pressure Fig. 6. Relationship between  and stress level 
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응력수준을 Fig. 1(a)와 같이 나타내고 그래프의 초기접선

기울기를  ′ ,  에서 극한값까지를  ′ 로 결정한다. 

또한 Fig. 1(b)와 같이 종축을  로 변환하여 얻

은 직선을 선형회귀분석하여 절편을  ′ , 기울기를  ′ 로 결

정할 수 있다.

Fig. 7은 구속압력의 변화에 따라  와 를 

도시하여 선형 회귀분석하여 나타낸 것이다. 선형회귀분

석 결과의 기울기  ′ 은 식 (13)과 같이 극한응력수준으로 

표현된다.

 ′ 
 


 (13)

토질매개변수 는 소성일과 응력수준으로 구성된 그

래프의 절편  ′ 값과 앞 절에서 구한 토질매개변수 을 

이용하여 식 (14)를 통해 결정할 수 있다.

   ′   (14)

Fig. 8은 구속압력변화에 따른 의 변화를 나타내었다. 

그림에 나타낸바와 같이 구속압력의 증가에 따라 미세하

게 증가하는 것을 알 수 있으나 그 차이가 미소하여 구속

압력에 무관한 것으로 생각하여 여러 개의 값을 평균하

여 결정할 수 있다. Table 5는 상대밀도변화에 따른 의 

변화를 나타내었다.

4.5 소성일에 관련된 토질매개변수

소성일의 증분 함수  ′ 에 관련된 매개변수를  을 결

정하기 위해 소성일과 응력수준의 관계를 선형회귀분석하

여 얻은  ′ 와 구속압력(σ )를 각각 대기압( )로 나눈 값

을 Fig. 9와 같이 양대수지상에 나타낸다. Fig. 9에 나타낸

바와 같이 매개변수 은 σ 일 때의 절편 값이고 

은 직선의 기울기로부터 결정할 수 있다. 이러한 선형적

인 관계는 식 (15)와 같이 표현된다. Table 6은 상대밀도 

Fig. 7. Relationship between 
 and  Fig. 8. Variation of parameter   with confining pressure

Fig. 9. Variation of parameter ′  with confining pressure

Table 5. Parameter of Backma River Sand ( )

Parameter
Dr (%)

25.0 50.0 80.0 100.0

 0.854 0.872 0.883 0.897
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변화에 따른 과 의 변화를 나타내었다. 표에 나타낸바

와 같이 은 상대밀도 증가에 따라 일정한 편차로 감소

하는 경향을 보이고 있다. 은 상대밀도 증가에 따라 다소 

증가하는 경향을 보이고 있다.

 ′ ㆍㆍ
σ 



 (15)

5. 수치해석

5.1 수치해석 방법

현재까지 개발된 수치해석 프로그램은 매우 복잡하고 

사용자가 프로그램을 구동하기 위해서는 별도의 전문적인 

지식이 요구된다. 또한 이를 수작업으로 수행하기에는 비

교적 많은 시간이 소요될 뿐만 아니라 다소 오차가 유발될 

우려가 있다. 따라서 본 연구에서는 현재 가장 보편화된 

프로그램 중 하나인 Excel을 이용하여 구성모델이 적용된 

수치해석 프로그램을 적용하고자 한다.

탄･소성 쌍곡선모델을 구성하고 있는 각각의 개념 및 

조건을 Excel에 적용시키기 위해 탄성거동, 항복기준, 파

괴기준, 소성포텐셜, 소성일에 관련된 함수를 수식화하여 

프로그램을 구성한다. 각각의 조건에 따라 결정된 토질매

개변수를 바탕으로 증분법을 사용하여 주어진 경계치 또

는 가해야할 하중을 여러 단계로 분할하여 각각의 하중증

분에 대한 변형률 증분을 계산한다. 계산된 변형률 증분을 

수렴시키는 방법으로 응력-변형률 관계를 추적하여 비선

형 응력-변형률거동을 예측한다. Fig. 10은 본 연구에서 

사용된 토질매개변수 결정과 수치해석과정의 흐름도이다.

5.2 수치해석 결과

본 연구에서는 비교적 개념과 구성식이 단순하면서도 

비선형 응력-변형률거동특성에 대해서 잘 나타낼 수 있는 

탄･소성 쌍곡선 구성모델을 Excel을 통해 수치해석 프로

그램을 개발하였다. 실내시험결과를 통해 결정된 토질매

개변수를 본 연구에서 개발된 프로그램에 적용하여 상대

밀도변화에 따른 구속압력별 응력-변형률거동과 체적변형

률거동을 예측하였다. Fig. 11에서 각각 실선은 수치해석

으로부터 결정된 예측결과이며, 점선은 실내시험으로부터 

얻은 측정치이다. 그림에 나타난 바와 같이 축 변형률에 

대한 축차응력은 비교적 잘 일치하는 경향을 나타내지만 

축 변형률에 대한 체적변형률 관계에서는 예측결과가 시

험결과보다 과소평가되고 있는 경향을 나타낸다. 이는 탄･

소성 쌍곡선 모델이 높은 변형률 구간에서 전단응력 작용 

시 체적변형 및 변형률 연화과정을 표현하기 어려운 한계

점을 가지고 있기 때문이다. 그러나 공학적인 측면에서 설

계 시 요구되는 범위인 낮은 변형률 구간에서의 응력-변형

률 및 체적변형률 관계를 예측함에 있어 정확성 높은 결과

를 나타낸다. 따라서 예측된 결과와 측청치를 비교･분석

한 결과 탄･소성 쌍곡선 모델은 실용성 및 정확성 측면에

Table 6. Parameter of Backma River Sand (  )

Parameter
Dr (%)

25.0 50.0 80.0 100.0

 1.70E-03 1.50E-03 1.30E-03 1.10E-03

 0.99 1.08 1.14 1.18

Fig. 10. Flow Chart of Elasto-plastic Hyperbolic Model
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서 유용하게 활용 가능한 구성모델이라 판단된다.

6. 결 론

흙은 매우 작은 변형률에서부터 파괴에 이르는 매우 큰 

변형률까지 비선형적 거동특성과 응력 의존성을 고려하는 

방법 중 가장 간단하고 실용적인 관계로 제안된 탄･소성 

쌍곡선 구성모델을 선정하여 Excel을 이용하여 수치해석 

프로그램을 개발하였다. 본 연구에 사용된 시료는 백마강 

유역에서 채취한 모래를 이용하였으며 상대밀도 25%, 50%, 

80%, 100%조건에서 구속압력을 달리한 일련의 배수삼축

압축시험을 수행한 결과로부터 각각의 토질매개변수 결정

하였다. 상대밀도에 따른 토질매개변수의 변화특성을 고

찰하였고 결정된 토질매개변수를 이용하여 수치해석한 결

과와 실내시험 결과를 비교하여 탄･소성 쌍곡선 구성모델

의 예측정도를 파악하고자 하였다. 그 결과 얻은 결론은 

다음과 같다.

(1) 탄성성분을 나타내는 토질매개변수 중  은 상대밀

도의 변화에 따른 영향이 거의 없으며, 은 높은 상대

밀도에서 일정하게 증가하는 경향을 보이고 있음을 

확인할 수 있다.

(2) 항복기준에 관련된 토질매개변수 과 파괴기준을 나

타내는 토질매개변수 는 상대밀도의 증가에 따라 일

정하게 증가하는 경향을 보이고 있다.

(3) 소성포텐셜에 관련된 토질매개변수 는 상대밀도의 

영향이 작은 것으로 확인할 수 있고, 소성일에 관련된 

토질매개변수 은 상대밀도의 증가에 따라 일정하게 

감소하는 경향을 나타내며 은 상대밀도의 증가에 따

라 증가하는 경향을 확인할 수 있다.

(4) 결정된 토질매개변수를 이용하여 수치해석한 결과 축 

변형률에 대한 축차응력은 각각의 상대밀도조건에서 

측정치와 예측치가 양호하게 일치하는 것을 확인하였

다. 체적변형률은 상대밀도가 작은 경우 측정치와 예

측치가 일치하는 경향을 보이고 있으나 상대밀도가 

큰 경우에는 체적변형률 예측치가 측정치보다 다소 

(a) Dr=25% (b) Dr=50%

(c) Dr=80% (d) Dr=100%

Fig. 11. Numerical analysis result of Backma River sand
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작게 나타나는 경향을 보이고 있다.

(5) 탄･소성 쌍곡선 모델은 높은 변형률 구간에서 전단응

력 작용 시 체적변형 및 변형률 연화과정을 표현하기 

어려운 한계점을 가지고 있으나 공학적인 측면에서 

요구되는 범위에서 응력-변형률 및 체적변형률 관계

를 예측함에 있어 정확성 높은 결과를 나타낸다. 따라

서 탄･소성 쌍곡선 모델은 실용성 및 정확성 측면에서 

유용하게 활용 가능한 구성모델이라 판단된다.

References

1. Clough, R. W. and Duncan, J. M. (1971), “Finite element 

analysis of retaining wall behaviour”, J. Soil mech. and 

Found. Div., ASCE, Vol.97, No.SM12, pp.1657-1673.

2. Dickin, E. A. and King, G. J. W. (1982), “The behaviour of 

hyperbolic stress-strain models in triaxial plane strain com-

pression”, International Symposium on Numerical Model in 

Geomechanics, Zurich September 13-17, pp.303-311.

3. Drucker, D. C., Gibson, R. E. and Henkel, D. J. (1957), “Soil 

Mechanics and Work Hardening Theories of Plasticity”, 

Trans, Vol.122, pp.333-345.

4. Duncan, M. J. and Chang, C. Y. (1970), “Nonlinear Analysis 

of Stress and Strain in Soil”, Journal of the Geotechnical 

Engineering Division, ASCE, Vol.96, No.SM5, pp.1629-1653.

5. Kim, C. K. (1994), “A study on the behavior of granular soil 

based on elasto-plastic constitutive model”, Ph. D. Dissertation, 

Wonkwang University.

6. Kondnor, R. L. (1963), “Hyperbolic Stress-Strain Response: 

Cohesive Soils”, Journal of the Geotechnical Engineering 

Division, ASCE, Vol.89, No.SM1, pp.115-143.

7. Lade, P. V. (1972), “The Stress-Strain and Strength Characteristics 

of Cohesionless Soil”, Ph. D. Dissertation, University of 

California, Berkeley.

8. Lade, P. V. and Duncan, J. M. (1975), “Elasto-Plastic stress- 

strain theory for cohesionless soil”, Journal of the Geotechnical 

Engineering Division, ASCE, Vol.101, GT10, pp.1037-1053.

9. Roscoe, K. H. and Poorooshasb, H. B. (1963a), “A Theoretical 

and Experimental Study of Strain in Triaxial Tests on Normally 

Consolidated Clays”, Geotechnique, London, England, Vol.13, 

pp.12-28.




