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무한급수의 이해에 대한 연구1)

오혜영 (인천대학교 교수)

무한급수 개념은 학부의 전공 수학 교육과정의 중요한 주제이다. 여러 세기 동안 그것은 학습자에게 직관에 반대되

는 장애를 제공했을 뿐만 아니라 해석학 연구의 중심적 역할ㅌ을 해 왔다. 수학의 역사에서 무한급수 개념에 대한

이해가 미적분학 발달의 기초가 되었듯이 현재의 학생들에게 무한급수 개념에 대한 이해는 전공 수학을 학습하는 데

꼭 필요하다. 무한합의 개념을 가진 학생 대부분은 무한급수의 수렴 판정 같은 수학적 내용은 어려워하지 않으나 무

한급수 개념을 부분합의 열을 이용해서 구성하는 것은 어려워한다. 이에 본 연구에서는 무한급수 개념을 구성하는

방법을 APOS 이론과 발생적 분해의 관점에서 부분합 스키마를 이용하여 분석하고자 한다. 질적 연구를 통해 급수

개념의 구성 방법을 점검해서 무한급수 지도 개선에 대한 유용한 교육적 시사점을 얻고자 한다.

Ⅰ. 서론

수학의 역사는 수학의 교수 학습에 교사들이 사용할 수 있는 여러 가지 유용한 예를 제공한다. 특히, 무한급

수의 역사는 오늘날 학생들이 처한 어려움을 잘 이해하는 데 도움을 줄 수 있다(Bagni, 2000). 무한급수 개념은

학부의 전공 수학 교육과정의 중요한 주제이다. 여러 세기 동안 그것은 학습자에게 직관에 반대되는 장애를 제

공했을 뿐만 아니라 해석학 연구의 중심적 역할을 해 왔다. 예를 들면, 무한급수를 다룰 때 무한히 많은 항의 합

이 “무한히 큰” 것으로 자주 고려돼서 “무한히 많은 항, 무한히 큰 합”으로의 오개념을 극복해야만 했다(Bagni,

2000). 이처럼 수학의 역사는 교사들이 학생들의 어려움을 이해하고 올바르게 나아갈 수 있도록 도와주는 역할

을 했다.

수학의 역사적인 발달 과정에는 무한급수 개념이 수학적으로 정립되기까지 개념 이해의 어려움이 있었다. 수

학의 역사에서 무한급수 개념에 대한 이해가 미적분학 발달의 기초가 되었듯이 현재 학생들에게 무한급수 개념

에 대한 이해는 전공 수학을 학습하는 데 꼭 필요하다.

무한합의 개념을 가진 학생 대부분은 무한급수의 수렴 판정 같은 수학적 내용은 어려워하지 않으나 무한급수

개념을 부분합의 열을 이용해서 구성하는 것은 어려워한다. 그리하여 이러한 걸림돌을 극복하지 않은 학생들은

그것을 필요로 하는 문제 상황에서 부분합의 열을 사용하는 것을 실패한다. 명확한 정의가 동반되지 않을 때 모

호함은 학생들에게 어려움의 원천이 될 수 있다. 이에 학생들이 급수의 개념을 어떻게 구성하는지를 분석해서

무한급수에 대한 이해를 향상시키고자 한다. 무한급수의 정의는 다음과 같다(Stewart, 2008).

“주어진 급수 
  

∞

에 대해 째 부분합  
  



일 때 수열 이 수렴하고 lim  가 실수로 존재하

면, 급수 
  

∞

는 수렴한다고 하고 
  

∞

  로 나타낸다. 수 를 이 급수의 합이라 한다.”
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무한급수에 관하여 지영조(2006)와 고지현(2012)은 수열의 극한과 무한급수 단원에서 발생하는 학생들의 오류

유형을 분석하고, 김채지(2010)는 무한급수 학습에서 발생하는 오개념을 분석했다. 조영혜(2008)는 무한급수 학

습에서 학생들이 겪는 인지적 장애를 분석하고, 최정윤(2012)은 무한등비급수의 지도 방안을 제시했다. 이외에

무한급수의 수렴 판정에 관한 일련의 연구(김성덕(2010), 김현정(2002), 곽부진(2006), 김가영(2007)과 이승연

(2007))가 있다.

무한급수에 관한 국외 연구에서 Mamona(1990)는 학생들이 수열을 함수로 여기는 것을 어려워하는 걸 알아냈

다. Bagni(2000, 2005)는 무한급수에 대한 역사적 사례를 학생들에게 제공하여 무한급수의 교수(teaching)를 향상

시키는 것을 보여주었고, McDonald 외(2000)는 학생들이 수열에 관하여 두 가지 다른 인지적 대상을 구성한다

는 것을 보여주었다. Martinez-Planell 외(2012)는 McDonald 외(2000)를 바탕으로 학생들의 무한급수 개념 이해

를 분석하였다. 이처럼 이전 연구들은 학생들을 대상으로 무한급수의 수렴 판정과 오개념, 오류의 분석이 대부분

이고 무한급수 개념 구성의 이해에 대한 분석은 많지 않았다.

이에 본 연구에서는 무한급수 개념을 구성하는 방법을 APOS 이론과 발생적 분해의 관점에서 살펴보고자 한

다. 그리하여 다음과 같은 연구문제를 설정하여 소수의 학생을 대상으로 질적 내용 분석 방법을 통해 분석하고

자 한다. “무한급수 개념을 구성하는데 APOS 이론 관점에서 부분합 스키마를 어떻게 구성하는가?”

Ⅱ. 이론적 배경

1. 무한급수의 역사적 발달

무한급수의 개념은 매우 오래된 기원을 갖는다. 암묵적으로 무한급수 개념을 사용한 고대 그리스에서의 제논

의 역설과 아르키메데스의 “포물선 구적” 에서의 기하급수가 무한급수의 기원이라 할 수 있다(Bagni, 2000). 이

것은 학생들에게 수렴, 발산 사이의 차이에 대한 어려움을 겪게 한다. 아리스토텔레스는 무한히 많은 항의 급수

의 합은 유한 양일 수 있다는 것을 함축적으로 강조했다. “포물선 구적” 에서 아르키메데스는 기하급수를 고려

했다. 무한급수는 미적분학에서 중요한 주제가 되었으며, 여러 해 동안 해석학의 연구에서 중심적인 역할을 해왔다.

1703년에 그랜디는 무한급수 ⋯로부터 0 또는 1을 얻는 것이 가능하다고 알아차렸다(Bagni,

2000).

⋯⋯
⋯⋯

교대급수의 합 ⋯는 그랜디와 18세기의 여러 수학자에 의해 


로 여겨졌다. 그에 따르면, 증

명은 다음과 같은 확장에 기초를 두었다.






  

∞

 ⋯

  을 대입하여 ⋯ 


이어야 한다고 주장했다.

라이프니츠는 만약 무한급수 ⋯ 을 멈춘다면 같은 확률로 0 또는 1을 얻을 수 있다는 것을
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주목했다(Leibniz, 1715). 그래서 대부분의 가능한 수치는 0과 1 사이의 평균 


이라고 주장했다. 라그랑주와 푸

아송은 역시 그런 주장을 받아들였다.

이 무한급수의 합을 서로 다른 세 가지 방법으로 보였고, 서로 다른 세 가지 답  0, 1, 1/2에 도달했다.

1.⋯ ⋯⋯

2.⋯⋯⋯

3.구하는 합을 라 하자. 그러면   ⋯로부터   ⋯   이다. 따라서

  


이다.

이 문제에 나타나는 양식을 수학적인 방법으로 다룰 수 없다. 이 특별한 무한급수는 ‘값’을 가질 수 없다

(Keith Devlin, 1996). 따라서 위의 어느 것도 답이 될 수 없으며, 그 당시 수학자들의 주장은 틀린 것이다.

오일러는 무한급수를 긴 다항함수와 같이 취급해서 유한 과정을 확장해서 사용했다(Burton, 2013). 그래서 무

한급수를 다항식에 관한 대수학의 확장으로 간주하여 원래의 함수를 표현할 수 있는 다항식으로 고려했다. 그러

나 수렴 문제는 충분히 고려하지 않았기 때문에 때로는 불합리한 결과에 이르기도 했다. 또한, 수학적 기호의 힘

에 대단히 의존했는데 형식적으로 일관된 논법으로부터 정확한 결과를 얻을 수 있다고 서슴없이 가정하여 불완

전한 결과를 얻기도 했다.

이처럼 무한급수 개념 이해의 어려움이 수학의 역사적인 발달 과정에서 나타났다. 또한, 조작 가능한 급수와

조작 불가능한 급수 사이의 차이점 분류 및 무한급수를 다루는 방법에 대한 견실한 이론의 전개는 수백 년 동

안의 노력을 필요로 했고, 19세기 말에 이르러서야 완성되었다(Keith Devlin, 1996).

2. APOS 이론

APOS 이론은 피아제의 연구와 구성적 생각에서 만들어졌다. Dubinsky(1991,1994), Asiala, Brown, Devries,

Dubinsky, Mathews와 Thomas(1996)는 고등 수학적 사고에서 적용되는 반영적 추상화의 개념을 개발하기 위한

노력의 일환으로 반영적 추상화의 특징은 무엇이며, 고등 수학에서 그 특징들이 어떤 역할을 하는지를 생각해

보고, 그것들을 조직 또는 재구성하여 수학 지식과 그것의 구성에 관한 일관성 있는 APOS 이론을 소개했다. 그

리하여 이 이론은 현재 전 세계의 연구자에 의해 확장, 활용되고 있다.

APOS 이론의 구성은 활동(Action), 과정(Process), 대상(Object), 스키마(Schema)의 정신구조와 이들을 이어

주는 내면화(interiorization), 대상화(encapsulation), 조절(coordination), 가역적 사고(reversal), 역대상화

(de-encapsulation)의 정신구조로 되어있다(Arnon et al. 2004).

활동은 외부적으로 행해진 명백한 알고리즘에 따라서 하는 개인에 의한 수학적 대상의 변환이다. 그것은 대

상이나 기억된 사실에 작용하는 조작일 수 있다. 개인들이 이러한 활동을 반추함에 따라서 그것들을 과정으로

내면화시킬 수 있다. 과정은 이런 내적인 대상의 변환이다. 각 단계는 묘사될 수 있거나 실제로 행하지 않고 반

영될 수 있다. 과정들은 다른 과정과 역으로 또는 조직화를 통해서 변환될 수 있다. 대상은 개인이 특별한 과정

에 적용된 활동을 반영하고 전체 또는 그것을 대상화함으로써 과정을 알게 될 때 구성된다. 수학적인 구조는 활

동, 과정, 대상 그리고 문제 상황에서 수학적 구조를 형성하기 위해서 앞서 조직되고 통합된 스키마의 모음이다.

(Baker, Cooley & Triguros, 2000)

(1) 내면화(interiorization): 이 특성은 각 단계를 직접 수행할 필요 없이 단계를 수행하는 것을 상상하여 단계
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를 건너뛸 수 있는 능력일 뿐만 아니라 반대로도 할 수 있다(Arnon et al. 2014). 내면화는 이러한 정신적 변화

를 가능하게 하는 메커니즘이다.

(2) 대상화(encapsulation): 대상화는 개인이 과정에 행동을 적용할 때 발생한다. 즉, 동적 구조(과정)를 행동이

적용될 수 있는 정적 구조로 본다(Arnon et al. 2014). 대상화란 역동적인 과정을 정적인 대상으로 바꾸는 것을

말한다.

(3) 조절(coordination): 조절의 메커니즘은 일부 물체의 구성에 필수적이다. 두 대상은 역-대상화, 과정 조절

및 조절된 과정을 대상화하여 새 개체를 구성할 수 있다(Arnon et al. 2014). 여러 과정의 조절 때문에 새로운

것이 구성된다.

(4) 가역적 사고(reversal): 통상적인 순차적 사고와 달리 내적으로 존재하는 과정으로부터 처음의 과정으로

역으로 생각하여 새로운 과정을 구성하는 것이 가역적 사고이다.

(5) 역-대상화(de-encapsulation): 역-대상화의 메커니즘을 적용함으로써, 개인은 대상을 생성한 과정으로 돌

아갈 수 있다(Arnon et al. 2014).

3. 발생적 분해

학생들의 개념 구성을 묘사하는 APOS 이론의 응용은 연구자들이 발생적 분해를 개발하는 것을 필요로 한다.

학생들의 개념 습득과정과 개념형성에 필요한 요소들을 추출하는 일이 필요하다(박혜숙, 2005). 이것은 학생들이

일으키는 인지적 장애와 개념 구성을 분석하는 데 더욱 필요한 일일 것이다. Dubinsky(1991)는 이처럼 복잡한

구조를 가진 어떤 개념(스키마)에서 한 작은 부분을 떼어내서 스키마 사이의 관계를 조사하는 것을 그 개념의

발생적 분해라고 했다.

발생적 분해는 수학공동체에 의해 받아들여진 연구자의 경험, 개념에 대한 수학적 지식과 모든 유용한 자료

에 기초를 두고 있으며 수학적 개념의 구성과정을 분석하는 틀이다. 개념에 대한 발생적 분해는 유일하지 않고

그것은 개념이 어떻게 구성되어서 다른 연구자들이 다양한 발생적 분해를 발전시킬 수 있는지에 대한 일반적

모델이다. 학생들이 특별한 개념을 구성하는 발생적 분해는 이후 연구를 위한 가교 구실을 할 수 있으리라 기대

되며, 이때 모은 자료는 간과한 구성 또는 연구자가 상상한 것과 다른 과정의 구성을 나타낸다. 그것은 관찰된

현상의 더 나은 묘사를 제공하고 그 개념을 이해하기 위해서 학생들이 수행한 더 나은 구성을 할 수 있도록 도

움을 주는 개정된 발생적 분해를 일으킨다.

Ⅲ. 연구 방법

본 연구는 반구조화된 인터뷰를 통한 질적 연구의 방식을 택했다. 질적 연구는 양적 연구로 탐구하기 어려운

개별 연구 대상의 독특성, 맥락성 등 질에 대한 관심에 치중하여 접근하는 시도이다(신재한, 2017).

1. 연구 대상

수도권 소재 4년제 대학교 수학교육과에 재학 중인 2, 3학년 학생들 각각 19명씩 38명을 대상으로 무한급수

이해에 대해 설문조사를 하였다. 문제 풀이 후에 인터뷰를 실행하여 결과를 분석하였다. 검사 당시에 학생들은

모두 미분적분학을 배운 상태였고, 2학년 학생들은 해석학을 수강하는 중이었으며, 3학년 학생들은 해석학을 이

미 수강했고 복소해석학을 수강하는 중이었다.
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2. 검사 문항

검사 문항은 무한급수의 이해와 관련되었으며, Martinez-Planell 외(2012)의 문제에서 발췌했다. 문제는 별도

의 종이에 풀도록 했으며, 학생들은 여분의 종이와 계산기를 이용할 수 있었다. 학생들이 작성한 답안으로 이해

할 수 없는 부분은 인터뷰로 추가 질문했다. 검사를 위한 문제 풀기는 1학기 중간에 1시간 동안 실시했으며 검

사지는 제출하도록 했다. 2, 3학년 학생들 38명의 답이 수집되었다. 검사 문항은 부록에 수록했다.

검사 문항 1번은 무한급수의 합을 구하는 문제인데, (1)은 틀린 이유와 (2)는 옳은 풀이를 제시하라고 하여

무한급수 개념 구성을 알아본다. 문제 2(1)번에서 일반항에 숫자를 대입하여 각각의 항들을 구하는 활동을 하게

하고, 부분합 수열의 극한과 급수의 대상화를 이용해서 무한급수 수렴을 판정할 수 있는지 알아본다. 문제 2(2)

번에서 학생들이 무한급수에 대하여 과정에 머무르는지 또는 부분합의 수열의 극한으로 대상화하여 대상 스키

마를 구성하는지를 알아본다. 문제 3번은 기하급수와 수렴 반경에 관한 문제이면서 수학의 역사적 발달 과정에

나타난 Grandi 급수에 대한 문제이다.

Ⅳ. 연구 결과

이 절에서는 학생들의 설문조사와 인터뷰 결과를 바탕으로 학생들이 어떻게 무한급수 개념을 구성하는지 무

한급수의 발생적 분해와 부분합 스키마 구성을 이용하여 분석한다.

1. 무한급수의 발생적 분해

학생들의 설문조사와 인터뷰 결과를 바탕으로 무한급수 개념 이해에 필요한 요소인 수열, 일반항, 부분합, 부

분합의 수열, 극한의 개념 등을 추출할 수 있었다. 학생들은 부분합의 수열은 구하려 하지 않지만, 부분합의 극

한이라는 것을 인지하여 부분합 스키마를 구성하여 부분합 스키마나 일반항 스키마, 극한의 개념이 무한급수 개

념 구성에 중요한 역할을 함을 알 수 있다. 그리하여 학생들의 무한급수 개념 구성을 다음과 같이 삼 단계로 분

류할 수 있다.

1단계는 급수가 주어져 있을 때 학생들은 급수의 각 항을 연속적으로 더하는 활동을 적용함으로써 급수의 개

념을 구성한다. 부분합을 구할 필요를 느끼지 않고 그들은 부분 결과를 빨리 얻기 위해서 여러 방법으로 항들을

묶기를 선택한다. 결과적으로 급수를 무한히 더해가는 합의 과정이라고 생각한다. 공식으로 무한급수를 부분합의

극한으로 생각하여 계산하는 단계이며, 부분합을 구할 필요가 있을 때 항들의 일반항을 구하지 않고 임의로 정

한 n번째 항까지의 합을 구한 후에 극한을 취하는 단계이다. 부분합의 수열을 의식하지 않으나 처음 몇 개 항의

부분합을 구하는 활동을 수행하는 부분합 스키마 활동 구성단계이다.

2단계에서 학생들은 무한급수에서의 각 항을 수열의 항으로 여기고 일반화 과정을 거쳐 수열의 일반항 스키

마를 구성한다. 일반항과 수열의 합에 대한 조절 단계를 거쳐 부분합 스키마를 구성하게 된다. 이 단계에서는 부

분합의 수열을 생각하게 되는 부분합 스키마 과정 구성단계이다.

3단계는 부분합의 극한으로 대상화할 수 있는 부분합 스키마 대상 구성단계이다. 각 자연수에 부분합을 대응

시키는 활동이 내면화될 때 학생들은 새로운 수열인 부분합의 새로운 수열    ⋯을 구성할 수 있고,

급수의 계속된 항을 더하는 과정을 설명할 수 있다. 계속해서 더하는 내면화 과정을

       ⋯ 처럼 실행하여 부분합    ⋯을 대상으로 인식함으로써

새로운 수열을 구성하게 되고, 일반항을 찾아내는 일반화 과정에 의해서 부분합 의 스키마를 구성하게 된다.
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이러한 삼 단계의 과정을 통해 부분합 스키마를 구성하면, 부분합 스키마와 극한 개념의 조절 과정을 통해

무한급수의 개념을 구성할 수 있다. 이러한 무한급수 개념 구성의 발생적 분해를 [그림 Ⅳ-1]에 나타내었다.

[그림 Ⅳ-1] 무한급수의 발생적 분해

일반항 스키마 대상 구성은 갖지만, 부분합 스키마 과정이나 대상 구성을 갖지 않는 학생은 각각의 자연수에

급수의 부분합이 대응한다는 것을 알아차리지 못하고, 일반항 스키마 대상 구성에만 제한된다. 반면에 부분합 스

키마 과정이나 대상 구성을 하는 학생은 문제 상황에 따라서 


∞

의 항 의 조작을 필요로 하는 성질을 적

용함으로써 문제 푸는 것을 선택할 수 있다. 실제로 이 문제 상황에서 그들의 행동은 일반항 스키마 대상 구성

에 한정되어있는 학생의 것과는 다르지 않다. 그러므로 부분합 스키마 과정이나 대상 구성하는 학생은 일반항

스키마 대상 구성과 일관된 행동을 보일 것이다. 그러나 일반항 스키마 대상 구성에 제한된 학생은 부분합 열이

필요한 상황에서조차도 부분합 열을 사용하지 않는 것이 다르다고 할 수 있다.

2. 부분합 스키마 구성

학생들의 무한급수 문제 풀이 과정과 인터뷰 과정을 통해 부분합 스키마, 일반항 스키마, 극한 스키마가 무한

급수 개념 구성에 영향을 주고 있음을 알 수 있다. 극한 스키마 구성과 관련한 자세한 언급은 잘 설계된 더 많

은 조사를 필요로 하므로 이에 대한 언급은 후속 연구로 미루고, 본 연구에서는 부분합 스키마와 일반항 스키마

로 제한해서 다루고자 한다.

학생들이 구성하는 무한급수 개념을 알아보기 위해 설문조사를 했는데 조사 대상 학생 38명 중에서 6명 학생

의 답안이 의미가 있어서 이 답안을 대상으로 분류하였다. 그리고 이 답안을 쓴 학생들을 대상으로 설문조사 후

에 심층 인터뷰를 했다. 이들의 검사 당시 해석학 과목의 성적은 4명이 A 학점, 2명이 B 학점이었다. 이들의 무

한급수 개념 구성은 일반항 스키마와 부분합 스키마의 구성에 따라서 다음의 세 단계로 분류할 수 있다.

가. 일반항 스키마 사용 없이 부분합 스키마 활동 구성 단계([그림 Ⅳ-1]의 1단계)

1단계의 학생들은 급수가 주어져 있을 때 급수의 각 항을 대상으로 인식하여 연속적으로 더하는 활동을 적용

해서 급수의 개념을 구성한다. 부분합을 구할 필요를 느끼지 않고 그들은 부분 결과를 빨리 얻기 위해서 항들을

묶어서 계산한다. 결과적으로 급수를 무한히 더해가는 합의 과정이라고 생각한다. 무한급수를 부분합의 극한으로

생각하여 공식처럼 합을 계산할 수 있는 단계이다. 부분합을 구할 필요가 있을 때 항들의 일반항을 구하지 않고

임의로 정한 n번째 항까지의 합을 구한 후에 극한을 취한다. 1단계의 학생들은 부분합의 수열을 의식하지 않으

나 처음 몇 개 항의 부분합을 구하는 활동을 수행한다.

이 단계의 학생 A는 문제 1(1)번은 틀렸다고 했다. 틀린 이유는 완전한 무한급수를 고려하지 않았기 때문이
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라고 했다. A는 무한급수를 무한히 더하는 것으로 이해하는 것 같았다. 틀린 이유를 제대로 답하지 못했으나 문

제 1(2)에서 각 항에 부분분수의 분해를 적용하여 합의 기호로 나타내고, 무한급수를 무한히 더해가는 합의 과

정으로 다음과 같이 계산했다.

   





 





 





  


 ⋯

[그림 Ⅳ-2]는 A 학생의 문제 1번 풀이이다. 다음은 C 학생과의 대화이다.

P: 1(1)의 방법은 어떻게 생각하니?

C: 합이 0이 되는 것들을 묶어서 무한으로 보내서 1이 된다고 해서 안 돼요.

P: 합이 0이 되는 것들을 묶으면 왜 안 되지?

C: 항을 임의로 배열할 수 있기 때문에 정확한 값이 안 나올 수 있어요.

P: 항을 임의로 배열한다는 것은 무슨 뜻이지?

C: 그럼 어떻게 된 거죠?

C 학생은 문제 1(1)이 틀리는 이유가 항을 임의로 배열한다고 했는데 그 뜻이 두 개씩 짝지은 것을 말하는

것 같았다. 결합법칙이 유한에서는 성립하지만, 무한에서는 성립하지 않는다는 사실을 모르고 있었다.

1단계의 두 학생은 부분합을 구하려 하지 않았고 부분합 열의 극한과 급수의 합과 관련시키지 못한 것 같다.

[그림 Ⅳ-2] A 학생의 문제 1번 풀이

[그림 Ⅳ-3] A 학생의 문제 2번 풀이
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문제 2(1)에서 부분합 열의 연속된 값을 구하는 활동은 제대로 했으나 연속적인 항들의 덧셈을 부분합 열의

결과로 내부화시키지 않는 것 같다. 급수 
  

∞



sin




와 관련해서 질문받았을 때 lim
→∞

과 
 

∞

사이의 관

계는 같은 것이라고 하고, 급수의 합이 부분합 열의 극한이라는 것을 사용한다. 그리하여 1단계의 학생은 부분합

스키마 활동 구성단계에 해당한다. 문제 2(2)에서 주어진 급수를 급수와 비교하였지만 급수를 부분합보다는

오히려 의 항으로 표현했으며 절대 비교를 하지 않아서 정확한 비교 판정법을 한 것은 아니었다. 문제 2(3)에

서 A, C 학생은 급수의 합이 부분합 열의 극한이란 것을 안다. [그림Ⅳ-3]은 A 학생의 문제 2번 풀이이다.

문제 3에서 ⋯


와 






⋯


를 더하면





  이어서 바

르다고 말했다. 수렴구간은 구하지 않고 부분합의 극한이라는 사실만 이용해서 우변끼리 더해서 대답했다. [그림

Ⅳ-4]는 C 학생의 문제 3번 풀이이다.

[그림 Ⅳ-4] C 학생의 문제 3번 풀이

1단계의 학생들은 1번 문제에서는 부분합을 이용하지 않았고, 3번 문제에서는 급수의 합을 부분합의 극한을

이용해서 문제를 풀었지만, 이것은 기억된 사실로만 사용할 뿐이어서 일관되게 부분합 스키마 대상 구성을 했다

고 할 수 없다. 그들은 부분합 스키마 구성과 일관되지 않은 활동을 보임을 알 수 있다. A와 C 학생은 문제

2(1)에서처럼 부분합 열의 연속된 값을 계산할 수 있으므로 부분합 스키마 활동 구성이 있는 것 같다. 이들은

일반항 스키마 대상 구성에 제한적이어서 부분합 열을 사용하는 것을 필요로 하는 급수 개념의 문제를 정확하

게 할 수 없다.

나. 일반항 스키마 사용과 부분합 스키마 과정 구성 단계([그림 Ⅳ-1]의 2단계)

2단계의 학생들은 무한급수에서 각 항을 수열의 항으로 여기고 일반화 과정을 거쳐 수열의 일반항 스키마를
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구성한다. 수열의 일반항을 구하는 활동을 통해 일반항을 구한 후 일반항과 수열의 합에 대한 조절 단계를 거쳐

부분합 스키마를 구성하게 된다. 이 단계는 부분합을 구하기 위해서 부분합의 수열을 생각하지만 완벽하지 않기

때문에 부분합 스키마 과정 구성단계에 해당한다.

B 학생은 문제 1(1)에서 앞부분은 잘 표현되었지만  


에서


은 앞의 항과 소거되지 않

는다고 했다. 그러나 1(1)의 식은  





 


 


⋯ 이렇게 되어 급수의 마지막 항을 빼지 않

았기 때문에 1(1)번은 틀렸다고 답했다. 이것으로부터 극한을 취하기 전에 부분합에 대한 식을 구할 필요가 있

다고 말했다. 그것은 n번째 항까지 을 구한다면 마지막 항이 있어야 하는데 그것이 없어지지 않아 수렴에서

차이가 있기 때문이라고 했다. 1단계의 학생들은 부분합을 언급하지 않고 무한히 더하는 데만 관심을 두는 데

반해 이 학생은 1단계의 학생과 달리 부분합에 대한 필요성을 말했다. [그림 Ⅳ-5]는 B 학생의 문제 1(1)번 풀이

이다.

[그림 Ⅳ-5] B 학생의 문제 1(1) 풀이

이 단계에 속한 학생 D는 문제 1(2)에서 수열의 일반항을 구하는 활동을 통해 일반항

 


을 구한 후에 일반항과 합의 기호를 이용하여 





의 형태로 표현하고, lim
→∞





 로

나타냄으로써 무한급수의 합을 구한다. [그림 Ⅳ-6]은 D 학생의 문제 1(2)번 풀이이다.

[그림 Ⅳ-6] D 학생의 문제 1(2)의 풀이

D 학생은 일반항  


을 부분 분수 분해를 사용해서 





  














로 쓰고 더하기 시작했으나 을 명시적으로 구하지 않았다. 이 사실은 부분합 스키마 과정 구성을 보였지만
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완전히 대상으로 대상화되지 않았다는 것을 나타낸다.

[그림 Ⅳ-7] D 학생의 문제 2(2)의 풀이

문제 2(1)번에서 B와 D 학생은   
  

∞



sin




의 부분합 열의 처음 몇 개를 잘 계산한다. 문제 2(2)에서

부분합 열의 수렴에 대해서 질문할 때 급수의 수렴을 급수 
 

∞




와 비교함으로써 열의 수렴을 결정할 수

있다. 급수의 수렴을 결정하는 작용을 수행하는 능력은 비교 판정과 급수에서 결과를 조직하는 것만을 필요로

하므로 대상을 구성하고 있다는 것을 제시한다. 주어진 급수를 급수와 비교하고 1단계와 달리 급수를 부분합

으로 표현했으나 절대 비교를 하지 않아서 정확한 비교 판정법을 한 것은 아니었다. 그래서 비교 판정법에 관해

물었더니 각항이 양수일 때 적용하는 것에 대해서 몰랐던 것 같다. 문제 2(3)에서 B, D 학생은 급수의 합이 부

분합의 열의 극한이란 것은 알고 있다.

대상으로 구성된 과정을 대상화하는 것은 학생들이 구성한 과정에 활동을 적용하는 것을 필요로 한다. 이런

활동에 대한 반영은 학생들이 전체적인 과정을 알아차릴 수 있게 한다. 예를 들면, 다른 수렴 판단법을 이용하여

급수의 합의 수렴을 결정하거나 계산할 때 급수 과정에 활동을 적용하는 것이 필요하다.

문제 3에서 기하급수 ⋯


는    에 대해 수렴한다는 것을 기억한다. 그러나








⋯


에서 


  에 대해 수렴하므로 즉   에 대해 수렴하므로 B와 D 학생은 수렴

반경이 겹치지 않는 두 개의 무한등비급수로부터 두 식을 변끼리 더하는 대상화를 통해 수학적으로 성립하지

않는 등식을 판단할 수 있었다. 무한등비급수의 경우는 합 공식을 이용하므로 일반항에서 수열의 합과의 조절

없이도 바로 무한등비급수의 합을 구할 수 있었다. 그들은 그랜디 급수의 발산을 말하는 데 있어서 부분합의 열

을 명백하게 얘기하지 않고 수렴구간에만 의지했으므로 무한급수에 대한 과정 스키마에 머무른다고 할 수 있다.

2단계의 학생들은 급수가 부분합의 열이라는 것을 알고 있지만, 무한등비급수의 수렴을 분석하기 위해서 이

사실을 일관되지 않게 이용한다. 그들은 부분합의 열을 형성하는 과정을 반영할 수 있다. 그러나 이 과정에 활동

을 적용하는데 어려움을 나타내므로 B와 D 학생은 부분합 스키마 과정 구성을 했다고 할 수 있다.

다. 일반항 스키마 사용과 부분합 스키마 대상 구성 단계([그림 Ⅳ-1]의 3단계)

3단계의 학생들은 무한급수의 각 항을 대상으로 여기며 무한히 더하는 내면화된 활동을 통해서 부분합의 수

열을 구성한다. 부분합 수열의 각 항을 대상으로 인식하여 일반화 과정을 거쳐 일반항을 구함으로써 부분합에

대한 스키마를 구성한다. 이 단계의 학생들은 무한급수를 부분합의 극한으로 대상화할 수 있는 부분합 스키마

대상 구성단계라 할 수 있다.
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각 자연수에 부분합을 대응시키는 활동이 내면화되어 학생들은        ⋯

등과 같이    ⋯을 대상으로 인식함으로써 새로운 수열    ⋯을 구성할 수 있게 되고, 일반

화 과정을 거쳐 일반항을 구해서 부분합 에 대한 스키마를 구성하게 된다.

E와 G 학생은 부분합 수열의 각 항    ⋯을 대상으로 인식하여 부분합의 새로운 수열을 구성했다.

1번 문제에서 부분분수 분해를 이용하여 극한이 


이라고 정확하게 증명했다. n번째 항 는










이고 극한을 취해서


의 


이 된다고 했다.

1, 2단계의 다른 학생들은 을 구했다 할지라도 부분합의 수열을 생각하지 않고 구했는데 이 단계의 학생들

은 부분합 수열과 함께 을 구했다는 점에서 부분합 에 대한 스키마 대상 구성을 했다고 할 수 있다. [그림

Ⅳ-8]은 G 학생의 문제 1번 풀이이다.

[그림 Ⅳ-8] G 학생의 문제 1번 풀이
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[그림 Ⅳ-9] E 학생의 문제 2번 풀이

문제 2(2)에서 E 학생은 다음과 같이 말한다. n이 짝수이면 sin 


   이어서 각 항은 0이다. n이 홀수일

때 sin 


 는 1 또는 -1의 값을 가진다. 그러므로 E 학생은 절댓값 급수를 계산해서 그 급수가 수렴하면 이

급수는 역시 수렴한다고 했다. 이 문제에서 급수의 수렴에 대해 대답할 때도 이 단계의 학생들은 역시 부분합

을 생각하고 부분합 열을 고려했다. 무한급수를 대상화하여 급수, 
 

∞




과 비교함으로써 절대 수렴을 주

장하였다. [그림 Ⅳ-9]는 E 학생의 문제 2번 풀이이다. E와 G 학생은 무한급수를 대상화하여 급수를 적용하고

부분합의 열을 고려해서 무한등비급수 합을 구하므로 부분합 스키마 대상 구성을 한다고 할 수 있다. 1, 2단계의

학생들은 문제 3번에서 부분합 열을 명백하게 얘기하지 않고 수렴구간에만 의지해서 답을 했는데, 3단계의 E 학

생은 부분합을 구해서 무한등비급수의 수렴을 분석했다. 다음은 E 학생의 문제 3번 풀이인데, E 학생의 풀이가

잘 보이지 않아서 다시 수식 작성한 것이다. E 학생의 수식 작성 전의 풀이는 [그림 Ⅳ-10]에 수록했다.

⋯


⇒ ⋯ 










⋯


⇒  


⋯ 

 







 
 





인데, 의 범위가 어딘지 모르므로 →∞일 때, →이면 ∣∣ , 


→∞이다.

∴ 






⋯≠



→∞이면   , 


→이므로, ⋯≠



  이면

⋯⋯∞
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






⋯⋯∞

∴ 옳지 않다.

[그림 Ⅳ-10] E 학생의 문제 3번 풀이

3단계의 학생들은 부분합 개념을 괄호 유무와 관계없이 이해하고 부분합의 수열 구성이 가능했고 의식적으로

급수를 부분합 열의 극한으로 대상화해서 수렴을 결정하는 활동에 적용할 수 있었다. 이것은 스키마 대상 구성

을 한다고 할 수 있다.

Ⅴ. 결론

본 연구는 학생들이 무한급수 개념을 구성하는데 APOS 이론 관점에서 부분합 스키마의 구성을 어떻게 하고

있는지 분석하고 있다. 학생들은 무한급수 개념을 구성하는데 부분합 스키마의 활동, 과정, 대상으로 구성하는

것으로 조사되었다. 부분합 스키마 과정, 부분합 스키마 대상 구성단계의 학생들은    ⋯을 대상으로 인

식함으로써 새로운 열    ⋯을 구성하게 되고, 이 수열의 일반화 과정을 거쳐 일반항을 구해서 부분합

에 대한 스키마를 구성하게 된다. 그러나 실제로 부분합 열로서 무한급수의 개념을 구성하는 것은 어려운 일

이어서 학생 대부분은 부분합의 수열에서 처음 몇 개의 항을 구하는 활동, 일반항을 구하거나 수열의 극한에 대

해 생각할 수 있지만, 부분합의 새로운 열의 구성을 생각하지 못했다. 이것은 부분합 스키마의 대상이 제대로 구
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성되지 않음을 말해준다. 실제로 조사 결과 38명 중 2명만이 부분합 스키마 대상 구성을 하는 것으로 나타났다.

급수의 부분합 스키마 대상 개념을 구성하는데 학생들이 어려움을 느끼는 데는 여러 가지 이유가 있다. 무한

급수의 발생적 분해는 부분합 열 구성이 급수 구성에 필요하다는 것을 제시하지만, 부분합 열 구성은 함수로서

열을 이해해야 하는 것을 필요로 한다. 그러나 이것을 이해하지 못하는 학생들은 부분합 스키마 과정이나 대상

을 이해하지 못해서 급수의 부분합 스키마 과정이나 대상을 구성할 수 없게 된다.

무한등비급수의 합 공식을 이용하여 합을 구하지만, 그 값이 급수가 한없이 다가가는 근삿값이라고 생각하는

학생이 발견됐다. 이러한 대상화는 무한급수의 올바른 대상화를 방해하고 무한급수를 대상으로 다루는데 곤란함

을 초래한다. 그리하여 무한급수 과정으로서의 측면을 지나치게 강조하여 무한급수를 대상으로 보기 어렵게 한

다. 그러므로 무한등비급수의 합이 근삿값이 아니라 어떤 수가 된다는 것을 인지적으로 이해할 수 있도록 지도

해야 한다. 무한급수를 대상으로 인지함으로써 무한등비급수의 수렴 판정을 적용할 수 있고, 급수에 대한 성질들

도 급수를 대상으로 조작하면서 적용할 수 있게 될 것이다. 또한, 조사 결과 무한급수의 합이 부분합의 극한이라

는 것을 알더라도 무한등비급수의 문제에서는 부분합의 열을 사용하지 않고 수렴조건만을 이용하여 문제를 해

결하는 학생이 대부분이었다.

APOS 이론에서 학생의 급수 과정 구성을 대상으로 대상화하는 것은 활동을 과정 구성에 적용할 때 일어난

다. 부분합의 열은 기하급수에 대한 공식을 사용하는 것 이외에, 급수를 더할 때도 접하게 된다. 그러나 미적분

학 정리 대부분은 부분합의 열로서가 아니라 급수의 항으로 표현된다. 부분합의 열은 정리의 증명에서 사용되나,

미적분학 과정에서 정리의 증명을 하거나 분석하도록 요구받지는 않는다. 그리하여 부분합 열의 역할, 또는 부분

합 열을 이용한 급수의 개념은 학생들에게 잊히는 것 같다.

앞 절에 나타낸 발생적 분해는 부분합 스키마 과정이나 대상의 구성에 필요한 활동이다. 주어진 급수의 부분

합 수열의 몇 개 항을 직접 구하는 활동을 통해 무한급수에 대한 활동 스키마를 자극할 수 있다. 학생들은 무한

급수의 부분합 수열을 직접 구하는 활동을 함으로써 과정으로 내면화시킬 수 있게 된다.

본 연구의 설문조사의 문항들은 수학의 역사상 수학자들 간에 많은 어려움을 이야기시킨 문제였다. 학생들은

수학 개념의 역사적 발전을 관찰하면서 수학이 고정되고 완성된 것이 아님을 알게 될 것이다. 설문조사의 문제

풀이와 인터뷰한 학생들의 인식론적 분석을 함으로써 교사들은 어떤 개념을 학생들이 구성하고 있는지 교수학

적 접근과 개발을 하는 데 도움을 받을 수 있게 된다(이지수, 2016). 본 연구를 토대로 앞으로 극한 구조 구성과

관련된 더 많은 문제를 개발하여 무한급수 연구를 좀 더 광범위하게 하는 후속 연구가 필요하다. 또한, 학생들의

수업과 반응을 꾸준히 추적하고 관찰한 연구자들의 지속적인 관심과 연구는 무한급수와 관련된 수학 지식을 확

장하는 데 많은 도움이 될 것이다.
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The concept of infinite series is an important subject of major mathematics curriculum in college. For several 
centuries it has provided learners not only counter-intuitive obstacles but also central role of analysis study. As the 
understanding in concept on infinite series became foundation of development of calculus in history of mathematics, it 
is essential to present students to study higher mathematics. Most students having concept of infinite sum have no 
difficulty in mathematical contents such as convergence test of infinite series. But they have difficulty in organizing 
concept of infinite series of partial sum.    

Thus, in this study we try to analyze construct the concept of infinite series in terms of APOS theory and genetic 
decomposition. By checking to construct concept of infinite series, we try to get an useful educational implication on 
teaching of infinite series.
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<부록> 검사 문항

1. 무한급수ㆍ


ㆍ


ㆍ


 ⋯ 의 합을 라 할 때, 다음에 답하라.

(1) 합 를 다음과 같이 나타내면   을 얻는다. 이것은 맞는 답인지 정당화하라.

  


 





 





 


 ⋯

 





 





 


 


 ⋯



(2) (1)의 풀이가 틀리다면 옳은 풀이를 제시하여 합 를 구하라.

2. 열  

sin




에 대하여 다음에 답하라.

(1)   
  



에 대하여 처음 4개의 부분합 를 써라.

(2) 이 수렴하는지를 결정하라.

(3) 극한 lim
→∞

 과 무한급수의 합 
  

∞

사이에 어떤 관계가 있는지 말해라.

3. 다음 급수와 각각의 무한 합이 주어졌을 때

⋯










⋯



두 방정식의 양변을 더하면 다음 식을 얻는다.

⋯






⋯이 답이 맞는지, 틀린지를 정당화하라.


