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측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안 사례 연구1)
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오 영 열 (서울교육대학교, 교수)

박 주 경 (서울행현초등학교, 교사)✝

본 연구는 수학적 과정을 고려한 측정 활동의 구성을 통해 측정 영역에서 추구하는 목표에 도달할 수 있다는 가정

아래 초등학교 4학년 학급에 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안을 적용하고 결과를 분석하였다. 연

구 결과 첫째, 학생들은 측정 오차를 활용하여 삼각형의 내각의 합을 학습함으로써 측정 오차의 발생 가능성을 인식

할 수 있었다. 둘째, 측정 오차에 기반한 토론 과정은 학생들이 수학적 정당화를 시도할 수 있는 바탕이 되었다. 셋

째, 반원을 활용한 조작 활동은 학생들에게 자연스럽고 직관적인 수학적 정당화의 방법으로 인식되었고 일반화를 이

끌었다. 넷째, 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안은 학생들의 수학적 의사소통 능력과 수학에 대한

긍정적인 태도의 함양에 기여하였다.

Ⅰ. 서론

학교 수학을 통해 학생들은 지식과 기능을 습득할 뿐만 아니라 수학의 규칙과 구조가 가지는 아름다움을 발

견하여 음미할 수 있어야 한다(NCTM, 2014). 특히 수학적 추론과 의사소통을 포함하는 수학적 과정은 수학적

지식이 완성된 형태로 주어진 것이 아니라 학생 스스로 사고하며 지식을 구축해 나간다는 측면에서 수학을 하

는 것(do mathematics)이며 그 과정에서 학생들은 수학의 아름다움을 발견하는 놀라운 경험을 할 수 있다.

초등 수학의 여러 영역 가운데에서도 측정은 학생들의 삶과 맞닿아 있으며 활동을 통해 수학적 과정을 실제

로 경험할 수 있는 영역이다(교육부, 2015). 측정 영역을 지도할 때 교사는 실생활의 여러 경험을 바탕으로 측정

활동을 시작해야 할 필요성과 동기를 부여하여 학생들이 활동에 참여할 수 있도록 해야 할 뿐만 아니라 측정하

는 대상이 갖는 속성을 깊이 이해할 수 있도록 안내할 필요가 있다(Reys et al., 2009). 그러나 실제 측정 영역에

서는 수학적으로 빈약한 학습이 이루어지고 학업 성취도도 교사의 기대보다 낮게 나타나고 있으며, 비정형화된

문제해결과 관계적 이해의 어려움이 나타나고 있다(김동희, 김민경, 2020; 송미정, 박종서, 2005; Smith,

Heuvel-Panhuizen & Teppo, 2011). 이러한 문제 인식을 바탕으로 연구자들은 학생들의 수준에 적합한 측정 활

동 과제를 제안하거나 측정 활동의 범위를 다른 영역으로 확장함으로써 측정 활동을 통해 여러 개념을 통합하

여 지도할 수 있는 방안을 제시하였다(구미영, 이광호, 2015; 김은정, 강흥규, 2014). 이와 같은 제안들은 측정 활

동을 통해 구현하고자 하는 목표를 바탕에 두고 교사가 가르치고자 하는 수학 학습 목표를 의미 있게 지도하고

자 하는 움직임으로 보인다.

삼각형의 내각의 합은 1차 교육과정부터 현재에 이르기까지 측정 영역의 주요 주제로 다루어져 왔다. 지금까

지 교과서에서 다루어진 삼각형의 내각의 합 측정 활동을 살펴보면 크게 두 가지로 구분된다. 하나는 각도기를
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이용하여 삼각형의 각을 각각 측정한 후 합을 구하는 활동이고, 다른 하나는 삼각형의 세 각을 각각 오려서 모

아 붙이는 활동이다. 4차 교육과정 이래로 지속하여 제시되어 온 두 가지 활동은 교과서에 제시된 순서의 차이

만 있을 뿐 활동의 위상 차이나 병렬적 제시 방법 등은 큰 문제로 다루어지지 않았다. 여러 연구자들은 현재 제

시되고 있는 측정 활동의 구성에 변화가 필요하며 이를 통해 삼각형의 세 각의 합에 대한 학습 목표를 효과적

으로 달성할 수 있을 것이라고 강조하였다(김정하, 2019; 임재훈, 2009).

특히 2015 개정 수학과 교육과정에 따른 교과서(이하 ‘2015 개정 수학 교과서’라고 지칭함)에는 각도기로 삼

각형의 세 각을 측정한 후 이를 더하여 삼각형의 내각의 합을 확인하고 종이를 잘라 조작하는 활동이 제시되어

있는데, 이 과정에서 발생할 수 있는 학생들의 측정 오차를 명시적으로 다루지 않고 있다. 물론 수학 교과서 상

의 한정된 지면 대신 교사용 지도서에서 측정 오차의 발생 가능성이 언급되고 있다. 그러나 이를 어떻게 지도해

야 하는지에 대한 방법이 구체적으로 제시되지 않기 때문에 수업에서 측정 오차의 발생을 간과할 수 있다. 특히

삼각형의 세 각의 크기를 측정하였을 때 175°～185° 정도로 다른 측정값이 나타날 수 있다는 것만 알게 될 뿐

삼각형의 내각의 합은 180°라는 추론하는 과정과 연결되지 않기 때문에 실질적인 수업 효과에 의문이 든다(홍갑

주, 오성훈, 2018). 측정 오차는 그 동안 큰 주목의 대상이 되지 못했지만 모든 측정값이 근사값이라는 측면에서

볼 때 학생들의 측정 활동 과정에서 결코 간과되어서는 안 되는 부분이다(박교식, 2010; NCTM, 2000). 아울러

측정 도구 사용의 미숙과 눈금 사용의 실수로 인해 학생들의 측정 활동에는 필연적으로 측정 오차가 발생한다.

따라서 교사들에게는 측정 오차를 활용한 구체적인 지도 방안을 제시하고 학생들에게는 삼각형의 내각의 합에

대한 개념을 효과적으로 이해할 수 있는 실제적인 맥락 제공이 필요하다. 이러한 접근은 여러 가지 측정 활동을

유기적으로 연결할 수 있을 뿐만 아니라 실생활과 밀접하게 연결되어 있는 측정 활동의 본질을 경험할 수 있는

기회를 학생들에게 제공할 수 있다.

동시에 삼각형의 내각의 합은 지도하는 방법에 따라서 학생들에게 지루함을 안겨줄 수도 있고 놀라운 발견의

경험을 제공할 수도 있는 주제이다. 본 학습을 선행학습으로 배운 학생들의 경우 오히려 개념 학습을 위해 측정

활동을 하는 것에 대하여 지루함을 느끼거나 심지어 귀찮음을 느끼는 경우도 나타났지만 일반적으로 학생들은

측정 활동을 통해 삼각형의 크기나 모양이 관계없이 내각의 합이 항상 180°로 일정하다는 것을 발견하면 놀라움

을 느낀다(오영열, 2021; 홍갑주, 오성훈, 2018). 같은 학습 주제임에도 불구하고 구성된 활동이나 교사의 지도

방법에 따라 다르게 나타나는 학생들의 수학 학습에 대한 태도는 삼각형의 내각의 합을 어떻게 지도해야 하는

가에 깊이 있는 성찰과 실천의 변화가 필요함을 보여준다.

본 연구에서는 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합에 대한 지도 방안을 초등학교 수학 수업에 적용하고

그 결과를 분석하였다(오영열, 2021). 이를 위하여 삼각형의 내각의 합을 학습하는 초등학교 4학년 학급을 대상

으로 수업을 실시한 과정을 분석하여 측정 활동 과정에서 학생들이 나타내는 변화를 관찰하였다. 삼각형의 내각

의 합을 지도하는 대안적 방법의 사례 연구를 통해 현장에의 실천 가능성을 모색하고 궁극적으로 측정 오차를

통한 지도 방법이 갖는 교수학적 의미를 탐색하고자 하였다.

Ⅱ. 연구의 배경

1. 측정 영역의 지도 방안

측정은 생활 속에 존재하는 여러 가지 속성의 양을 비교하고, 단위를 이용하여 양에 수치를 부여하는 것이다

(NCTM, 2000). 양을 비교하고 측정하는 경험을 통해 학생들은 수학과 생활을 긴밀하게 연결할 수 있으며 다른

교과로의 활용 측면에서도 수학의 유용성과 실용성을 인식할 수 있는 기회를 갖는다.
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2015 개정 수학과 교육과정에서는 측정 영역의 내용으로 양의 측정과 어림하기를 포함하고 있다(교육부,

2015). 양의 측정에서는 시간, 길이, 들이, 무게, 각도, 넓이, 부피 등의 속성을 수치화하는 것을 다루며, 어림하기

에서는 어림을 통해 양을 단순화하여 표현하는 것을 다룬다. 이와 같은 내용을 바탕으로 초등학교 저학년에서는

길이, 부피, 무게, 넓이와 시간과 같이 생활 속에서 접할 수 있는 여러 속성을 인식하고 간단한 측정 도구를 사

용하는 방법을 익히는 등 기초적인 전략을 익힌다. 고학년으로 갈수록 학생들은 측정을 위한 표준 단위의 필요

를 바탕으로 속성을 측정하기 위한 보다 구체적인 기술과 전략을 개발해나간다. 측정 영역의 지도는 전 학년에

걸쳐 이루어지며 측정 대상이 가진 속성 자체에 대한 이해로부터 점차 속성 간의 관계를 이해하는 방향으로 확

장하는 양상을 보인다.

측정 영역을 지도할 때 중요한 것은 경험을 통해 학생들이 측정의 의미를 이해하도록 하는 것이다.

Hiebert(1984)는 교과서가 측정을 위한 기술을 중심으로 서술되고 있는 문제를 제기하며 측정에 대한 충분한 실

제적인 경험이 측정 영역 지도의 핵심이라고 하였다. NCTM(2000)에서는 측정 가능한 속성을 이해하는 것, 속성

을 측정할 때 사용하는 단위와 측정 과정에 익숙해지는 것을 강조하고 있다. 2015 개정 수학과 교육과정에서는

측정 교육을 통해 생활 주변에 존재하는 속성을 측정하는 과정에서 경험하는 양의 비교, 측정, 어림과 측정을 통

해 양감을 기르는 것에 지도의 초점을 두고 있다(교육부, 2015). 이경화(1999)는 측정 공식을 암기하거나 반복연

습을 통한 측정 학습 방법에 문제를 제기하며 측정의 의미와 다양한 측정 방법을 이해하는 것이 측정 영역을

지도할 때 고려되어야 한다고 하였다. 김신영, 강완(2005)은 초등 수학 교과서의 삼각형과 사각형의 넓이 지도

방법을 1차 교육과정에서 7차 교육과정까지 분석한 결과, 학생들에게 공식을 통한 계산이 아니라 넓이 개념을

의미 있게 다루는 비교와 측정 활동 중심으로 교과서가 변화해왔음을 밝힌 바 있다. 또한 김정하, 강문봉(2011)

은 평면도형의 넓이 측정 지도에 있어서 문제 해결을 위해 필요한 보조선과 수치에 대한 정보가 이미 주어져

있는 지도 방법의 문제점을 지적하며, 이러한 지도 방법은 측정 영역의 학습 목표를 주어진 수치 계산에 두게

할 수 있어 측정 영역이 가진 실생활에서의 유용성이나 다른 영역에의 활용과 같은 이점을 살리지 못할 수 있

다고 하였다. 이러한 선행 연구를 살펴볼 때, 측정 영역의 지도 초점은 측정의 공식을 계산하거나 암기하는 것이

아니라 측정 및 측정 방법의 의미를 이해하는 것이며 실생활에서 측정의 가치를 인식하여 학생 스스로의 삶과

연결할 수 있어야 함을 알 수 있다.

이를 바탕으로 연구자들은 실제 수업에서 활용할 수 있는 활동의 요소와 방법을 분석함으로써 측정의 의미를

이해할 수 있는 측정 수업의 방향을 제시하였다. 방정숙, 김정원, 김혜정(2012)은 측정 영역의 수업을 구성하는

다섯 가지 핵심 교수 학습 요소를 도출하고 이를 교사와 학생의 역할에 따라 서술하였는데, 다섯 가지 핵심 요

소는 측정 활동의 필요성을 인식하는 것, 측정하는 대상의 속성을 인지하는 것, 측정 과정을 경험하는 것, 측정

전략을 공유하는 것, 측정 대상의 속성을 학생들의 일상 생활과 연결하는 것이다. 임미인, 장혜원(2018)은 초등학

교 2학년 학생들을 대상으로 부러진 자를 활용하여 길이 측정 수업을 적용한 결과, 일반적인 자로 충분히 길이

를 측정할 수 있는 학생들이 부러진 자를 활용하는 경우 오류와 오개념을 나타내게 되는 현상을 보여줌으로써,

부러진 자와 같은 도구를 통해 학생들이 측정에 대한 이해를 향상할 수 있는 활동을 섬세하게 구성할 필요가

있음을 제안하였다.

한편 측정 지도 시에 간과되어서는 안 되는 부분으로 모든 측정값은 근사값이라는 점을 들 수 있다(박교식,

2010; NCTM, 2000). 학생들은 측정 활동에서 도구 사용의 미숙, 눈금을 읽는 실수, 도구의 한계로 인하여 하나

의 개체에 대하여 서로 다른 측정값을 생성할 수 있다. 특히 측정 도구 사용에 익숙하지 않은 초등학생들에게

이러한 양상은 필연적이고 일반적으로 나타난다. 그러므로 교실에서 교사가 학생들이 생성한 다양한 측정값을

충분히 고려하지 않은 채 하나의 답을 향해가는 수업을 전개하면 학생들의 사고에는 많은 의문이 남을 수 있다.

반면 교사가 측정 오차를 포함한 다양한 실제 측정값을 수업 자료로 활용할 경우 학생들은 자신의 측정값이 친

구의 것과 왜 다른지를 이해할 수 있고, 이를 바탕으로 측정 개념을 이해하기 위하여 풍부한 수학적 토론의 장
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에 참여할 수 있다. 이 때 학생들이 생성한 데이터는 실제성을 갖기 때문에 적극적인 논의를 이끌어내는 자료가

된다. 나아가 학생들은 자신이 직접 측정한 측정값을 바탕으로 하여 귀납적으로 추론할 수 있고 왜 그런 차이가

발생하였는지에 대한 맥락을 이해하기 위하여 의사소통할 수 있다(CCSSI, 2010).

2. 삼각형의 내각의 합 지도 방법

각도는 초등학교 3～4학년군의 내용 요소이며 학습 요소로 각도의 단위인 도(°)와 관련된다. 교과서에서는 부

채의 벌어진 정도를 투명종이로 비교하는 활동을 통해 각의 크기로서 각도를 도입하고 있으며 직각을 똑같이 90

으로 나눈 것 중 하나로 1°를 정의한다(교육부, 2015). 교과서에서 각도 지도 방법은 각도에 대한 양감을 기르는

목표 달성을 위하여 각도를 어림해보거나 각도기나 자를 사용하여 실제로 다양한 각도를 재고 그려보는 활동으

로 구성되어 있다.

2015 개정 수학 교과서에서 삼각형의 내각의 합은 각도 단원의 후반부에 등장하는 주제이다. 이는 각도에 대

한 기본 이해를 바탕으로 삼각형의 내각의 합이 가지는 불변성을 이해함으로써 후속 학습인 사각형의 내각의

합과 연결된다. 교육과정에 제시된 삼각형의 내각의 합과 관련한 성취기준은 ‘여러 가지 방법으로 삼각형과 사각

형의 내각의 크기의 합을 추론하고 자신의 추론 과정을 설명할 수 있다’로, 학생들이 측정 활동을 경험함으로써

스스로 삼각형의 내각의 합이 일정하다는 성질을 발견하고 정당화하는 것을 강조한다.

그렇다면 실제 교실에서 삼각형의 내각의 합 주제가 지도되는 양상은 어떠한가? 홍갑주, 오성훈(2018)이 초등

교사 30명을 대상으로 설문을 실시한 결과 삼각형의 세 각을 각도기로 측정하여 합을 알아보는 활동과 삼각형

을 가위로 오려서 세 각을 모아보는 활동에 대하여 각각 86.7%, 83.3%의 교사들이 학생의 직접적인 조작 활동

을 통해 지도한다고 하였다. 즉, 대다수의 교사는 본 주제를 지도함에 있어서 학생들의 수학적으로 조작하는 측

정 활동의 경험을 강조하고 있으며 이는 교육과정에서 제시하는 성취기준과도 부합하는 것이다.

반면 해당 주제의 성취기준에 포함된 또 다른 요소인 추론의 경우 활동을 지도하는 과정에서 어려움이 발생

되고 있음이 보고된다. 세부적으로는 각을 측정하는 활동이나 각을 오려서 모으는 활동에서 발생하는 정확도의

문제와 각을 오려서 모으는 활동에서 각을 맞추는 방법을 모르는 문제, 선행학습을 통해 사전에 삼각형의 내각

의 합이 180°임을 알고 있는 학생들이 본 차시의 조작 활동에 대하여 느끼는 귀찮음과 지루함의 문제가 있었다

(홍갑주, 오성훈, 2018). 이는 삼각형의 내각의 합 주제에 포함된 추론 활동이 세 각의 크기를 측정하여 성급하게

결론에 도달하거나 문제 상황의 해결을 위해 교과서에 제시된 정당화의 방법을 따라해 보는 것을 중심으로 하

고 있어, 결국 조작 활동을 긴밀하게 연결하여 학생들 스스로 추론하여 결론을 도출해내는 수학적 정당화의 과

정이 측정 수업의 주요 초점이 되지 않고 있음을 보여준다.

수학은 본래 증명과 깊은 관계를 맺고 있으므로 학교 수학에서도 추론은 주요한 논점이 된다. 이에 초등 수

학에서는 학생들이 수학적으로 추론하고 의사소통하는 역량을 가질 수 있도록 수학적 추측 및 비형식적 정당화

활동을 강조하고 있다. 초등학생의 경우 판단 자체를 교사에게 의존하는 외적 증명에서부터 구체적인 예를 사용

한 추론, 높은 수준의 정당화가 가능한 연역적 추론에 이르기까지 다양한 수학적 정당화 수준이 가능하므로 수

업에서 여러 가지 사례를 통해 학생들이 수학적으로 추측하고 정당화하는 활동이 많이 제공될 필요가 있다(권성

룡, 2003). 특히 삼각형의 내각의 합은 초등 수학에서 지속적으로 다루어지며 학생들이 직접적인 조작 활동을 통

해 접근할 수 있는 수학적 정당화의 주제이므로 이를 섬세하게 지도하는 방안을 구안함으로써 학생들의 추론

능력을 향상시킬 수 있을 것이다.

학생들이 삼각형의 내각의 합에 대한 추론을 하는 데 도움을 주는 방법으로 원을 이용한 방법이 있다. 각도

지도에 있어 원을 이용하는 방법은 각을 알고 각도를 측정하는 데 유용한 전략이 된다. 수학 학습에서 원은 분

수 개념을 도입할 때 적극적으로 활용되고 있지만, 원은 한 바퀴 회전을 표현한 것이므로 이를 일정하게 접을



측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안 사례 연구 429

경우 반(1/2) 바퀴, 반의 반(1/4) 바퀴를 나타낼 수 있다. Wilson & Adams(1992)는 원 종이를 접거나 잘라 각을

측정하는 활동을 제안하였는데 특히 반으로 접은 후 자른 반원 모양의 종이를 각도기로 활용하는 것의 용이함

을 밝혔다. 또한 이 과정에서 원의 중심을 인식하게 됨으로써 각도기의 중심을 기준으로 해야 할 필요를 자연스

럽게 체득할 수 있다. 동시에 각도기와 동일한 모양을 가진 반원으로의 학습 지도는 이후 측정 도구로서 각도기

를 사용할 때 직관적 이해의 바탕을 마련할 수 있다. 강흥규(2019) 또한 각도 개념을 지도할 때 분석적인 접근

으로부터 직관적이고 조작적인 접근으로의 변화가 필요함을 제안하며 직각이 아닌 원판을 활용한 지도 방법을

제안하고 있는데, 원판을 360°로 정의하면 직각은 자연스럽게 원판의 1/4인 90°로 정의되며 이를 통해 180°보다

큰 각도 쉽게 도입할 수 있을 뿐만 아니라 중등 수학에서 회전량으로 일반각을 정의하는 것과 연결되는 장점을

가지고 있다고 하였다. 이와 같은 선행 연구를 살펴볼 때, 삼각형의 내각의 합을 지도에 있어서도 원을 이용한

추론 방법을 생각해봄 직하다. 수학 교과서의 본 차시에 제시되고 있는 추론 활동은 일직선 상에 삼각형의 세

각을 모아 붙여보아 180°, 즉 평각이 됨을 보이는 것이다. 반원이 180°임을 고려해볼 때 이는 원을 이용한 지도

방법으로 변화가능하며, 원을 이용한 접근 방법이 가진 직관적 이해의 장점을 부각시킬 수 있다. 이에 본 연구에

서는 삼각형의 내각의 합 주제에서 측정 오차의 활용을 바탕으로 원을 이용한 수학적 정당화 방법을 적용하고

실제 양상을 탐색하고자 하였다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 설계

본 연구는 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합에 대한 지도 방안을 초등학교 교실 수업에 적용하고 이를

질적으로 분석한 사례 연구로 설계하였다.

2. 연구 참여자

본 연구는 S시에 위치한 초등학교 4학년 1개 학급 학생 23명(남 13명, 여 10명)을 대상으로 실시하였다. 연구

를 실행하기 전 해당 학급을 담당하고 있는 교사와의 사전인터뷰를 실시하여 학생들에 대한 기초 자료를 수집

하였다. 해당 초등학교는 지역 사회의 교육에 대한 높은 관심을 바탕으로 평균 이상의 학업 수준에 속하였으며

연구 참여 학생들이 속한 학급 내 사교육 참여 비율은 약 80%였고, 수학 학습 부진 학생 없이 모든 학생이 평

균 이상의 성취도를 보이고 있었다.

특히 대부분의 학생들이 선행학습을 한 이후에 학교의 수학 수업에 참여하는 경우가 많다는 점은 특징적이었

다. 교육 경력 9년의 담임 교사는 평소 수업 주제에 대한 흥미를 새롭게 불러일으키거나 학생들에게 의미 있는

수학 수업을 전개하기 위해 많은 노력을 기울이고 있었다. 학생들이 비교적 정형화된 문제에 대한 답을 구하는

것에는 어려움을 보이지 않았지만 문제 속에 담긴 수학적 원리를 깊게 이해하는 것에는 어려움을 보이고 있었

기에 이러한 부분들을 어떻게 지도해야 하는가에 대한 교사의 지속적인 고민이 있었다.

이러한 점에서 볼 때, 초등학교 4학년 1학기에 등장하는 삼각형의 내각의 합 주제에 측정 오차를 통해 지도

하는 방법을 적용하는 것은 해당 학급의 교사와 학생들에게 긍정적인 결과를 가져올 것으로 기대되었다. 첫째,

해당 학습 주제가 교육과정 내에서 다루어지는 것이기 때문에 평소 수업 실천의 변화를 모색할 수 있다는 점이

다. 둘째, 선행학습을 통해 학습 주제를 이미 다 이해하고 있다고 생각하는 학생들에게 수학 수업을 통해 새로운

수학적 의미를 발견할 수 있도록 도울 수 있고, 셋째, 학급 토론 과정을 통해 수학적으로 의사소통하는 방법을
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경험할 수 있다는 점이 기대되었다.

3. 자료 수집

본 연구 자료는 수업 실행 과정 및 결과를 중심으로 수집하였다. 수업은 1교시 40분씩 총 2차시로 이루어졌

으며 연구자의 관찰 없이 교사가 수업을 실행하는 비참여관찰을 바탕으로 이루어졌다. 이는 연구자의 참여로 인

해 교사와 학생들이 학습 주제에 몰입하는 것에 방해를 받을 수 있을 것으로 예상되었기 때문이다.

연구자는 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합에 대한 지도 방안을 바탕으로 구체적인 수업 지도안과 수

업에서 활용할 수 있는 학습지를 제작하여 사전에 교사와 공유하였다. 수업을 실행하는 교사는 수업의 목적과

방향을 잘 이해할 필요가 있었으므로 활동 단계에 따른 구체적인 발문(예를 들어, 활동 2에서 삼각형의 내각의

합은 얼마일까요? 그렇게 생각한 이유는 무엇일까요? 모든 삼각형의 세 각의 크기의 합은 얼마라고 예상하나

요? 삼각형의 내각의 합이 얼마인지 어떻게 알 수 있을까요?), 수업에의 유의점(예를 들어, 활동 1에서 각도기로

각을 각각 측정하여 내각의 합을 구하기, 활동 2에서 포스트잇이 일정한 간격을 유지하여 시각적으로 명확한 차

이가 드러나도록 하기, 활동 3에서 부채의 크기를 너무 작게 그리지 않기 등)등을 상세히 기술한 자료를 교사에

게 제공하였고, 교사는 자료를 검토하고 의문이 생기는 점을 연구자와 공유함으로써 수업의 목적과 방향을 명확

히 이해한 후 수업을 실행하였다. 교사와의 논의 과정을 통해 수업에서 유의사항은 색깔 있는 마커를 사용하여

수업 지도안에 표기하였다. 본 고에서 수업 지도안은 지면을 고려하여 <표 Ⅲ-1>과 같이 요약하여 제시하였다.

먼저 첫 번째 활동은 삼각형의 세 각의 크기 측정하기이다. 제시된 삼각형에서 각을 찾고 세 각의 크기를

각도기로 측정하여 기록하는 활동으로, 이 때 세 각의 크기는 각각 측정한 후 더하여 합을 기록할 수 있도록 안

내하였다. 이미 삼각형의 내각의 합이 180°임을 알고 있는 경우 두 각을 측정하고 나머지 각을 연산으로 구하게

되면 각도 측정 활동에서 발생하는 측정 오차를 발견할 수 없기 때문이다.

활동순서
측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 활동 주제와 내용

활동 주제 내용

활동1 삼각형의 세 각의 크기 측정하기
§ 제시된 삼각형에서 각 찾기
§ 삼각형의 세 각의 크기를 각도기로 측정하기
§ 내각의 합 구하기

활동2 삼각형의 내각의 합은 180°일까?

§ 자신이 구한 삼각형의 내각의 합에 이름 포스트잇
붙이기

§ 삼각형의 내각의 합이 얼마일지 짝 토론하기
§ 삼각형의 내각의 합이 얼마일지 전체 토론하기

활동3
삼각형의 세 각을 이어 붙여 내각
의 합 추론하기

§ 삼각형의 꼭짓점을 중심으로 같은 길이만큼 호를
그려 부채모양으로 각각 오리기

§ 자른 세 각을 이어 붙이기
§ 만든모양을바탕으로삼각형의내각의합추론하기

활동4 삼각형의 내각의 합 일반화하기
§ 직각 삼각형 형태에 적용하기
§ 둔각 삼각형 형태에 적용하기
§ 모든 삼각형의 내각의 합이 얼마일지 추론하기

<표 Ⅲ-1> 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 수업의 흐름

두 번째 활동은 삼각형의 내각의 합을 과연 180°라고 말할 수 있는 지에 대한 토론으로 구성된다. 학생들 각

각 자신이 구한 삼각형의 내각의 합을 칠판에 기록하고, 해당하는 각의 크기의 합에 자신의 이름을 적은 포스트

잇을 붙인다. 포스트잇을 붙일 때는 같은 크기의 종이를 사용하고 일정한 간격이 유지되도록 붙임으로써 그래프
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를 명확하게 표현할 수 있도록 유의한다. 학생들은 자신이 구한 삼각형의 내각의 합 이외에도 다양한 답이 존재

한다는 것을 시각적으로 확인할 수 있고 이를 바탕으로 학급 전체 토론을 이끌어낼 수 있다. 이 때 교사는 학생

들에게 삼각형의 내각의 합을 얼마라고 생각하며 그 이유는 무엇인지, 그렇다면 모든 삼각형의 내각의 합을 얼

마라고 예상할 수 있으며 이를 정당화할 수 있는 방법은 무엇인지에 대한 발문을 던짐으로써 학급 전체 토론을

효과적으로 이끌어낼 수 있다. 이러한 과정은 다양한 활동 후 문제를 제기하는 일반적인 수업 절차와 같지 않으

나 학생 스스로 데이터를 생성해내고 해당 데이터에 기반한 자발적 궁금증을 가지고 수학적 추론을 경험할 수

있다는 면에서 특징적이다.

세 번째 활동은 삼각형의 세 각을 이어 붙여 내각의 합을 추론하는 활동이다. 각도를 측정한 삼각형의 각에

일정한 길이만큼 호를 그려 각각 가위로 오리고 이를 이어 붙인 후 나타나는 모양이 무엇인지 확인하고 설명하

도록 한다. 나타난 모양을 바탕으로 삼각형의 내각의 합이 얼마라고 생각하는 지, 모든 삼각형의 내각의 합은 얼

마라고 생각하는 지에 대하여 논의한다.

네 번째 활동은 삼각형의 내각의 합을 일반화하는 활동이다. 첫 번째부터 세 번째 활동까지는 일반적인 예각

삼각형을 바탕으로 수행되는 데 비하여, 네 번째 활동은 이를 직각과 둔각 삼각형으로 확장함으로써 삼각형의

내각의 합에 대한 일반화를 시도할 수 있다. 다만 현 교육과정에서 삼각형의 종류는 4학년 2학기 삼각형 단원에

서 학습한다는 점을 감안할 때, 명시적으로 직각, 둔각 삼각형 등의 용어를 사용하기보다는 다양한 삼각형의 형

태를 교사가 제시함으로써 삼각형 전체로의 일반화를 시도할 필요가 있다.

이상의 수업 과정을 통해 수집한 본 연구 자료는 2차시로 이루어진 수업 과정을 담은 수업 녹음본과 수업 사

진 및 학생들의 학습지와 소감문, 교사가 수업 과정과 수업이 끝난 후 자신의 생각을 기록한 교사 관찰 노트로

구성되었다. 수업 녹음본은 수업 과정을 전반적으로 담아내고 누락되는 부분이 없도록 유의하기 위하여 교사의

위치에서 기록한 것과 학생들의 위치에서 기록을 따로 마련하여 수업 상황을 세밀하게 관찰하였다. 또한 학생들

의 학습 과정은 학습지에 체계적으로 기록하도록 하였고 수업이 끝난 후 학생 소감문과 함께 스캔하여 자료 분

석의 바탕을 마련하였다. 마지막으로 수업 과정에서 학생들을 관찰하고 기록한 교사 관찰 노트를 자료로 수집하

였다.

4. 자료 분석

수집한 자료는 질적 사례 분석 방법을 통해 분석하였다(Yin, 2011). 본 연구에서 자료를 분석한 절차는 다음

과 같다. 분석의 1단계로 수업 과정 전체를 녹음한 녹음 자료를 전사하였다. 분석의 2단계는 전사한 자료를 바탕

으로 녹음 자료를 다시 들으며 학생들의 생각과 의미 있는 변화가 나타난 부분을 코딩하였다. 본 연구의 목적이

수업 과정에서 나타나는 학생들의 변화를 살펴보고자 함이었음을 고려하여 초기에는 <표 Ⅲ-1>에서 제시한 4

가지 활동에 따라 코딩한 학생들의 반응을 분류하였다. 이후 3단계 분석을 통해 각 자료에서 나타난 학생들의

의미 있는 변화와 관계를 살피며 소주제를 생성하였다. 분석의 4단계는 코딩되어 분류된 학생들의 변화에 대한

맥락을 다시 검토하고 이와 소주제와의 관계를 살핌으로써 분석 결과의 타당성을 확보하는 것이었다. 5단계 분

석에서는 정리한 소주제를 포괄할 수 있는 명칭을 사용하여 대주제명을 최종 변경하였다. 분석 과정에서 연구자

2인은 각각 수학교육전문가와 현장 교사의 입장을 반영하여 자료의 원래 의미에 충실한 분석 결과를 도출하고

자 하였다. 이상의 자료 분석 과정의 예는 <표 Ⅲ-2>에 제시하였다.
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순 대주제 소주제 학생 반응의 예

1 측정하기
측정값 부정하기 저는 37° 같은데 35°로 고쳤어요.

의문 제기하기
삼각형의 합은 항상 180°인데, 선생님이
준 삼각형은 잘못 된 것 같아서요.

2 수학적 정당화 시
도하기

측정 과정에 의문 갖기 쟤네들은 잘 못 잰 거 같은데.

외부 권위에 의존하여 수학적 정당
화 시도하기 문제집에서 봤는데, 학원 문제집에서요.

데이터에 기반하여 수학적 정당화
시도하기

180°라고 잰 친구들이 제일 많아서요.

측정 오차의 발생 가능성 인식하기 오차가 생기는데.

3 수학적 정당화하기
반원을이용하여정당화하기 반원이 원의 절반이니까요.

일반화및다각형으로확장하기
삼각형을 두 개 이어 붙이면 사각형이니
까 사각형이면 360°라고 할 수 있겠네요.

4
수학적 의사소통
과 수학에 대한
태도 변화

수학적 의사소통 삼각형을 이렇게 나누고 자르면 생기는
모습이 각도기의 180°와 똑같기 때문이다.

수학에 대한 태도 컴퍼스 사용하는 게 재미있었다.

<표 Ⅲ-2> 자료 분석과 학생 반응의 예

도출된 주제에 따라 연구 결과를 제시하는 방법은 에피소드와 학생들의 학습지 및 소감문에 나타난 반응이

중심이 되었다. 특히 코딩된 학생 반응을 이해하기 위해서는 반응이 도출되고 논의되었던 교실 수업 맥락의 역

할이 크다고 판단되었기 때문에 맥락을 포함한 에피소드 단위로 연구 결과를 제시하였다. 따라서 각 주제는 에

피소드로 구성되었으며 에피소드는 교사T(이하 T)와 학생S(이하 S)의 상호작용, S와 S의 짝토론, S의 (전체)

발언 등으로 구성되었다. 학생 이름은 에피소드에 대한 이해를 돕기 위하여 에피소드 순서에 따라 S1～S33으로

임의 명명되었다. 녹음 자료로 수집된 자료의 한계를 고려하여 S1～S33의 학생은 서로 중복될 수 있고 경우에

따라서 1인 또는 교실에서 동시에 발성되는 다수의 학생 발언을 대표하기도 하였다. 교사 관찰 노트는 에피소드

와 학생들의 반응을 이해하고 결과를 해석하기 위한 참고 자료로 활용되었다.

Ⅳ. 연구 결과 및 논의

1. 측정하기

가. 측정값 부정하기

첫 번째 활동에서 학생들은 삼각형의 세 각의 크기를 각도기로 측정하였다. 대부분의 학생들은 각도기 사용

에 어려움 없이 세 각을 각각 측정하였고 이를 더하여 내각의 합을 구하였다. 이미 학급의 대부분 학생이 내각

의 합이 180°임을 예습을 통해 알고 있었기 때문에 측정값으로 세 각의 합이 180°가 나오지 않은 경우 이를 지

우고 다시 맞추어 측정하는 S1의 모습이 관찰되었다. 이는 이후 토론하기 단계에서 관찰된 다음과 같은 모습과

도 연결되었다.
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<에피소드 1: 측정값의 수정>

T: 얘들아, 그럼 솔직하게 얘기해보자. 나는 머릿속으로 세 각의 합이 180°라고 알고 있어요. 그런데 쟀는데

어? 왜 180°가 안 됐지? 하고 각을 고친 사람 있어요? (손을 든 S1을 보며) ○○이 그렇게 했어요?

S1: 네, 저는 37° 같은데 35°로 고쳤어요.

T: 180°가 되야 해서요? 그럼 37°로 했으면 몇 도가 나와야 돼요?

S1: 182°요.

또한 S2는 자신이 알고 있던 지식과 다른 측정값이 나오자 37°를 35°로 고치는 행동을 보였다. 이는 기존에

알고 있는 삼각형의 내각의 합은 180°이라는 지식을 고수하기 위하여 자신의 측정값을 부정하는 행동이었다.

<에피소드 2: 측정값의 오류 발견>

S2: 저 이거 다시 재보니까 제가 잘못 잰 거에요.

이러한 부정하기의 모습은 특히 포스트잇을 칠판에 붙여 시각화하는 과정에서도 나타났다. 학생들이 구한 삼

각형의 내각의 합을 포스트잇으로 칠판에 시각화하여 나타낸 모습은 다음 [그림 Ⅳ-1]과 같다. S1과 같이 칠판

에 포스트잇을 붙이기 전에도 측정을 다시 할 수 있는 기회가 충분히 있었음에도 불구하고 자신의 측정값을 고

수하던 한 학생은, 칠판에 붙여 있는 다른 친구들의 포스트잇 절반 이상이 180°임을 확인한 후 자신의 측정을

부정하였다. 또한 다른 학생은 포스트잇을 칠판에 붙이는 과정에서 작은 목소리로 교사에게 다가와 “저는 183°

에요”라고 말하였다. 이 학생의 경우 결과적으로 자신의 측정값을 부정하지는 않았지만 자신과 다르게 기록되고

있는 친구들의 포스트잇을 보며 스스로 측정한 것이 잘못되었을지 모른다는 생각을 가졌고 이에 대한 사고 과

정에 의문을 갖게 되었다.

[그림 Ⅳ-1] 칠판에 시각화한 삼각형의 내각의 합 측정값

포스트잇을 활용한 시각화 결과, 삼각형의 내각의 합이 180°가 나온 학생은 12명이었고, 그 외의 값을 구한
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학생은 11명이었다. 180°가 아닌 값은 182° 2명, 183° 3명, 185° 3명, 190° 2명, 200° 1명으로 나타났다. 이는 선행

연구에서 도출된 결과와 같은 양상이었으며 초등학생들이 각도기를 사용하여 실제 측정하는 활동에서 많은 측

정 오차가 발생하고 있는 모습과도 일치하였으나, 교사용 지도서에 제시된 175°～185°의 범위와는 다소 차이가

있었다(교육부, 2015). [그림 Ⅳ-1]의 포스트잇은 학생들의 개인정보 보호를 위하여 일부분을 가려 제시하였다.

나. 의문 제기하기

칠판에 다양한 측정값이 제시된 이후 학생들은 왜 다양한 측정값이 나왔는지, 그렇다면 삼각형의 내각의 합

은 얼마인지에 대하여 토론을 실시하였다. 학생들은 시각화된 자료와 자신의 기존 지식을 비교하며 무언가 이상

하다는 의문을 갖게 되었다. 교사는 학생들과 시각화된 데이터를 공유하며 칠판 위의 데이터가 나타난 양상에

대해서도 관심을 가질 수 있도록 발문하였다.

<에피소드 3: 측정 도구의 문제>

T: 그럼 얘네들(측정값이 180°가 아닌)은 다 틀린 거에요?

S3: 음. 다 틀린 거 같기도 하고. 근데 저희가 틀린 걸 수도 있을 것 같아요.

T: 그럼 다르게 잰 친구들은 틀린 걸까?

S3: 딴 게 맞을 수도 있는데…

T: 친구들 그래프는 왜 저렇게 나왔을까요?

S4: 각도기가 이상해서요.

S5: 각도기가 이게 이런 식으로 된 각도기도 있고요 여기에 뭔가 구멍이 있어 가지고…

T: 각도기 종류의 차이다?

S5: 여기에 똑같은 각도기는 하나도 없어요.

학생들이 찾은 첫 번째 원인은 측정 도구의 문제였다. 학생들은 각도기의 종류가 다르기 때문에, 각도기가 이

상해서와 같은 측정 도구의 이유를 들어 다른 측정값이 나오게 되었을지 모른다고 추측하였다. 이는 측정 도구

에서 문제의 원인을 찾으려고 하는 접근으로, 다양한 측정값을 무조건 부정하기보다 그러한 양상이 나온 원인을

찾고자 하는 시도였고 자신이 알고 있는 지식을 통해 현상을 해석하기 위한 첫걸음이었다.

<에피소드 4: 교사가 제시한 삼각형의 문제>

S6: 삼각형의 합은 항상 180°인데, 선생님이 준 삼각형은 잘못 된 것 같아서요.

T: 아, 선생님이 그려 준 삼각형이 잘못 그려져서 세 각의 합이 180°가 안 되는 것 같아요?

S6: 네.

두 번째 원인으로는 교사가 제시한 삼각형의 문제가 제기되었다. 학습지를 통해 제시한 삼각형이 잘못 그려

져서, 즉 삼각형이 아니기 때문에 측정값이 180°가 아닌 값이 도출되었다는 것이었다. 이는 선행학습을 통해 삼

각형의 세 각의 합이 180°임을 확신하고 있는 학생에게 나타났는데, 측정 활동이나 과정의 오류보다는 제공된

도형의 오류 가능성에 초점을 둔 접근이었다.

<에피소드 5: 연산에서의 문제>

S7: 더하기 하다가 잘 못 했을 수도 있어요.
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인지적 불균형을 해소하기 위해 학생들이 찾은 세 번째 원인은 연산에서의 문제였다. 세 각을 각각 측정한

측정값은 올바르게 되었으며 단지 이를 더하는 과정에서 생긴 실수로 인식하였다. 이는 측정 과정보다는 측정

후 연산 과정에 초점을 둔 추측으로 실제 학생들이 충분히 경험할 수 있는 연산 실수의 상황으로 바탕으로 하

고 있다.

이와 같이 측정 활동을 통해 만들어 낸 서로 다른 측정값을 통해 학생들은 측정 오차가 발생한 문제 상황을

인식할 수 있었고, 이를 이해하기 위하여 다양한 원인에 대한 추측을 시도하였다.

2. 수학적 정당화 시도하기

가. 측정 과정에 의문 갖기

교사는 삼각형의 세 각의 합은 무엇인가를 주제로 짝 토론을 시작하였다. 두 명씩 짝을 지을 경우 다수가 참

여하는 토론에 비해 무임승차하는 것이 어렵기 때문에 학생들이 자신의 의견을 충분히 의사소통할 수 있는 장

점이 있었다. 반면 짝을 지은 두 명의 학생이 처음부터 삼각형의 내각의 합은 180°이라는 의견 일치를 보이는

경우 더 이상 논의가 발전되기 어려웠다. 이 때 교사는 교실 곳곳을 돌아다니며 학생들의 논의 사항을 점검하고

질문하였는데 이는 새로운 사고를 시도하는 단초를 제공하였다.

<에피소드 6: 다른 원인으로의 추측>

S8: 음. 원래 삼각형의 합은 180°인데.

T: 원래 삼각형의 합은 180°에요? 왜요?

S9: 쟤네들은 잘 못 잰 거 같은데.

교사는 S8에게 그래프가 다양한 데이터를 갖게 된 이유를 질문했고, S8는 삼각형의 세 각의 합은 ‘원래’ 180°

이라는 것으로 답했다. S8은 문제 상황에 대한 인식은 이루어지고 있었으나 이를 효과적으로 해결하거나 스스로

납득할 수 있는 원인을 발견하지는 못하였다. 또한 증명을 해야 할 필요가 없이 삼각형의 세 각의 합이 180°라

는 것을 당위적인 것으로 여기고 있었다. 교사가 이에 대하여 의문을 제기하는 발문을 던지자 S9는 친구들의 측

정 과정에 문제가 있었기 때문이라는 원인을 제시하였다. 이는 앞서 측정 도구의 문제, 제시된 삼각형의 문제,

연산 과정에서의 문제와 다르게 측정 활동 과정에 초점을 둔 것이었기 때문에 보다 발전된 것으로 분석되었다.

나. 외부 권위에 의존하여 수학적 정당화 시도하기

초기 토론 양상은 서로 다른 측정값의 원인을 외부에서 찾으려고 하는 시도로 나타나기도 하였다. 학생들의

‘삼각형의 세 각의 합은 180°이다’를 알고 있는 경우가 있었기에 수업 초반부터 이를 언급하는 학생들이 있었고

일부 학생들은 그러한 지식을 근거로 자신의 생각을 뒷받침하는 모습을 보여주었다.

<에피소드 7: 외부의 권위에 의존한 수학적 정당화의 시도>

S10: 원래 삼각형 세 각의 합은 180° 아니에요? 문제집에서 봤는데, 학원 문제집에서요.

[그림 Ⅳ-2] 외부의 권위에 의존한 수학적 정당화 시도에 대한 S11의 소감문
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S10은 데이터의 다양한 측정값이 나타난 원인을 찾기보다는 자신이 알고 있는 지식을 토대로 추론하였고 이

때 활용된 근거는 문제집과 학원의 권위였다. S11 또한 수학 문제집에서 배운 내용을 바탕으로 삼각형의 내각의

합을 추론하였다. 이는 학생 스스로 주어진 문제에 대하여 수학적으로 정당화하기보다는 외부의 권위에 의존한

외적 증명으로의 추론 형태를 취하고 있음을 보여주었다(Tall, 1995). 이와 같은 외부 권위에 의존한 수학적 정

당화의 양상은 긍정적인 측면에서 볼 때 해당 학생이 선행 학습을 통해 학습한 지식을 바탕으로 추론을 시도하

고 있다고 볼 수 있지만, 한편으로는 학습한 지식이 내면화의 단계에 아직 도달하지 못했음을 보여주는 것이기

도 하다. 이러한 학생들에게는 수학적으로 추론하고 원리를 발견하게 하는 기회를 제공할 수 있는 수학적 정당

화 과제나 활동이 필요할 것이다.

다. 데이터에 기반하여 수학적 정당화 시도하기

외부의 권위를 빌려 자신의 생각을 정당화하고자 했던 학생들은 점차 자신이 만든 데이터를 근거로 수학적

정당화를 시도하였다. 그 중 다수 의견으로 제시된 것은 다음과 같은 발언이었다.

<에피소드 8: 데이터에 기반한 수학적 정당화의 시도>

S12: 딴 게 맞을 수도 있는데 180°가 제일 많아서요.

S13: 180°라고 잰 친구들이 제일 많아서요.

학생들은 삼각형의 내각의 합이 180°라는 주장을 위해 180°로 측정한 학생들이 제일 많기 때문이라는 근거를

들었다. 그러나 ‘딴(다른) 게 맞을 수도 있다는’ 등의 불확실한 태도를 동시에 드러냄으로써 자신이 내세운 근거

에 대해 불확실한 태도를 보이기도 하였다. 이와 같이 정당화의 시도와 불확실함이 공존하는 과정은 학생들로

하여금 자신의 주장이 불확실한 토대에 위치해 있음을 인식하게 하고, 어떤 방법으로 증명하는 것이 가장 명확

한 것인가, 주장에 대하여 보다 명확한 근거는 무엇인가에 대한 질문을 갖게 하는 바탕이 되었을 것으로 보인다.

라. 측정 오차의 발생 가능성 인식하기

짝과의 의사소통이 끝난 후 학생들의 전체 토론 초점은 점차 180°가 아닌 값이 나온 이유가 무엇인지를 데이

터에 기반하여 설명하는 것으로 맞추어졌다. ‘원래’ 그렇다거나 기존에 알고 있던 지식의 권위를 빌려 설명하던

학생들은 180°가 아닌 데이터들의 차이와 서로 다른 원인에 주목하기 시작했다.

<에피소드 9: 측정 오차의 발생 가능성 인식>

T: 그럼 여기 182°, 183°, 185°, 190°, 200°라고 한 친구들도 있지. 왜 같은 삼각형인데 이렇게 답이 나왔을

까요?

S14: 틀린 애도 있고 실수를 해서요.

T: 어떤 실수인데요?

S14: 각을 여기서부터 재어야 하는데 여기서부터 재거나 그럴 수가 있기 때문에요.

S15: 그럼 너무 (차이가) 큰 건데?

S16: 오차가 생기는데.

S15: 여기를 쟀을 때 선이 굵으면 선을 밑에서 잰다든가 위에서 잰다거나 가운데에서 잰다거나 기준이 다를

텐데 그 기준 때문에 그런 것 같아요.

S17: 사람마다 다 원하는 방법대로 각을 재기 때문에 서로 다를 수 있어요.

T: 원하는 방법이라는 게 무슨 뜻이에요?
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S17: 사람마다 다 편한 방식으로요.

학생들이 도출한 180°가 아닌 데이터의 값은 182°, 183°, 185°와 같이 180°에 가까운 경우와 190°, 200°와 같이

10°～20°의 비교적 큰 차이를 보이는 경우가 있었다. S13은 이러한 차이에 주목하여 이것을 틀린 것과 실수한

것으로 용어를 구분하여 설명하였다. 이것은 이어지는 대화에서 보다 명확한 의미를 갖게 되는데, S15는 S14의

말을 부연 설명하며 삼각형의 변이 가진 굵기의 차이에 따라 발생하는 문제의 가능성을 지적하였다. 즉, 학생들

은 각 변에 중심선을 맞추고 각도를 재는 방법에서 차이가 발생할 수 있음을 인식하였고 이는 ‘기준이 다르다’,

‘오차가 생긴다’, ‘사람마다 측정하는 방법이 다르다’는 표현이 등장하는 계기를 마련하였다. 이와 같은 논의는 측

정 도구를 동일한 방법으로 사용했음에도 불구하고 측정 과정에서는 다양한 이유로 측정 오차가 발생할 수 있

으며 이러한 흐름이 자연스러운 것이라는 인식으로 나아가고 있음을 보여주었다.

3. 수학적 정당화하기

가. 반원을 이용하여 정당화하기

정밀한 정당화 과정의 필요성을 인지한 학생들은 처음 활동에서 측정했던 삼각형을 조작하여 정당화의 과정

을 경험하였다. 이는 교사가 제시한 삼각형의 각 부분을 중심에 두고 컴퍼스로 부채 모양의 호를 그린 후 오리

고 모여 붙이는 방법이었다.

<에피소드 10: 반원을 이용한 수학적 정당화>

T: 얘들아, 이어 붙이면 무슨 모양이 돼?

S18: 반원이요.

S19: 반원이 될 것 같아요.

S20: 네, 진짜 반원이 돼요.

S18: 반원이 180°니까.

T: 반원은 180°야? 왜 반원은 180°야?

S20: 반원이 원의 절반이니까요.

교사의 발문은 각각의 모양을 이어 붙이면 어떤 모양이 될 것인지 예상할 수 있는 기회를 제공했다. 학생들

은 큰 어려움 없이 직관적으로 형태를 발견할 수 있었다. ‘반원’이라는 용어를 따로 교육과정 상에서 학습한 것

은 아니었지만 학생들은 원의 중심각이 360°임을 알고 있었기 때문에 원의 절반이라는 일상적 의미를 바탕으로

반원 모양임을 찾아내었다. 교사는 반원이 왜 180°가 되는지를 질문하였고, 논의를 통해 학생들은 ‘반원은 원의

절반이니까’ 360°의 절반인 180°이 된다는 추론을 자연스럽게 이끌어낼 수 있었다.

<에피소드 11: 각도기를 통한 직관적 이해>

T: 그러면 반원이 180°인 건 어떻게 알아?

S21: 원이 360°이니까요.

T: 원이 360°인 거? 그럼 원이 360° 인 걸 안 배운 친구들은 어떻게 할까?

S22: 어, 그러면 각도기로 해요.

S21: 각도기가 180°니까.
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원의 중심각이 360°라는 사실을 알지 못할 경우에도 해결할 수 있는 방법에 대한 질문이 이어졌다. 이 때

S22는 반원이라는 용어 대신 ‘각도기’ 또는 ‘각도기 모양’이라는 용어를 사용하였다. 학생들이 측정 활동에 사용

한 각도기는 측정 도구임과 동시에 새로운 추론의 정당화를 위한 자료로도 활용되고 있었다.

[그림 Ⅳ-3] 교과서 활동과의 비교를 말하는 S23의 소감문

S23은 교과서에 제시된 활동과 측정 오차를 활용한 활동을 비교하여 설명하였다. 이 때 S23은 시각적으로 두

가지의 활동을 비교하여 교과서 활동은 ‘울퉁불퉁’한 것으로 표현하였다. 이는 학생들이 세 각을 오려 붙였을 때

생기는 중심각의 모양뿐만 아니라 붙인 모양의 외형에도 관심을 가지고 있으며 이러한 모양이 인식이 활동 결

과에도 영향을 미치고 있음을 보여주었다(“교과서에서는 울퉁불퉁하게 붙여서 180°라고 하니까 붙여도 울퉁불퉁

할 것 같았다”). 측정 오차를 활용하여 삼각형의 내각의 합을 구하는 과정은 학생들이 반원 모양임을 한 눈에

손쉽게 알아볼 수 있다는 점에서 기존의 방법과 차별점이 있었다.

나. 일반화 및 다각형으로 확장하기

조작 활동을 통해 삼각형의 세 각의 합이 180°임을 확인한 학생들은 이후 삼각형의 다른 형태에 대한 추론으

로 이를 발전시켜 나갔다. 삼각형의 종류를 명시적으로 학습하지 않은 시기였기 때문에 교사는 학습지에 제시된

직각 삼각형 형태(이하 직각 삼각형)와 둔각 삼각형 형태(이하 직각 삼각형)를 중심으로 활동하였으나, 선행 학

습 여부에 따라 활동지에 명시적인 용어를 사용하는 경우도 있었다([그림 Ⅳ-4]의 S25). 예각 삼각형을 조작하는

과정에서 생겼던 컴퍼스 사용, 오려 붙이기 과정의 시행착오는 직각과 둔각 삼각형에서 자연스럽게 줄어들었으

며 조작에 소요되는 시간도 점차 감소하였다.

[그림 Ⅳ-4] 삼각형의 종류에 따른 S24, S25의 조작 활동 결과

[그림 Ⅳ-4]는 삼각형의 종류에 따라 학생들이 조작한 활동 결과의 일부를 보여준다. 컴퍼스로 호를 그리고

잘라 모아 붙이는 과정에서 특히 학생들은 자신이 만든 예각 삼각형의 모양을 다른 삼각형의 조작 활동에도 이



측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안 사례 연구 439

를 적용하는 모습을 보였는데, S24의 결과물을 보면 처음 시도한 삼각형이 위가 둥근 반원의 모습을 가지고 있

으므로 직각 삼각형과 둔각 삼각형 또한 동일한 방향의 반원의 모습으로 조작하여 붙이고 있음을 알 수 있다.

그에 비해 S25의 삼각형은 아래가 둥근 반원의 모습을 가지고 있기 때문에 다른 두 삼각형도 같은 형태로 조작

하였다. 결과적으로 두 학생은 세 가지 삼각형 형태에서 모두 일관된 반원 형태를 표현하게 되었고 이는 서로

다른 삼각형이 내각의 합에 대하여 갖는 공통된 특성을 시각적으로 표현한 것이기도 하였다. 이 과정에서 교사

는 한 학생이 예각 삼각형에서 학습한 과정을 따라 자발적으로 각각의 각을 측정하고 합을 구한 후 조작 활동

에 임하는 모습을 발견하고 이를 격려하였는데 이러한 교수 행동은 다른 학생들이 적극적으로 조작 활동에 참

여하게 하는 계기가 되었다. 동시에 이전에 학습한 컴퍼스를 활용한 원 그리기 활동이 본 차시 수업 내에서 통

합되었으며 이는 모든 삼각형의 세 각의 합을 일반화하는 데 기여하였다.

<에피소드 12: 다각형으로의 확장>

T: 그래서 아하! 삼각형은 180°라고 할 수 있겠구나.

S26: 삼각형을 공부하면, 삼각형을 두 개 이어 붙이면 사각형이니까 사각형이면 360°라고 할 수 있겠네요.

T: 그렇겠네요. 그럼 그건 내일 확인해봐야겠네요. 사각형도 진짜로 360°가 맞는지.

S27: 칠각형 일곱 개 각의 합은 언제 배워요?

T: 칠각형이요? 삼각형 알고 사각형 알면 알 수 있지 않을까?

S27: 오각형, 육각형, 십각형 같은 것도 알 수 있겠네요.

모든 삼각형의 세 각의 합에 대한 일반화에 도달한 학생들의 생각은 자연스럽게 사각형에 대한 추론으로 발

전하였다. 조작활동 후 S26은 자발적으로 삼각형을 두 개 이어 붙이면 사각형이 된다는 지식을 바탕으로 사각형

의 네 각의 합은 360°이라고 추론하였다. 그러자 S27은 오각형, 육각형, 칠각형, 십각형 등 여러 다각형의 내각

의 합에 대한 궁금증을 표현하였다. 특히, 학생들에게 비교적 친숙하지 않은 칠각형이 삼각형과 사각형에 대한

논의 이후에 제기되었다는 점을 살펴보면 학생들이 삼각형과 사각형의 기본 도형을 중심으로 다각형을 이해하

게 되었음을 알 수 있었다.

4. 수학적 의사소통과 수학에 대한 태도 변화

가. 수학적 의사소통

측정 활동 후 학생들은 ‘모든 삼각형의 세 각의 합을 180°라고 할 수 있는지, 있다면 그 이유는 무엇인지’에

대한 질문을 받았다. [그림 Ⅳ-5]는 질문에 ‘예’라고 대답한 학생들이 작성한 이유 중 일부를 제시한 것이다.

[그림 Ⅳ-5] 삼각형의 내각의 합에 대한 S28, S29, S30의 소감문

학생들은 조작 활동 과정을 통해 경험한 것을 직접 그림으로 그려서 설명하거나 글로 써서(“삼각형 꼭짓점을
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동그랗게 오려서”) 표현하였는데 이 때 각도기의 180°와 모양이 같다는 것, 각도기 모양, 반원(모양)이 된다는 표

현을 사용하였다. 교과서에 제시된 활동의 경우 중심각의 측면에서는 동일한 결과가 도출되지만 조작 활동의 결

과로서 만들어지는 전체적인 모양이 쉽게 설명할 수 없는 울퉁불퉁한 모양으로 인식된다는 점을 생각해볼 때,

학생들이 직관적으로 이해하고 손쉽게 표현할 수 있는 각도기 모양, 반원 모양이 정당화의 과정과 결과에 있어

서 학습에 긍정적으로 영향을 미친 것으로 보였다.

[그림 Ⅳ-6] 본 수업에 대한 S31의 소감문

또한 본 연구에 참여한 학생들 대부분이 수업 이전에 삼각형의 세 각의 합이 180°라는 사실을 알고 있었다는

점에 비추어볼 때, [그림 Ⅳ-6]은 특별히 의미 있는 것으로 분석되었다. 학생들은 ‘알고 있으나 설명할 수 없는’

상태에서 ‘알고 있으며 설명할 수 있는’ 상태로 발전하였고 이 과정에서 ‘기분 좋다’는 느낌을 경험함으로써 수학

하는 즐거움을 느낄 수 있었다. 물론 이와 같은 학생들의 반응은 교과서에 제시된 원래 활동을 통해서도 도출될

수 있다는 점에서 특별한 장점으로 부각되지 않을 수 있다. 그러나 본 고에서 제시되는 대안적인 방법이 단지

학생들의 인지적인 성취만을 강조한 것이 아님을 보여주는 사례가 될 수도 있을 것이다. 아울러 이는 2015 개정

수학과 교육과정에서 제시하고 있는 성취기준인 ‘삼각형의 내각의 합에 대한 자신의 추론 과정을 설명할 수 있

다’에 도달 여부를 보여준다는 점에서 본 사례에서 적용한 지도 방안의 긍정적인 측면을 확인할 수 있었다.

나. 수학에 대한 태도

학생들은 조작 활동과 활동 결과의 측면에서 측정 활동과 추론 과정에 대한 긍정적인 태도를 표현하였다. 본

연구에 참여한 학생들의 소감문 중 일부는 다음과 같다.

[그림 Ⅳ-7] 본 수업에 대한 S32, S33의 소감문

첫 번째로 학생들은 자신이 알게 된 지식에 대한 자신감을 표현하였다(“오늘 배운 문제가 나오면 시험을 잘

볼 수 있을 것 같다”). 또한 학생들은 수학을 한다는 것에 대한 새로운 인식을 갖게 되었음을 보여주었다. 이는

‘실험’, ‘오려붙이고’ 라는 표현으로 나타났는데 이러한 접근 방법이 학생들에게 수학에 대한 흥미, 수학하는 즐거

움, 쉽게 배우는 수학이라는 느낌을 느끼게 해 준 것으로 보였다. 세 번째로 학생들의 소감문에는 ‘또 하고 싶

다’, ‘아쉽다’는 표현이 등장하였다. 이는 학생들이 수학에 대하여 느낀 흥미를 바탕으로 앞으로의 학습에 대한

기대감을 갖고 수학 학습에 참여할 수 있는 바탕으로 작용할 수 있을 것으로 보인다.
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Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구는 삼각형의 내각의 합 지도를 위한 대안적 방법으로서 측정 오차를 활용한 지도 방안이 갖는 실천가

능성과 교수학적 의미를 탐색하기 위하여 초등학교 4학년 수학 수업에 이를 적용하였으며, 다음과 같은 연구 결

과를 도출하였다.

첫째, 측정 활동을 통해 측정 오차의 발생을 확인한 학생들은 측정 오차가 발생할 수 있는 가능성을 인식하

였다. 둘째, 측정 오차에 대한 토론 과정을 통해 학생들은 수학적 정당화를 시도하였다. 셋째, 반원을 활용한 수

학적 정당화 과정은 학생들에게 자연스럽고 직관적으로 인식되었을 뿐만 아니라 지식의 일반화와 확장에 기여

하였다. 넷째, 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합 지도 방안의 적용은 학생들의 수학적 의사소통 능력과 수

학에 대한 긍정적인 태도 함양에 도움을 주었다.

이상의 연구 결과를 통해 측정 오차를 활용한 삼각형의 내각의 합에 대한 지도 방안이 가져오는 교수학적 의

미를 찾을 수 있다. 첫째, 학생들은 측정 과정에서 발생하는 측정 오차를 직접 인식할 수 있는 기회를 가질 수

있다. 사물이나 물체를 측정하는 과정에는 필연적으로 측정 오차가 발생하지만, 교과서 등에서는 암묵적으로 측

정 오차의 발생 가능성이 낮은 문항들이 제시되는 경향이 있다(홍갑주, 오성훈, 2018). 각도의 끝 숫자가 0이나 5

와 같이 측정 오차의 발생 가능성이 낮은 경우 정답을 명확하게 도출할 수 있다는 점에서 선호되고 있지만, 실

제 학생들이 일상에서 경험하고 해결해야 하는 문제는 항상 측정 과정에서 오차의 발생 가능성을 포함하고 있

다는 점에서 보다 실천 지향적인 접근 방법이 될 수 있다.

둘째, 직접 측정한 데이터로부터 발생한 자발적 궁금증은 수학적 정당화에 대한 담론의 변화를 효과적으로

이끌어내는 마중물이 될 수 있다. 수업 초반 직접 측정한 데이터를 통해 측정 오차의 발생을 알게 되었을 때 학

생들은 자신이 알고 있던 지식에 비추어 이를 부정하기도 하였으나 동시에 왜 그럴까 하는 자발적인 의문을 품

게 되었다. 이러한 궁금증을 해결하기 위해 학생들은 기존에 알고 있었던 지식 또는 타인으로부터의 권위에 의

한 지식을 이용하여 이를 정당화하고자 하였고, 궁극적으로 짝 토론과 전체 토론을 통해 생산적인 담론으로 발

전할 수 있었다. 학생들은 측정 오차로 생성된 데이터에 하여 자신의 의견에 대한 근거를 찾고자 노력했으며 이

는 얼핏 보기에 마치 실패한 시행착오의 과정처럼 보일 여지가 있었다. 그러나 학생들의 내면에 공고하게 자리

잡은 궁금증은 조작 활동이 측정 활동과 분절되지 않을 수 있게 도왔으며 조작 활동을 통한 정당성을 부각시킴

으로써 추론 결과의 일반화에 기여하였다. 이처럼 수학적 정당화 과정에서 측정 오차는 데이터에 기반하여 학생

들에게 의미 있는 의문과 질문을 생성하고 수학적 의사소통의 기회를 풍부하게 제공함으로써 조작 활동을 강화

할 수 있다.

셋째, 측정 오차를 활용한 지도 방안은 학생들이 기존에 학습한 지식을 활용하여 문제를 해결한다는 측면에

서 의미 있는 지도 방법이 될 수 있다. 학생들은 컴퍼스로 원 그리기를 3학년에서 이미 학습하였다(교육부,

2015). 그러나 기존에 학습한 지식은 주로 각 차시와 해당 단원 내에서 다루어져 다른 영역이나 제재와 연결성

을 확보하기 어려웠다. 본 연구에서 다룬 활동 과정은 삼각형의 세 각의 합이 얼마인지를 추론하기 위해 각도기

를 사용하여 각도 읽기, 컴퍼스로 원 그리기 등 기존에 학습한 다양한 지식을 통합적으로 활용할 수 있는 기회

를 제공하였다. 실제 이 과정은 학생들에게 녹록지 않았다. 컴퍼스로 호를 그리는 과정에서 컴퍼스의 바늘과 연

필이 고정되지 않고 벌어지는 일이 발생하였고 이 과정에서 일정한 크기를 유지하며 호를 그리는 것은 학생들

에게 도전적인 과제가 되었다. 그러나 대부분의 어려움이 첫 번째 조작 활동이었던 예각 삼각형의 경우에 나타

났고 이후 직각과 둔각 삼각형의 조작 활동에서는 부각되지 않았다는 점에서 학생들은 점차 이를 극복해 나간

것으로 보인다. 오히려 기존에 배운 지식을 사용하고 통합함으로써 새로운 지식 창출에 기여하는 경험을 통해

수학의 유용성과 수학에 대한 흥미를 느끼는 계기를 마련할 수 있었다.
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본 연구 결과는 궁극적으로 학생 중심의 수학 수업이 어떠해야 하는가에 대한 재고의 필요성을 제기한다. 학

습 주제와 관련하여 학생들이 직접 생산해 낸 데이터는 수학 수업을 더욱 생동감 있고 역동적으로 이끌 수 있

었다. 이는 다인수학급에서 더욱 효과적인 교수 방법이 될 수 있는데, 학생들이 만든 다양한 데이터에서 나타난

공통점과 차이점을 바탕으로 사고할 수 있는 기회를 가질 수 있기 때문이다. 따라서 교사는 측정 활동을 지도할

때 학생들이 수학 수업에서 실제 측정한 데이터에 기반한 수업을 계획하고 실행할 필요가 있다. 또한 초등학교

학생들은 본질적으로 직관적이므로 반원 모양, 각도기 모양과 같이 수학적으로 완벽한 용어는 아니라 할지라도

학생들이 쉽게 인식할 수 있는 표현이 무엇인지 알고 이를 수업에 적용할 필요가 있다.

측정 오차를 활용한 지도 방법은 비단 본 주제에 국한되는 것이 아니라 측정 영역의 다른 주제에도 적용 가

능하기 때문에 이 과정에서 나타나는 공통적이거나 차별화된 특징에 대하여 연구할 필요가 있다. 나아가 자료와

가능성과 같이 데이터를 직접 다루는 수학의 다른 영역에도 확장하여 적용해볼 수 있을 것이다. 무엇보다도 본

연구 결과는 학생의 궁금증을 불러일으키고 이를 활용하여 수학 수업의 목표를 달성하는 접근을 통해, 성공적인

학생 중심 수업 방법을 모색하는 데 기여할 수 있을 것으로 기대한다.
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In this study, under the assumption that the goal pursued in measurement area can be reached through the 
composition of the measurement activity considering the mathematical process, the method of summing the interior 
angles of a triangle using the measurement error was applied to the 4th grade class of the elementary school. Results 
of the study, first, students were able to recognize the possibility of measurement error by learning the sum of the 
interior angles of a triangle using the measurement error. Second, the discussion process based on the measurement 
error became the basis for students to attempt mathematical justification. Third, the manipulation activity using the 
semicircle was recognized as a natural and intuitive way of mathematical justification by the students and led to 
generalization. Fourth, the method of guiding the sum of the interior angles of a triangle using the measurement error 
contributed to the development of students’ mathematical communication skills and positive attitudes toward 
mathematics.
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