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요  약

신경망은 미분가능한 활성화 함수를 사용하는 경우에는 입력변수에 대하여 미분가능하다. 본 연구에서는 신경망

의 근사 능력을 향상시키기 위하여 신경망의 그래디언트와 헤시안이 블랙-숄즈 미분방정식을 만족하도록 한다. 본 

논문은 확률 미분방정식과 블랙-숄즈 편미분 방정식이 옵션 가격과 기초자산의 미분관계를 표현하는 옵션 가격결정

에 제안한 방법을 사용한다. 이는 옵션 가격의 일차와 이차미분은 금융공학에서 중요한 역할을 하므로 미분 값을 쉽

게 얻을 수 있는 제안한 방법을 적용할 수 있기 때문이다. 제안한 신경망은 (1) 확률 미분방정식이 생성하는 옵션가격

의 샘플 경로와 (2) 각 시간과 기초자산 가격에서 블랙-숄즈 방정식을 만족하도록 학습한다. 실험을 통하여 제안한 

방법이 옵션가격과 일차와 이차 미분 값을 정확히 예측함을 보인다.

ABSTRACT

Neural networks with differentiable activation functions are differentiable with respect to input variables. We improve 
the approximation capability of neural networks by using the gradient and Hessian of neural networks to satisfy the 
differential equations of the problems of interest. We apply differential neural networks to the pricing of financial options, 
where stochastic differential equations and the Black-Scholes partial differential equation represent the differential relation 
of price of option and underlying assets, and the first and second derivatives of option price play an important role in 
financial engineering. The proposed neural network learns - (a) the sample paths of option prices generated by stochastic 
differential equations and (b) the Black-Scholes equation at each time and asset price. Experimental results show that the 
proposed method gives accurate option values and the first and second derivatives.
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Ⅰ. 서  론 

신경망은 최근에 영상 이해, 기계번역, 음성인식, 음
악생성, 약물탐색을 포함한 여러 분야에서 높은 성능을 

보이고 있다[1-5]. 이러한 분야에서의 성공은 신경망이 

함수의 입력과 출력사이의 수학적 관계식을 알지 못해

도 입력과 출력 자료의 관계를 학습하여 정확하게 근사

하는 능력이 있기 때문이다. 하지만, 금융, 유체역학, 양
자역학과 확산현상 등을 지배하는 미분방정식이 존재

하므로, 이러한 방정식을 추가적으로 적용하는 신경망

은 더욱 정확한 근사가 가능할 것이다. 본 논문에서는 

신경망이 주어진 문제의 미분방정식을 만족하는 정도

를 신경망의 학습에 반영한다. 신경망의 미분을 위해서

는 수치 근사가 아닌 연쇄법칙을 사용하여 해석적인 방

법으로 미분을 수행하는 자동미분[6-8]으로 정확한 미

분 값을 얻는다.
제안한 방법을 옵션 가격결정 문제에 적용하여 효과

를 알아본다. 옵션 가격은 블랙-숄즈 편미분 방정식[9]
을 만족하고, 옵션 가격의 미분값은 미래 자산 가격의 

헤지(hedge)나 투기 등의 실제적인 응용에 사용된다

[10-12]. 따라서 신경망의 미분을 모델링에 반영하는 본 

논문의 방법의 효과를 검증하기에 적합하다. 대부분의 

다차원 옵션은 일반적인 해가 존재하지 않으므로 유한

차분법(Finite Difference Method:FDM), 몬테카를로 

모의(Monte Carlo:MC), 퓨리에 방법 [10-13] 등의 수치 

근사법으로 옵션가격과 미분값을 구한다. 본 논문은 

MC 모의에서 사용하는 확률 미분방정식(Stochastic 
Differential Equation:SDE)으로 자산 가격 서열을 생성

하여 학습자료로 사용하고, 블랙-숄즈 방정식의 미분관

계를 신경망이 만족하도록 한다. 이 방법은 FDM이 처

리할 수 없는 고차원 옵션의 처리를 가능하게 한다.
신경망은 옵션의 가격결정에 응용되는 연구가 활발

한[14-18], 본 논문의 방법은 신경망의 학습에 신경망의 

미분을 이용하는 방법[8,16]과 관련되어 있다. 본 논문

에서는 SDE를 사용하여 모든 시간간격에서 옵션가격

을 생성하고, 자동미분으로 신경망의 정확한 헤시안을 

구하는 반면, 논문[16]에서는 경계값에서의 옵션가격을 

사용하고, 수치적인 방법으로 헤시안을 계산하다. 논문

[8]에서는 자동미분을 사용하지만, 블랙-숄스 방정식을 

반영한 학습을 수행하지는 않는다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서 다차원 옵션

의 가격결정 이론과 수치적 근사를 알아보고, 3장에서 

SDE와 블랙-숄즈 방정식을 신경망의 구성에 적용하는 

방법을 제안한다. 4장에서 제안한 방법을 실험을 통하

여 효율성을 검증하고, 5장에서 결론을 맺는다. 

Ⅱ. 다차원 옵션의 가격과 그릭스 계산 

이장에서는 다차원 옵션의 가격과 옵션의 일차와 이

차 미분인 그릭스를 구하는 방법을 설명한다. 유러피안 

옵션이란 옵션의 보유자가 옵션거래의 대상이 되는 자

산을 일정한 만기일 에 행사가격(strike price) 로 미

리 정해진 가격에 구입하거나(call option) 팔 수 있는

(put option) 권리를 말한다. 따라서 이러한 권리는 자체

로 가격을 갖고, 옵션가격 또는 프리미엄이라고도 한다. 
자산 의 시간 에서의 가격을     ⋯ 라 하

고, 다음의 기하브라운 운동을 만족한다고 하자.

    
 (1)

여기서 은 무위험 이자율, 는 자산 의 변동성, 
는 위험중립 확률에서 브라운 운동이다. 공분산 


   이라면, 상관관계가 있는 브

라운 운동 들은  로 표시할 수 있는데, 

는 × 행렬 의 행이라고 하고, 의 원소가 

이고 행렬 은  ′인 촐레스키 분해의 행렬이

고, ′은 행렬전치이다. 이러한 정의에 따라, 시간 과 

간의 자산의 가격은 다음과 같이 표현된다[10-12]. 

    ×

exp 



 

(2)

본 논문에서 실험대상으로 사용하는 교환옵션

(exchange option)은 식 (2)로 생성되는 두 개의 자산

  이 만기일 가 되었을 때, 하나의 자산을 다른 

자산으로 교환할 수 있는 권리로서 에너지 시장에서 사

용되는 옵션이다. 이 옵션의 만기 지급금(payoff)은

  max  (3)

논문[19]에서 교환옵션의 시간 에서의 가격   

를 해석적으로 다음과 같이 구하였다.
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   (4)

여기서   
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옵션 가격의 미분들을 그릭스(Greeks)라고 하고, 여
러 위험 관리에 사용되므로 이를 정확하게 구하는 것이 

중요하다. 예를 들어, 매도한 옵션은 옵션가격을 현재 

자산의 가격으로 미분한 델타 값만큼 보유하면 위험을 

상쇄할 수 있고, 다른 파라미터에 대한 미분값도 위험을 

측정하거나 관리하기 위해서 사용된다. 다음은 그릭스

에서 델타, 감마, 세타에 대한 정의이다. 

 


, ≡




  , 
 (5)

교환옵션의 그릭스는 식 (4)를 직접 미분하여 얻을 수 

있다. 아래식은  









이고 


 



임을 사용하여 구한다. 

   





 



 

(6)

그러나 대부분의 다차원 옵션은 해석적인 옵션가격

과 그릭스가 존재하지 않으므로 FDM이나 MC 모의 등

의 수치 근사를 사용하여 값을 계산한다. FDM은 저차

원 문제는 정확하고 빠른 계산이 가능하나, 높은 차원에

서는 다차원의 격자구성이 어려워 사용하지 않는다. 
MC 방법은 다양한 형태의 다차원 옵션의 가격결정에 

사용하지만, 정확도를 높이기 위한 계산량이 크다.
FDM은 다음의 블랙-숄즈 방정식에 기반하여 다차원 

자산의 가격과 시간을 이산화한다[10,11].








  




 





 


  






 (7)

본 논문에서는 이산화한 자산가격의 격자크기를 , 
시간 격자의 크기를 로 나타내고, 자산가격에 대해서

는 중앙차분, 시간에 대해서는 전방차분을 사용하였다. 
만기시의 옵션가격과 초기 자산가격을 사용하여 식 (7)
의 이산화된 연립방정식을 풀어서 자산가격 ∘를 

얻는다. 자산가격 ∘에서 다음 그릭스를 계산한다.

 

… … … …  

 


… ………… … 



… …  (8)

MC 모의는 식 (2)에 따라 자산가격의 경로를 만들고, 
이러한 경로를 평균하여 옵션가격을 계산한다.

 
, (9)

여기서   식 (3)과 같은 만기지급금이고, 는 

식 (1)의 브라운 운동 의 여과(filtration), 는 위험

중립 확률척도이다[10-12]. 그릭스는 식 (9)의 자산가격

을 미분하여 얻는다. 델타는 식 (9)에서 

를 먼저 미분하고, 기댓값을 취하는 PW(PathWise 
derivative estimate)[12]를 사용한다. 교환옵션은 

   을   에

서 로 먼저 미분한다. 여기서 는 지시함수를 나

타낸다. 




 





   




(10)

마찬가지로, 세타를 구하기 위해서 로 미분하면




   

  



















 (11)

식 (10)과 (11)을 여러 샘플경로에 대해서 구하고 평

균을 구하면 델타와 세타가 된다. 
한번 미분한 식 (10)이 미분이 불가능하여, 이를 다시 

미분하여 감마를 계산할 수 없다. 본 논문에서는 다른 

접근방법인 LR(Likelihood Ratio method)를 사용한다

[12]. 파라미터   …에 대한 확률밀도
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함수가 인 경우에 기댓값 를 계산하는 과정에서 적

분과 미분을 수행하는 순서를 바꾸어서 감마를 얻는데 

이용한다. 즉,




  

 



 (12)


 



  




벡터의 번째 성분이   ln 


인 

 , 번째 행에 를 가지는 대각행렬을 라 할 때

  ′이면 정규분포 를 따르

는   …′의 확률밀도함수는

 


exp 


′

(13)

 ′이고, 는 표준 정규분포 일 때, 를 

로 생성하면 =exp  는 식 (2)의 

분포를 갖는다[12]. 감마를 구하기 위해서, 식 (12)에서 

기댓값안의 


를 먼저 미분한다.







 



 ′ 




  

(14)

여기서 





 이고, 식 (13)에서 

에서  에 관련된 값은 라는 사실을 이용하

고, 표시는 벡터에서 첫 번째 원소를 나타낸다. 감마

는 식 (14)를 여러 번 생성하고 이를 평균하여 계산한다.

Ⅲ. 확률 미분방정식과 블랙-숄즈 방정식의 학습

이장에서는 확률 미분방정식과 블랙-숄즈 방정식을 

학습하여 만기일 이전의 여러 시간에서 옵션 가격을 결

정하는 신경망을 제안한다.

3.1. 신경망 구성

만기일 를  개의 균일한 간격으로 분할하

여      ⋯  를 구성하고, 식 (2)에 

따라 자산가격   …를 생

성한다; 초기값 는 주어진다. 시간 와 자산가격 

 를 입력으로 하고, 출력으로 옵션가격   

을 예측하는 다음의 신경망   을 구성한다.

   


 

   
 

 

⋯

  
 



(15)

여기서 은 번째 층이고, 는 무한번 미분 가

능한 활성화함수인 소프트플러스 log [20], 

과 은 번째 층의 파라미터인 행렬과 벡터, 층의 개

수   ,  층의 노드 개수는 35, 마지막 노드

의 개수는 1개이다.

3.2. 확률 미분방정식 학습

신경망을 학습하기 위해서는 신경망의 출력인 옵션

가격을 알아야 하지만, 이는 만기일 이전에는 알 수 없

는 값이다. 본 논문에서는 알 수 없는 옵션가격을 생성

해 내기 위해서, 식 (1)에 따라 생성되는 자산가격 에 

대한 옵션의 가격 ∘가 다음의 SDE를 만족한다는 

사실을 이용한다[10-12].

  
  





 ′


  




 

(16)

여기서  


 ′ …  


이고, 

행렬 의 번째 원소는 

 
이다. 식 (15)에 

기반하여, 시간 에서의 옵션가격을 시간 에서의 

정보를 이용하여 구한다. 하지만, 시간 에서의 정보

도 알 수 없으므로, 이를 신경망을 이용한 다음 근사식

을 사용한다.

  (17)
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′


  



 
 

여기서  


 


, 행렬 의 

번째 원소는 

  ,   이고 

  이다. 식 (17)로 근사된 

옵션가격으로 시간 에서의 신경망을 학습하기 위하여 

다음의 손실함수를 정의한다.

 




 
 (18)

3.3. 블랙-숄즈 방정식 학습

신경망이 식 (7)의 블랙-숄즈 편미분 방정식의 구조

를 갖도록 각 시간 와 자산가격 에서 다음의 손

실함수를 정의한 다.

 





  





 




′ (19)

식 (19)와 식 (17)에서는 신경망   을 

로 미분하여야 한다. 본 논문에서는 자동미분[6,7,8]

을 사용하였다. 자동미분은 유한차분법과 같은 근사적방

법이 아니라, 연쇄법칙에 기반한 해석적인 방법으로 정

확하다. 텐서플로우[7]와 같은 소프트웨어 라이브러리

의 함수를 사용해서 헤시안과 그래디언트를 계산하는 방

법을 구현할 수 있는데, tensorflow.Gradient.gradient를 

본 논문에서 사용하였다.
추가적인 손실함수를 도입하였는데, 이는 만기일 

에는 옵션가격이 식 (3)과 같은 함수로 만기지급금 

로 결정되므로, 신경망이 이 값을 갖도록 한다.

  
  (20)

여기서 는 만기에서의 옵션가격에 주는 가중치

로, 본 논문에서는   을 사용한다.

신경망의 학습에는 위에서 정의한 손실함수들의 합

을 사용한다.

  (21)

이 손실함수에서 는 신경망의 출력과 SDE로 생

성되는 옵션가격과의 차이를 나타내고, 는 신경망

의 미분이 블랙-숄즈 방정식을 만족하는 지를 나타내고, 
는 만기에 주어지는 옵션의 가격을 정확히 예측하는 

지를 나타낸다. 식 (21)을 최소화하는 파라미터를 찾기 

위하여 adam 방법[21]을 사용하고, 학습률을 부터 

까지 텐서플로우 함수 PolynomialDecay 스케쥴을 

사용하여 선형적으로 감소시켰다. 

Ⅳ. 옵션가격결정 실험

이장에서는 수치실험을 통하여 제안한 방법이 옵션

가격, 델타, 감마와 세타를 정확히 계산하는지를 알아본

다. 본 논문의 실험대상인 교환옵션은 해석적인 해가 존

재하므로, 이를 이용하여 각 방법의 정확도를 측정할 수 

있다. 옵션가격과 그릭스에 대한 해석적인 해는 식(4)와 

식(6)이다. FDM은 식 (7)과 식 (8), MC 모의는 식 

(9)-(11)과 식 (14)를 이용한다. 제안한 신경망은 옵션가

격은  , 그릭스는  

  이다. 

옵션가격결정의 정확도는 가장 중요한 값인 현재시

간   에서의 옵션가격과 그릭스에 대해서 다음 오차

로 나타낸다.

 
  (22)

여기서 는 해석적인 방법의 값이고, 
는 수치적 근사를 사용하여 얻은 값이다. 실험에 사용한 

값은              

   이다.

Table. 1 FDM estimate of the price and Greeks of the 
exchange option.

Exact FDM1 FDM2
Price
rError

8.777591
0

8.765359
1.39e-03

8.776234
1.55e-04
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표 1의 유한차분법은 자산가격의 구간 [0, 300]을 동

일간격의 구간으로 FDM1은 100개로 FDM2는 300개로 

나누었고, 시간구간 를 동일간격으로 FDM1은 

5,000개로 FDM2는 50,000개로 나누었다. 표 1에서 보

듯이 교환옵션과 같은 저차원 옵션의 경우에는 유한차

분법의 정확도가 매우 높았다. FDM1보다 세밀한 간격

으로 이산화한 FDM2가 성능이 더 높았다.

Table. 2 MC simulation estimate of the price and Greeks 
of the exchange option.

MC1 MC2 MC3
Price
rError

8.784203 
7.53e-04

8.776402
1.35e-04 

8.777109
5.49e-05


rError

0.573611
8.10e-04

0.573094
9.24e-05

0.57313
2.97e-05


rError

0.017738
6.82e-04

0.017724
9.47e-05

0.017725
4.06e-05


rError

-4.343678
1.01e-03

-4.338946
7.72e-05 

-4.339065
4.99e-05

표 2의 MC 방법은 옵션가격과 그릭스의 추정을 위해

서는 많은 샘플경로를 생성하여야 하는데, MC1은 개, 

MC2는 개, MC3은 개를 사용하였다. 교환옵션과 

같은 저차원 옵션의 경우에는 MC 방법이 FDM보다 부정

확하고 계산속도가 느리지만, 많은 샘플경로를 사용하면 

표 2에 보듯이 정확도가 높아져서 FDM에 근접한다.

Table. 3 Differential neural network estimate of the price 
and Greeks of the exchange option.
Iteration number 100,000 200,000 400,000

Price
rError

8.777660
7.85e-06

8.777587
4.85e-07

8.777516
8.51e-06


rError

0.573152
9.44e-06

0.573139
1.45e-05

0.573152
9.37e-06


rError

0.017699
1.52e-03

0.017708
1.01e-03

0.017701
1.38e-03


rError

-4.330462
2.03e-03

-4.330742
1.97e-03

-4.331632
1.76e-03

표 3에서는 제안한 미분신경망의 학습회수에 따른 

정확도를 보여준다. 학습회수가 커지면 학습시간은 증

가하나 성능이 향상되었다. 신경망은 10,000개의 샘플

경로를 사용하여 배치로 학습하였고, 신경망 다섯 개를 

독립적으로 학습하였다. 옵션가격과 그릭스의 추정시

에는 다섯 개의 신경망에서 각각 1000번의 추정치를 얻

어, 이를 평균하였다. 표 1, 2, 3에서 가장 높은 정확도를 

굵은 글씨체로 나타낸 것에서 보듯이 옵션가격과 금융

공학에서 중요한 역할을 하는 델타의 계산에는 신경망

을 사용하는 것이 효과적이었으나, 감마와 세타의 경우

에는 성능이 하락하였다.

Table. 4 rErrors of numerical methods for the exchange 
options with several initial stock prices.
   20,60 40,60 60,40 60,20

Price
FDM2
MC2
Ours

5.64e-02
3.13e-03
1.25e-02

5.55e-04
2.36e-05
6.22e-05

4.08e-07
9.42e-05
1.31e-06

1.81e-08
6.75e-05
2.90e-07



FDM2
MC2
Ours

4.67e-02
1.52e-03
2.22e-03

2.15e-04
2.91e-04
6.63e-05

1.03e-04
1.20e-04
1.78e-05

3.28e-06
4.21e-05
2.25e-06



FDM2
MC2
Ours

4.06e-02
1.74e-03
1.36e-03

1.70e-04
2.55e-04
2.11e-03

2.48e-04
5.14e-05
4.14e-03

2.07e-04
2.06e-02
8.42e-02


FDM2
MC2
Ours

8.95e-02
1.15e-03
8.80e-04

6.51e-06
1.55e-04
3.73e-03

2.82e-05
2.71e-04
6.84e-03

2.07e-04
2.39e-02
1.09e-01

표 1-3의 실험에서는 초기 자산가격이    

  이었고, 표 4에서는 다양한 초기값을 사용하

였다. 실험 시간의 감소를 위하여 수행시간이 작은 MC2
와 Ours로 표시한 제안한 방법은 학습회수를 100,00을 

사용하였다. 가장 높은 정확도를 굵은 글씨체로 나타내

었고, FDM2는 7번, MC2는 4번, 제안한 방법은 5번의 

가장 높은 성능을 나타내었다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 신경망의 학습에 해결하려고 하는 문

제의 미분관계식을 포함하였다. 이러한 접근에 따라 확

률미분방정식과 블랙-숄즈 방정식을 만족하는 신경망

을 사용하여 옵션의 가격과 그릭스를 계산하였다. 옵션

가격과 금융공학에서 중요한 역할을 하는 델타의 계산

에는 제안한 방법이 효과적이었으나, 감마와 세타의 경

Exact FDM1 FDM2


rError

0.573140
0

0.572740
7.09e-04

0.573102
7.80e-05


rError

0.017726
0

0.017728
1.15e-04

0.017726
1.07e-05


rError

-4.339281
0

-4.344155
1.12e-03

-4.339812
1.22e-04
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우에는 성능이 하락하였다.
옵션의 차원이 커지만 유한차분법은 사용할 수 없으

므로, 몬테카를로 방법의 장점을 결합한 신경망 방법이 

효과적일 것이다. 향후에는 몬테카를로 방법에서 분산 

감소 방법을 적용하여 신경망의 성능을 향상시키는 연

구가 필요하다 판단된다.
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