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요  약

Kirchhoff-Love 판 (KLP) 방정식은 특정 외력이 얇은 막에 끼치는 변형을 기술하는 잘 알려진 이론이다. 한편, 
frequency 도메인에서 진동하는 판을 해석하는 것은 주요 진동 주파수와 고유함수들을 구하는 것과 판의 진동을 예

측하는데 중요하다. 다양한 모드 분석 방법들 중 dynamic mode decomposition (DMD)는 효율적인 data 기반 방법이

다. 이 논문에서 우리는 DMD를 기반으로 sine 유형 외력의 영향력 안에 있는 KLP의 모드 분석을 수행한다. 우리는 

먼저 유한차분법을 사용하여 이산적으로 표현된 시계열 형식의 KLP 해를 구한다. 720,00개의 FDM으로 생성된 해

중에서, 오직 500개의 해만을 DMD의 구현을 위해 선택한다. 우리는 결과적으로 얻어진 DMD-mode를 보고한다. 또
한, DMD를 통하여 KLP의 해를 예측하는 효율적인 방법을 소개한다.

ABSTRACT

Kirchhoff-Love plate (KLP) equation is a well established theory for a description of a deformation of a thin plate 
under certain outer source. Meanwhile, analysis of a vibrating plate in a frequency domain is important in terms of 
obtaining the main frequency/eigenfunctions and predicting the vibration of plate. Among various modal analysis methods, 
dynamic mode decomposition (DMD) is one of the efficient data-driven methods. In this work, we carry out DMD based 
modal analysis for KLP where thin plate is under effects of sine-type outer force. We first construct discrete time series 
of KLP solutions based on a finite difference method (FDM). Over 720,000 number of FDM-generated solutions, we 
select only 500 number of solutions for the DMD implementation. We report the resulting DMD-modes for KLP. Also, 
we show how DMD can be used to predict KLP solutions in an efficient way.
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Ⅰ. 서  론

Kirchhoff-love plate (KLP) 방정식은 판 구조물 해석

에 이용되는 고전적인 방정식으로 외력에 의한 얇은 판

의 변형을 모사하고 있다 [1,2]. KLP는 다양한 응용 분

야에서 사용되고 있는데, 예를 들어 haptic 분야에서 판

에 작용하는 sine 함수 타입의 외력에 판이 어떻게 진동

하는지를 해석하는데 KLP가 사용될 수 있다 [3]. 따라

서 KLP를 수치적으로 모사하는 다양한 방법이 알려져 

있는데, 예를 들어 finite difference method를 통한 방법

과 [2], finite element method를 통한 방법이 알려져 있

다 [4,5]. 
한편 진동 하는 판의 frequency domain에서의 해석은 

주요 frequency 및 eigenfunction을 얻는 것과 판의 진동 

예측 측면에서 중요하다. 예를 들어 판의 주요 frequency 
와 그에 해당하는 모드(mode)를 안다면, 판의 진동을 적

은 수의 주요 mode들을 통하여 묘사할 수 있다는 장점

이 있다. 이렇게 지배 방정식의 eigenfunction을 의미하

는 mode들을 구하는 것은 Koopman operator를 통하여 

이루어지거나, dynamic mode decompositin (DMD) 을 

통하여 이루어 질 수 있다 [6,7,8]. 
최근 DMD는 유체 역학 분야를 포함한 다양한 역학 

분야에서 장점이 부각되고 있다 [6,7,8]. 몇 가지 장점을 

열거하자면 먼저 DMD는 n-개의 이산적으로 관측되거

나 혹은 수치적으로 모사된 해를 이용하여, 지배 방정식

의 특성을 연속적인 관점에서 일반화 할 수 있다. 또한 

DMD는 비선형 문제에도 적용이 될 수 있다. 그리고, 작
은 수의 mode를 구하는 것이 DMD의 목표임으로 

Koopman을 통한 mode 분석에 비해 계산 시간이 작다

는 장점이 있다. 마지막으로 강조하고자 하는 점은 

DMD는 지배 방정식 없이 구현될 수 있는 data-driven 
method라는 점이다. 

본 논문의 주요 목표는 sine 타입 함수의 외력에 의해 

진동하는 판에 대한 mode 분석을 DMD를 통하여 수행

하는 것이다. 먼저 data를 얻기 위해서 FDM을 사용한

다. n개의 시간에서 판의 변형으로 이루어진 data가 일

단 구해지면, DMD를 통하여 mode 분석을 수행한다. 주
요 진동 주파수에 따른 DMD-mode를 통하여 KLP의 연

산기를 분석할 수 있다. 또한 이를 통하여, 측정된 시간 

이후의 KLP 해를 추측하려 한다.
본문의 구성은 다음과 같다. 2.1 에서 KLP 방정식과 

이를 수치적으로 풀기 위한 FDM 방법을 소개한다. 2.2
에서는 DMD 알고리즘과, 이를 통한 해의 예측 알고리

즘을 제안한다. 3장에서 이러한 DMD 기반 알고리즘의 

결과를 보고한다. 이어서 4장에서 결론을 기술한다.

Ⅱ. 방 법

본 장에서 DMD를 통한 KLP 방정식의 모드 분석 방

법을 소개한다. 먼저 DMD는 data-driven 방법이기 때문

에 KLP의 n-개의 시간에서 측정한 해가 필요하다. 본 논

문에서는 편의상 FDM을 통하여 생성된 KLP의 해를 사

용한다. 2.1장에서는 KLP 방정식과 FDM을 통한 수치 

해석 방법을 소개한다. 2.2에서는 DMD를 통한 모드 분

석 알고리즘을 소개하고 DMD를 활용한 KLP 예측 방

법을 소개한다.

2.1. KLP 방정식과 FDM을 통한 해석 방법

2차원 domain 에서 Kirchhoff-love plate 방정식은 

다음과 같이 기술된다. 



 

 ∇∇   (1)

여기서 는 에서의 판의 방향으로 

변형을 의미하며, 는 판에 작용하는 외력을 의

미한다. 또한 은 밀도, 는 판의 두께, 는 tension 상

수, 그리고,  는 Poisson 상수 

와 Young’s modulus 에 의해 결정되는 flexual rigidity
를 의미한다. 또한 보통 초기 조건과 경계 조건에 의해

서 방정식이 정의가 되는데, 본 논문에서는 다음의 

clamped 경계 조건을 부여한다.










   

   




  

(2)

방정식 (1)-(2)를 풀기 위한 FDM 방법을 [2]의 방식

에 따라 간략히 소개하고자 한다. FDM은 domain을 

×개의 격자로 나눈 후, 격자의 node 위에서의 함수

의 값을 이용하여, 함수의 미분값을 구하는 방식이다. 

함수 의 값을       와 같이 표기 할 
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때, 의 4차 미분들은 다음과 같이 구한다.




 




  



 






(3)

본 논문의 목표는 FDM을 통한 KLP의 해석에 대한 

것이 아님으로, 그 외의 자세한 구현 과정은 생략하고자 

한다. DMD알고리즘에 적용하기 위한 data를 생성하기 

위해서, FDM을 통하여 먼저 KLP를 해석하여 n-개의 

고정된 시간에서의 해를 얻는다. 그 후, DMD를 통한 모

드 분석이 수행된다.

2.2. DMD 알고리즘과 KLP의 적용

2.1에서 다음의 형태의 KLP의 해로 이루어진 이산-
시계열 데이터가 얻어졌다고 하자.

 { }.

각각의 들은      형식으로 동일한 시

간 간격에 의해 나열된 KLP의 해이며, 편의상 벡터 형

태로 표현한다. 즉 2.1에서 격자의 개수가 ×이면, 

각각의   (  )는 크기가  인 벡터이다. 
DMD의 목표는 

  (4)

꼴인 연산기 ∊ × 을 소수의 eigenvalue들과 

DMD mode들을 통하여 대략적으로 근사하는 것이다. 
연산기 를 근사 하게 되면 1) 역학 시스템에서 주요 모

드를 알 수 있으며, 2)    이후의 KLP 해에 대해서

도 추측이 가능해진다. 
DMD 알고리즘을 구현하기 위해서는 먼저 다음과 같

은 matrix들을 정의해야 한다. 












∣∣ ∣
  ⋯∣∣ ∣

  










∣∣ ∣
  ⋯∣∣ ∣

(5)

방정식 (3)을 만족하는 연산기 는 를 만족

함으로,  를 만족하는 연산기를 구하면 충분하

다. 이 때, data의 숫자인 n이 커질수록, DMD 알고리즘

을 통한 연산기에 대한 예측이 더욱 정확해 진다.
DMD 알고리즘은 다음과 같다 [6,7,8].

=========================================
Algorithm 1. DMD
1) Obtain (reduced) SVD of X, i.e.,

 

where ∊  × ∊  ×  ∊  × .
2) Construct matrix

 
  
   
  

.

3)Find eigenvalues and eigenvectors of , i.e.,


4) Compute DMD mode by

 


 .

=========================================

Algorithm 1. DMD에서 단계 1) 에서 X의 SVD를 찾

는다. 이 때, 은 큰 숫자일 필요가 없고 보통 1에서 20정
도의 숫자로 결정하여도 충분하다. 단계 2) 에서는 연산

기 를 basis 를 사용하여 나타낸 것이다. 또한, 3)에

서 구한 들의 eigenvalue들은 의 eigenvalue들과 일

치한다는 것이 알려져 있다 [6,7,8]. 
마지막으로 단계 4)에서 DMD mode들을 구하는데, 

다른 방법으로는   을 통하여 DMD mode를 구할 

수도 있다. 
Algorithm 1. DMD 의 정확도는 이 큰 숫자일수록 

정확해지지만, 비교적 단순한 역학 시스템에서는  

일 때도 에 대한 예측이 어느 정도 가능할 수 있다. 또
한 DMD와 기존의 SVD와 다른 점을 기술 하면 1) DMD
를 통하여 얻게 된 eigenvalue와 DMD mode들은 복소

수로 표현되며, 2) 모든 DMD mode들은 지배적인 

(dominant) mode로 간주 된다는 점이 다르다.
DMD mode를 구하면 그 자체로 역학 시스템을 분석

한 것이라는 의미가 있지만, 그 외에도 여러 가지 적용

이 가능하다. 예를 들어    으로 표현된 

이산 데이터 사이의 값들은 interpolation할 수 있는데 수

식은 다음과 같다.

    


   arg min∥∥
(6)

이때, 는 DMD-mode들을 통하여 구성한 행렬이다. 
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DMD의 또 다른 응용은 마지막으로 측정된 data 이후의 

KLP의 해를 예측하는 것이다. 이러한 예측은 위의 수식

과 비슷하게 이루어진다. 이때, 정확한 예측을 위해서, 
마지막으로 측정된 data 즉, 을 사용한다.

    


   arg min∥∥
(7)

즉, (7)식에서    을 대입한다면, 의     
에서의 값을 DMD를 통하여 예측할 수 있다. (6), (7) 식
에서 를 구하는 과정은, minimization 문제를 푸는 것

으로 정의되었다. 구현은 Matlab의 Pinv를 통하여 쉽게 

구할 수 있다.

Ⅲ. 결 과

먼저 KLP의 모사에서 사용한 파라메터는 다음과 같

다. Domain은  로 설정하였으며, 무차원 문제

로 (1)을 바꾸기 위해서    로 파라메터

를 설정하였다. 또한 외력은  인 주기함수 타입

으로 다음과 같이 정의하였다.

 cos  if  ∊  
  

(8)

FDM을 통한 수치 방법에서는 로 설정하였

다. 또한 stability 조건을 만족하기 위해서 목표 시간 

T=2.5초까지의 결과를 예측하기 위해서 timestep을 

720,000번 나누어서 해석을 진행하였다. 
구현은 Matlab을 통하여 이루어 졌으며, 컴퓨터 환경

은 Intel(R) Core(TM) i9-10940X CPU에서 이루어졌다. 
FDM을 통한 해석에는 총 29,243초의 CPU-time이 소요

되었다. 
수식 (5) 형식으로 행렬들을 만들기 위해서, 500개의 

FDM에서 생성된 solution을 추출하였다. 즉, 0.005초의 

간격을 갖고 있는 시계열 data 형식의 FDM solution이 

행렬 X, Y를 구성하기 위해 사용되었다. FDM에서 

720,000번의 timestep을 사용한 것에 비해서 500개의 

data만 DMD의 분석에서 사용됨으로, 성기게 (sparse) X
와 Y를 구성하였다 할 수 있다. 마지막으로 X, Y의 

column의 크기는 격자의 총 node 수에 해당하는 

 가 된다. 

Algorithm 1을 통하여 DMD mode를 구할 때,   
로 설정하였다. DMD mode를 Algorithm 1을 통하여 구

하는데 걸리는 시간은 0.69초로 매우 효율적으로 구해

질 수 있음을 알 수 있다. 이것은 Koopman operator를 

구하는 것에 비해 훨씬 쉽고 효율적으로 이루어진 것이

다. 총 20개의 DMD mode중 대표적인 4개의 mode를 그

림 1에 나타냈다.

Fig. 1 Graphs of typical four DMD modes of KLP.

a) Target solution b) DMD-generated solution 

Fig. 2 Comparison of FDM generated solution (top) and 
DMD - predicted solution (bottom) for KLP at time 
T=2.75 (  ).

또한 DMD의 적용으로 KLP의 해를 예측할 수 있다. 
FDM으로는 2.5초까지의 해를 예측 한 반면, DMD를 사

용하면 2.5초 이후의 KLP의 해를 예측할 수 있다. 이러

한 예측은 (7) 수식을 통하여 이루어지는데, 계산에 소

요된 시간은 총 1.35초였다. 이것은 FDM 해석에 29,243
초가 소요된 것에 비해 매우 작은 시간이다. 그림 2는 (7) 
식에   을 대입하여, T=2.75초에서 KLP를 예측한 

DMD 기반 해와 FDM 기반 해를 비교한 그래프이다. 
DMD로 예측한 해의 대략적인 형태가 FDM 해와 거의 
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비슷한 것을 확인 할 수 있다. 따라서, 매우 작은 시간 비

용으로 효율적으로 DMD가 FDM의 해석 결과를 확장

할 수 있음을 알 수 있다.
반면, 표 1은 DMD를 통한 해의 예측과 FDM을 통하

여 얻은 해를 비교한 에러 표이다. 수식 (7)에 를 100, 
200, 300을 대입함으로써, 시간 T=2.75, 3, 3.25 초에서

의 KLP의 해를 예측하고 이를 FDM으로 생성된 해와 

비교하여 상대 L2 에러를 계산하였다. 이 때, 가 커질

수록 에러가 커짐을 알 수 있다. 에러가 10~20%로 조금 

크다고 할 수 있지만, DMD로 예측된 해와 FDM으로 예

측된 해의 대략적인 형태가 유사함으로 (그림 1 참고), 
DMD를 통하여 KLP의 해를 효율적으로 근사했다고 할 

수 있다.

Table. 1 Relative errors between DMD-generated solutions 
and FDM generated solution.

, T(s) Relative L2-error

100, 2.75 15.16%

200, 3 15.89%

300, 3.25 14.74%

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 DMD를 사용하여 KLP의 연산기를 해

석하는 방법을 소개하였다. DMD는 이산적으로 측정된 

데이터를 통하여 작동함으로, KLP의 분석을 위해서 

FDM을 사용하여 데이터를 생성하였다. 총 720,000개
의 FDM으로 생성된 data중, 500개의 data를 사용하여, 
DMD-mode 분석을 수행하였다. 그 결과, KLP 역학 연

산기(dynamic operator)의 mode들을 효율적으로 찾을 

수 있었다.
또한 DMD를 사용하여, FDM으로 예측한 결과를 확

장 하였다. FDM으로는 2.5초까지만 해석을 진행한 후, 
DMD를 통하여, 2.75초, 3초, 3.25 초에서의 KLP의 해

를 예측하였는데, 이러한 예측은 오직 1.3초밖에 소요 

되지 않았다. 이것은 FDM을 통한 해석이 29,243초 걸

린 것과 비교해서 매우 작은 시간이다.
본 논문에서는 FDM을 사용하여 얻은 해석 결과를 

통하여 DMD 분석을 시행하였다. 하지만, 진동판의 변

형을 실험적으로 측정하여 행렬 X,Y를 구성할 경우에

도 동일하게 결과가 확장 될 수 있을 것으로 예상한다. 
마지막으로, 본 결과는 haptic 분야에서 두 개 이상의 

actuator가 등장할 경우, actuator에 의한 localization 
factor를 예측하고 최적화 하는 방법에 사용될 수 있을 

것으로 기대된다.
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