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요  약 

본 논문은 거리 공간(metric space) 속에 포함된 그래프에서 각 간선의 가중치가 거리 공간 상의 두 끝 정점간의 거

리로 주어지는 그래프를 다룬다. 특별히 우리는 이러한 그래프 중 개 정점을 가진 경로 에 관해서 연구한다. 우리

는 경로 에 하나의 간선을 추가해서 새로운 그래프   얻을 수 있다. 그러면 그래프 의 두 정점 사이의 최단 경로

의 길이를 생각하고 이 길이들 중 최댓값에 주목한다. 이 최댓값을 그래프 의 지름(diameter)라고 부른다. 우리는 

그래프 의 지름이 최소가 되도록 추가하는 간선을 찾고 싶다. 특별히 임의의 실수   에 대해서, 의 지름이 

이하가 되는 추가 간선이 존재하는지 여부를 결정하는 문제에 대해  시간 알고리즘을 제안한다. 이것은 이전 알

려진 시간복잡도 log을 개선한다. 이 결정 알고리즘을 이용해서 주어진 경로 의 길이 에 대해서, 의 지

름의 최솟값을 찾는 log시간 알고리즘을 제안한다. 

ABSTRACT

This paper deals with the graph in which the weights of edges are given the distances between two end vertices on 
a metric space. In particular, we will study about a path  with  vertices for these graphs. We obtain a new graph   
by augmenting an edge to . Then the length of the shortest path between two vertices on   is considered and we focus 
on the maximum of these lengths. This maximum is called the diameter of the graph  . We wish to find the augmented 
edge to minimize the diameter of  . Especially, for an arbitrary real number  , we should determine whether the 
diameter of   is less than or equal to  and we propose an -time algorithm for this problem, which improves on 
the time complexity log previously known. Using this decision algorithm, for the length  of , we provide an 
log-time algorithm to find the minimum of the diameter of  . 
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Ⅰ. 서  론

간선들이 가중치를 가진 그래프     상의 임

의의 두 정점 와   사이의 거리  는 와   사이

의 최단 경로의 간선들의 가중치 합으로 정의한다. 그러

면 그래프 의 지름(diameter)는 모든 정점 쌍  에 

대한 거리  의 최댓값으로 정의한다. 

본 논문에서는 거리 공간 (metric space) 속의 개 정

점들을 가진 경로 그래프 를 생각한다. 거리 공간에서 

두 점 와 사이의 거리를 ∥∥로 나타내면, 임의의 

세 점 , , 에 대해서 삼각 부등식∥∥≤

∥∥∥∥이 성립한다. 경로 의 개의 정점 

  에 대해서, 정점 과 사이에 간선이 존

재하고, 간선의 가중치는 ∥∥로 주어진다. 우리

는 경로 에서 인접하지 않은 두 정점 와 사이에 간

선을 추가할 것이다. 이 간선의 가중치는 ∥∥가 된

다. 이 간선이 추가된 그래프를 라고 할 때, 의 지름

이 최소가 되는 간선 를 찾을 것이다. 

우리가 추가하는 간선 은 두 정점 와 를 잇는 

지름길(shortcut)이라고 생각할 수 있고, 본 논문에서 다

룰 문제는 경로 에 지름길을 추가해서 가장 먼 두 정점

사이의 거리를 최소화하는 문제라 할 수 있다. 특별히 임

의의 실수   에 대해서, 지름길 을 추가했을 때, 
의 지름이 보다 작거나 같은지 여부를 알아내는 문제

를 생각할 것이다. 이 문제를 결정 문제라고 부른다.

Ⅱ. 관련 연구

[1]에서 저자들은 거리 공간 속에 경로와 트리 그래프

에서 하나의 간선을 추가해서 그래프의 지름이 최소가 

되게 하는 문제를 연구하였다. 그들은 그래프가 경로인 

경우 지름이 최소가 되는 지름길을 구하는 문제에 대한 

log시간 알고리즘을 제안하고, 그래프가 트리

인 경우에  log시간 알고리즘을 제안한다. 또한 

거리 공간이  인 경우에 경로에 대한 문제를 푸는 

시간 -근사 알고리즘을 제안한다. 

그들은 경로에 대해서,   가 주어질 때, 결정 문제를 

log시간에 해결한다. 그리고 Megiddo의 매개변

수 탐색(parametric search) [2]을 이용해서 지름의 최소

화를 찾는 최적화 문제를 log시간에 해결한다. 

[3]에서는 공간 속의 트리에 대한 문제의 [1]에서의 

결과를 개선한다. 저자들은 최적화문제에 대한 

log시간 알고리즘을 제안하고, 

log 시간 -근사 알고리즘을 제안하다. 또한 

저자들은 일반적인 가중치 간선을 가진 트리에 대한 문

제를 연구한다. 이 문제에 대해서는 [4]에서  log

시간 알고리즘이 제안되었다. [3]의 저자들은 이 결과를 

개선하는 시간 알고리즘을 제안한다.

보다 일반적이고 많은 변형 문제들이 연구되어 왔다

[5, 6, 7, 8, 9]. 특별히 음이 아닌 가중치의 간선을 가진 

일반 그래프 에 개의 새로운 간선을 추가해서 그래

프의 지름을 최소화는 문제를 생각할 수 있다. 하지만 

그 문제는 NP-hard 임이 증명되었다 [10]. 또한 일반 그

래프 문제에 대한 근사 알고리즘들이 제안되었다 [6, 7].

그래프 의 지름을 최소화하기 위해 간선을 추가하

는 문제에서 그래프 가 평면 위에 주어지고 추가되는 

간선의 두 끝점이 그래프  위에 어느 곳에도 위치할 수 

있는 경우를 생각할 수 있다. 다시 말해서, 간선의 두 끝

점이 기존 그래프 의 간선 위에 임의의 위치에 놓일 수 

있는 경우이다. 이 문제를 연속(continuous) 버전이라 한

다. 연속 버전에 대해서, [11]의 저자는 지름을 최소화하

기 위해 경로에 간선을 추가하는 문제를 연구하고, 근사 

알고리즘을 제안한다. [12]에서 저자들은 연속 버전에

서 평면 위의 사이클에 대한 문제를 연구한다. 그들은 

사이클의 지름을 최소화하기 위해 추가하는 두 간선을 

찾는 문제를 해결한다. 또한 그들은 사이클이 볼록한 경

우에 최적의 두 간선을 찾는 시간 알고리즘을 제

안한다. 

간선을 추가해서 그래프의 반지름을 최소화하는 문제

도 생각해볼 수 있다. 그래프의 어떤 정점에서 가장 먼 정

점까지의 거리가 최소가 되는 정점을 중심(center)이라

고 하고, 중심에서 가장 먼 정점까지의 거리를 그래프의 

반지름이라고 한다. [13]에서 저자들은 중심이 간선의 
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중간에 놓일 수 있는 연속 버전을 생각한다. 그들은 거리 

공간 속 경로에 대한 문제를 푸는 시간 알고리즘을 

제안한다. 중심이 정점에 놓여야 하는 경우에 대해서는 

[14]에서 역시 시간 알고리즘을 제안한다.

Ⅲ. 정의

거리 공간 속 개 정점들을 가진 경로     

가 주어지고, 정점들은 배열   에 저장된다고 가

정한다. 다시 말해서, 모든  ≤  ≤ 에 대해서, 
  . 특별히, 경로의 시작 정점 과 끝 정점 을 

각각 와 로 나타낸다. 여기서 우리는 논문 [1]의 정의

와 표기법을 따를 것이다. 

 ≤    ≤ 에 대해서, 의 부분경로    

를  로 나타낸다. 또한 경로  의 양 끝점을 

간선 으로 연결해서 얻는 사이클을  로 나타

낸다. 결과적으로 경로 에 간선 을 추가해 얻어진 

그래프를  로 나타낸다. 를 그래프 의 두 정

점사이의 거리를 나타낸다고 하면,  를  로 

  를  로 나타낸다. 그러면  를 다음과 같

이 정의한다:

   max ≤    ≤ 
    . (1)

 는 간선이 추가된 그래프  의 지름이

다. 따라서 우리는 이 지름이 최소가 되게 추가되는 간

선 를 찾고 싶다. 이때의 최소 지름을 로 나

타낸다. 우선 우리는 임의의 실수   에 대해서, 

 ≤  인지 여부를 결정하는 문제를 다룰 것이다. 

우리는 네 개의 함수   ,   ,   , 
 을 활용할 것이다. 각 함수들은 다음과 같이 정

의된다:

   max ≤  ≤ 
    , (2)

   max ≤  ≤ 
    , (3)

       , (4)

   max ≤    ≤      . (5)

그러면  은 네 개의 함수 값   ,   , 
  ,  의 최댓값임을 알 수 있다. 

Ⅳ. 알고리즘

본 장에서 우리는 임의의 실수   에 대해서, 

 ≤  를 결정하는 알고리즘을 생각할 것이다. 그
러면 어떤  가 존재해서,   ≤ 를 만족해야 

한다. 따라서 알고리즘은 각  ≤   에 대해서,
  ≤ 가 되는 어떤    ≤ 가 존재하는지 여

부를 결정할 것이다. 

우선 경로 의 가중치들로 정의되는 전위 합(prefix 
sum)을 생각한다. 를 정점 과 사이의 간선

들의 가중치 합이라고 하자. 모든 전위 합은 시간

에 계산할 수 있다. 정점 와  사이의 부분합 

 은 두 정점사이의 간선들의 가중치 합으로 

정의한다. 그러면      

와 같이 구할 수 있다. 

이전 장의 네 개의 함수 중 우선  를 생각한다. 

 는 간선 를 추가했을 때, 와   사이의 거

리이다. 위의 부분 합을 활용하면 다음과 같이 구할 수 

있다:

    ∥∥  . (6)

또한   ≥  이고,   ≤

 임을 알 수 있다.   에 대해서, 는 부터 작아

지는 순서로 를 위 식 (6)에 의해서 계산한다. 그
래서   ≤ 를 만족하는 가장 작은 정수 를 찾

아서 로 나타낸다.   에 대해 를 구하고, 
일 때를 생각해보자. 는 이하만을 고려해도 

충분하다. 왜냐하면,      ≤

 이기 때문이다. 따라서 모든  ≤   에 대

해서,   ≤ 를 만족하는 를 찾는데 총 

시간이면 충분하다. 아래 그림 1을 참조한다. 

Fig. 1 compute 
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다음은  를 생각한다.  는 간선 를 

추가했을 때, 정점 , ...,   중에서 로부터 가장 먼 거

리를 나타낸다. 우선  ≤ 인 가장 큰 정수 를 

찾고 이를 로 나타낸다. 이 정수를 찾는데 시간

이면 충분하다. 또한   ≤  이고, 
  ≤ 임을 알 수 있다.   에 대해서, 
는 부터 증가하는 순서로 고려해서,   ≤ 

인 가장 큰 정수 를 찾아서 로 나타낸다.   에 

대해서, 를 구한 후, 의 경우를 생각한다. 는 

에서부터 작은 순서로 고려한다. 왜냐하면, 
   ≤  이기 때문이

다. 결과적으로 는 부터 작은 순서로 까지 고려

된다. 모든  ≤   에 대해서,   ≤ 를 만

족하는 를 찾는데 총 시간이면 충분하다. 아
래 그림 2를 참조한다.

Fig. 2 compute 

 를 생각해보면,  는 간선 를 추가

했을 때, 정점 , ...,   중에서 로부터 가장 먼 거리를 

나타낸다. 이것은 위의  와 대칭적으로 생각할 수 

있다.   ≤ 를 만족하는 가장 작은 정수 를 

찾고 이를 라고 한다.   인 경우,   ≤ 인 

가장 작은 정수 를 찾고 이를 로 나타낸다. 
  ≥ 이기 때문에      

에 대해서,   를 만족한다. 를 부터 작은 순

서로 고려하고, 에 대한 를 찾은 후, 의 경우, 
    ≤   이기 때문에 

은 이상에서 찾을 수 있다. 따라서 는 

부터 큰 순서로 까지 고려된다. 결과적으로 모든 

   ≤ 에 대해서,   ≤ 를 만족하는 

를 찾는데 총 시간이면 충분하다. 아래 그림 

3을 참조한다.

Fig. 3 compute 

마지막으로 함수  를 생각한다. 이 함수는 간

선 를 추가했을 때, 사이클  의 임의의 두 정

점간의 거리의 최댓값이다. 다시 말해서,  의 지

름이다. 각  ≤   에 대해서,   ≤ 인 가장 

큰 정수 를 찾아서 로 나타낼 것이다. 

우선 우리는 경로 상의 각 정점 에 대해서,  이후

의 정점 중 로부터의 거리가 를 최초로 초과하는 정

점을 생각하고, 이 정점을 Next로 나타낸다. 또한 사

이클  의 임의의 두 정점 , 에서, 둘 사이의 경

로 중, 간선 를 지나는 경로의 길이를 두 정점의 역 

거리(reverse distance)라고 부른다. 

를 고정하고 를 부터 증가하는 순서대로 하

나씩 고려할 것이다. 이 때,  ≤ 이고 Next≤ 인 

각 정점 에 대해서, 와 Next사이의 거리를 할 때, 
덱 의 tail에 저장된 거리가 보다 큰 것들은 delete
하고 tail에 를 저장한다. 

사이클  의 지름이 이하임을 검사하기 위해

서, 덱 의 head에 저장된 에 대해서, 와 Next
  사이의 역 거리가 이하임을 검사한다. 왜냐하면, 
덱 에 저장된 거리들이 head부터 tail 방향으로 증가

하는 순서로 저장되어 있으므로, 역 거리는 반대로 감소

하는 순서가 된다. 따라서 의 head에 저장된 정점의 

역 거리가 가장 크다. 그러므로 위의 역 거리가 이하이

면, 사이클  의 지름이 이하임을 알 수 있다 (그

림 4). 따라서 이 검사에서 와 Next  사이의 역 거리

가 를 초과하면, 이때의 에 대해서   이 된

다. 또한 가 덱 의 head에 저장된 이상이 되면 

의 head를 delete 한다. 이 과정은 덱 를 활용해

서 전체적으로 시간에 수행할 수 있다. 

Fig. 4 reverse distance
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01:  procedure ShortCut(λ)
02:  Compute an array u[], where u[k] is the smallest vertex 

index s.t. U(k, u[k]) ≤λ, for k = 1, ..., n
03:    Compute an array s[], where s[k] is the largest

vertex index s.t. S(k, s[k]) ≤λ, for k = 1, ..., n
04:    Compute an array c[], where c[k] is the largest

vertex index s.t. O(k, c[k]) ≤λ, for k = 1, ..., n
05:   Compute an array g[], where g[k] is the smallest

vertex index s.t. E(g[k], k) ≤λ, for k = n, ..., 1
06:    for each k from 1 to n do
07:        if k < g[n] then
08:            return false
09:        else
10:            if min(s[k], c[k]) < u[k] then
11:                return false
12:            else
13:                h´← u[k]
14:                k´← g[h´]
15:                if k < k´ then
16:                    return false
17:                else
18:                    return true
19:                end if
20:           end if
21:        end if
22:    end for

Table. 1 Pseudo code of the decision algorithm

따라서 종합적으로, 각  ≤   에 대해서, 
  이면,   ≥    이므로 모든 

   ≤ 에 대해서,    . 따라서  ≥ 

라고 가정하자. 우선 min   이면, 
  ≤ 를 만족하는 는 존재하지 않는다. 따라서 

min  ≥ 라면, ′   , ′  ′ 
라 하고,   ′이면,   ≤ 를 만족하는 는 존

재하지 않는다.  ≥ ′이면, 모든    ≤ ′에 대해서, 
  ≤ . 구체적으로, 위의 표 1과 같은 알고리즘

을 얻을 수 있다. 

정리 4. 1 거리 공간 안의 개 정점들을 가진 경로 

가 주어질 때, 임의의 실수   에 대해서, 간선을 추가

했을 때 결과 그래프의 지름이 이하인지 결정하는 

시간 알고리즘이 존재한다. 

주어진 경로 에 대해서, 시작 정점 와 끝 정점 사

이의 거리  를 라고 하자. 간선 추가 시 결과 그

래프의 지름의 최솟값을 라고 하면,  ≤ 이고, 따
라서 구간   안에서 이진 탐색(binary search)을 이

용해서 를 찾을 수 있다. 위의 결정 알고리즘을 활용

해서 이진 탐색을 log시간 안에 수행할 수 있다. 

보조 정리 4. 2 거리 공간 안의 개 정점들을 가진 경

로 가 주어지고 시작 정점 와 끝 정점 사이의 거리

를 라고 할 때, 간선을 추가했을 때 결과 그래프의 지

름의 최솟값을 찾는 log시간 알고리즘이 존재

한다. 

Ⅴ. 결 론

본 논문에서는 거리 공간 속의 개 정점들을 가진 경

로 가 주어지고, 각 간선의 가중치는 두 정점간의 거리 

공간의 거리로 주어진다. 경로 에 하나의 간선을 추가

해서 새로운 그래프 를 얻을 때, 그래프 의 지름이 

최소가 되는 추가 간선을 찾는 문제를 다룬다. 임의의 

실수   에 대해서, 간선을 추가했을 때 그래프 의 

지름이 이하가 되는지 여부를 결정하는 시간 알

고리즘을 제안한다. 이 알고리즘은 이전 연구 [1]의 

log  시간 복잡도를 개선한다. 그리고 주어진 경

로 의 길이 에 대해서, 의 지름의 최솟값을 찾는 

log시간 알고리즘을 제안한다. 향후에 거리 공

간 속에 있지 않고 일반적인 간선 가중치를 가진 경로에

서 대해서 지름을 최소화하는 간선 추가의 문제를 연구

할 수 있을 것이다. 
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