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초등학교 4학년 학생들의 수직선 이해 분석:

분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈을 중심으로*

김정원(대전신탄진초등학교, 교사)

분수 학습에서 수직선 모델의 중요성에 따라, 본 연구

에서는 초등학교 4학년 학생들의 수직선에서의 분수 개념

및 분수의 덧셈과 뺄셈에 대한 이해가 어느 정도인지 살

펴보았다. 수직선 검사 도구는 분수 나타내기, 분수의 크

기 비교, 분수의 덧셈 및 뺄셈과 관련된 문항으로 구성되

었으며 구조화된 수직선과 반구조화된 수직선을 제시하였

다. 연구 결과, 전반적으로 정답률이 높지 않았으며, 정답

보다 오답의 반응이 높게 드러난 문항들도 있었다. 또한

구조화된 수직선에 비하여 반구조화된 수직선이 제시되는

문항에서의 정답률이 낮게 드러났으며, 다양한 오답 반응

을 확인할 수 있었다. 본 연구의 결과를 바탕으로 초등학

생들의 분수 이해 및 수직선 이해를 위한 교수·학습 방향

에 관한 시사점을 논의하였다.

I. 서론

분수 개념의 중요성과 더불어 분수 개념의 이해를

돕는데 모델은 중요한 역할을 한다(Cramer et al.,

2017; Kara & Incikabi, 2018; Lamon, 2001). 이는 분

수의 다양한 모델을 통하여 단위, 분할, 동치 등의 분

수의 핵심적인 아이디어를 탐색할 수 있고 학생들의

분수에 대한 이해를 발전 및 심화시킬 수 있다는 것을

의미한다. 분수 모델에는 영역, 길이, 집합, 넓이 모델

등이 있으며, 길이 모델과 관련된 수직선은 영역, 집합

모델과 같은 구체적인 모델로 분수를 탐구한 경험을

확장하고 수로서의 분수를 이해하는 기회를 제공할 수

있다(유진영, 신재홍, 2020; Izsák et al., 2008). 또한

수직선에서 단위 및 0으로부터의 거리를 고려한 직선

위의 점으로 분수를 나타냄으로서 다른 자연수 및 분

수와의 관계를 통하여 하나의 수로 인식할 수 있게 한
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다(박예은, 2017; Teppo & van den Heuvel-Panhuizen,

2014).

이러한 분수 모델로서 수직선의 중요성에 따라 분

수를 학습할 때 수직선을 바르게 이해하여 사용할 필

요가 있다. 2015 개정 초등학교 수학과 교육과정에 따

른 초등학교 수학 교과서를 살펴보면 수직선은 2학년

의 세 자리 수를 학습할 때부터 도입되며(교육부,

2020a), 분수와 관련하여서는 여러 가지 분수를 나타내

고, 분수의 크기를 가시적으로 비교하고, 분수의 덧셈

과 뺄셈을 수행하는데 활용되고 있다(교육부, 2020b,

2020c). 이와 같이 수직선은 학생들이 분수를 학습할

때 자주 접할 수 있는 모델 가운데 하나로(Lee, Choy,

& Mizzi, 2021), 학생들의 분수에 대한 이해를 살펴볼

수 있는 수학교수학적(mathedidactical) 도구가 될 수

있으며, 수직선에 제시된 정보의 종류와 수직선의 형

태에 따라 교과서에 제시되고 있는 구조화된 수직선뿐

만 아니라 단위가 없는 수직선이나 빈 수직선과 같은

다양한 수직선을 활용할 수 있다(Teppo & van den

Heuvel-Panhuizen, 2014).

중요한 점은 교과서나 교사가 학생들이 수직선을

통해 이해하길 바라는 분수의 의미와 이 때 수반되는

사고 과정을 학생들이 공유할 수 있어야 한다는 점이

다. 하지만 실제 분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈에

관련된 수직선 과제에서의 학생들의 이해 실태를 살펴

보면, 학생들은 수직선에서 단위를 파악하지 못하거나

(Cramer et al., 2017), 수직선의 세로선 사이의 간격의

크기를 이해하지 못하여(이상미, 2010) 수직선에서 분

수를 나타내는데 어려움을 보였다. 또한 동일한 내용

을 영역 모델이나 식으로 해결할 때에 비하여 수직선

모델로 해결하는데 어려움을 겪었으며(김양권, 홍진곤,

2017), 분수의 덧셈이나 뺄셈의 경우 해결 과정을 수직

선에 나타내지 못하고 결과값만을 표시하는 반응을 드

러냈다(Kara & Incikabi, 2018).
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지금까지 이루어진 수직선에서의 학생들의 분수 이

해에 관한 선행 연구를 통하여 학생들의 이해 정도와

그 원인을 대략적으로 파악할 수 있다. 하지만, 자연수,

분수, 소수에 관한 전반적인 수직선 이해 실태를 살펴

보았거나, 우리나라 학생들을 대상으로 한 연구가 드

물었다는 한계가 있다. 이에 우리나라 학생들을 대상

으로 분수에 초점을 맞추어 수직선 표현에서의 해결

과정을 알아보는 연구가 필요하다. 이러한 맥락에서

본 연구에서는 우리나라 초등학교 4학년 학생들을 대

상으로 수직선에서 분수의 개념과 분수의 덧셈과 뺄셈

에 대한 이해를 살펴보고자 한다. 본 연구를 통하여

초등학교 학생들의 분수 개념과 분수의 덧셈과 뺄셈에

대한 이해와 수직선 모델에 대한 이해를 발달시킬 수

있는 교수·학습 방향에 관한 시사점을 제공해 줄 수

있으리라 기대한다.

II. 이론적 배경

1. 분수 학습에서 수직선

수직선은 수를 하나의 직선 위의 점들에 대응시킨

은유적 표현으로, 추상적인 수 체계의 수를 수직선에

가시적으로 표현함으로써 수를 직관적으로 파악하여

수 개념을 학습하는데 도움이 된다(김양권, 홍진곤,

2016; 이상미, 2010; Lakoff & Núñez, 2000;

Skoumpourdi, 2010). Herbst(1997)는 수직선을 기하에

서 다루는 직선과 구분하는데, 직선은 점으로 구성되

고 수를 가지지 않고 점이 문자로 표시되는 반면, 수

직선은 점에 수를 부여함으로써 수 체계의 무한성, 조

밀성, 연산의 구조를 체계적으로 드러낼 수 있다고 설

명한다. 또한 Duval(1999)은 수직선이 점과 선과 같은

기하학적 요소로 구성되었지만, 특정한 수를 나타내고

연산을 수행하는데 사용될 수 있다는 점에서 수직선을

기하학적 대상과 구별하여 인식해야 한다고 주장한다.

이와 같은 수직선은 수와 연산에 관한 사고를 조직

할 수 있는 잠재성을 가지지만, 수직선이 교수학적 도

구로서 유용하게 쓰이기 위해서는 수직선의 개념적 특

성을 이해하는 과정이 수반되어야 한다(Skoumpourdi,

2010). 특히, 수직선에서 분수를 나타내기 위해서는 단

위에 대한 이해, 분할, 다른 수와의 관계를 인식하고

이를 통하여 시각적 정보와 기호적 정보를 조정하는

과정을 이해해야 한다(Cramer et al., 2017). Saxe 외

(2013)는 수직선에 분수를 나타낼 때 핵심적 아이디어

로 구간(interval)과 순서(order)를 제시한다. 구간은 두

점 사이의 거리를 의미하며 0부터 1까지의 거리가 단

위 구간이 되는데 학생들은 단위 구간이 등분할되고

반복될 수 있다는 것을 이해할 수 있어야 한다. 또한

순서는 두 양 사이의 관계를 의미하며, 수직선에서는

점의 순서로 양의 크기를 비교할 수 있어 왼쪽에서 오

른쪽으로 갈수록 크기가 커지고 오른쪽에서 왼쪽으로

갈수록 크기가 작아지며 같은 점은 크기가 같다는 것

을 이해할 수 있어야 한다.

분수를 수직선에 나타내는 것은 분수에 대한 이해

를 깊게 하는데 도움이 될 수 있다. 즉, 수직선에 하나

의 점으로 나타내어진 분수는 단위 길이를 고려한 0으

로부터의 거리를 의미하는데, 이를 통해 분수를 하나

의 수로 인식할 수 있고 자연수나 다른 유리수와 비교

하여 수의 크기를 비교할 수 있게 하는 기회를 제공한

다. 따라서 학생들이 종종 분수를 2개의 범자연수로

이루어진 것으로 보는 오개념을 극복하거나(Lamon,

1999). 원, 퀴즈네르, 분수 띠 등의 다른 분수 모델에

비하여 분수 사이의 크기와 관계를 명확히 이해하는데

도움이 될 수 있다(Freeman & Jorgensen, 2015).

수직선은 다양한 형태로 나타내어질 수 있다. Saxe

(2004)는 수직선 활용을 형식(form)과 기능(function)에

따라 분류할 수 있다고 설명하는데, 이 때 형식은 점,

단위 구간, 0 등의 제시 유무에 따라 다르게 드러나는

시각적 특징을 의미하고 이러한 수직선의 형식은 수직

선이 어떤 상황과 주체에 의해 사용되어지는지의 기능

에 따라 결정된다. 이러한 맥락에서, Teppo와 van den

Heuvel-Panhuizen(2014)은 수직선의 여러 가지 시각적

형태와 교수학적 기능을 고려한 수직선 모델 유형

(Family of number line models)을 [표 1]과 같이 제시

하였는데, 수직선에 대한 이해를 통하여 실제 교수·학

습에 활용할 수 있다는 의의가 있다. 또한 Saxe 외

(2007)는 동일한 간격의 세로선과 각 점에 해당되는

수가 제시되는 수직선을 학생들이 자주 다룬다는 의미

에서 전형적인(routine) 수직선으로, 그렇지 않은 수직

선을 비전형적인(nonroutine) 수직선으로 분류하였고,

Skoumpourdi(2010)는 수나 기호의 유무에 따라 구조

화된(structured), 반구조화된(semi-structured), 빈
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유형
채워진 수직선
Filled

Number Line

빈 수직선
Empty

Number Line

길이-방향 수직선
Directed-length
Number Line

유리수 수직선
Rational

Number Line

비례 수직선
Proportional
Number Line

형식

기능

-동일 간격으로 나

열된 수가 제시

-수의 계열, 수의

순서 및 관계를

탐색

-문제 상황에 필

요한 수를 순서

대로 정렬하여

사용 가능

-수의 크기와 방

향을 화살표 길

이로 제시

-측정으로서의 수

개념 탐색 가능

-유리수의 계열성

및 조밀성 탐색

가능

-수직선의 세로선*

위와 아래에 수를

비례적으로 표시

-비례와 백분율을

추론

[표 1] 수직선 모델 유형 (Teppo & van den Heuvel-Panhuizen, 2014, p.57)

(empty) 수직선으로 구분하였다. 이와 같은 수직선의

다양한 형태는 수직선의 활용 가능성과 그에 따른 교

육적 가치가 높다는 것을 시사한다. 이에 본 연구에서

는 지금까지 살펴본 수직선의 중요성을 바탕으로 분수

학습에서 초등학생들의 수직선 이해 실태를 살펴봄으

로써 활용 가능성을 탐색해보고자 한다.

2. 교과서의 분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈에

제시된 수직선 분석

수직선은 현행 2015 개정 초등학교 수학과 교육과

정에 따른 수학 교과서의 세 자리 수, 네 자리 수, 큰

수를 다루는 단원과 분수와 소수를 다루는 단원에서

자연수, 분수, 소수의 체계를 나타내는 표현으로 사용

된다. 또한 분수의 덧셈과 뺄셈, 분수의 곱셈, 소수의

곱셈, 분수의 나눗셈, 소수의 나눗셈을 다루는 단원에

서 분수와 소수의 연산에 대한 이해를 돕기 위하여 수

직선이 활용되며, 추가적으로 수의 범위와 어림하기,

비와 비율, 평균과 가능성에 관한 단원의 일부 차시에

서도 제시되고 있다. 이 절에서는 분수 개념과 분수의

덧셈과 뺄셈 단원에 초점을 맞추어 수직선이 어떻게

활용되고 있는지 살펴보고자 한다.

우선, 분수 개념과 관련된 수직선 표현을 살펴보면

3학년 1학기 6. 분수와 소수 단원의 단위분수의 크기

를 비교하는 활동에서 수직선이 제시된다. 이 때 수직

선은 활동의 처음부터 다루어지는 것이 아니라 종이띠

를 이용해 단위분수의 크기를 비교해보는 활동을 한

다음, 종이띠에 나타난 단위분수의 크기를 수직선에도

* 본 연구에서 수직선의 세로선이란 수직선에서 수를 나타내기

위하여 표시한 hash marks 또는 tick marks를 의미한다.

나타내 보도록 한다([그림 1] 참조). 이후 활동에서는

종이띠없이 수직선만을 제시하여 단위분수를 나타내고

크기를 비교해보도록 한다. 따라서 교과서에서 분수를

나타내는 표현으로 수직선을 처음 제시할 때, 종이띠

와 함께 다루어봄으로써 종이띠와 수직선 표현을 연결

할 수 있고 수직선 표현을 이해하는데 도움이 될 것이

라 추측된다. 즉, 같은 분수를 종이띠에서는 색칠된 부

분으로 수직선에서는 0부터의 거리로 나타냄으로써 학

생들은 종이띠와 수직선으로 분수를 나타내는 방법의

공통점과 차이점을 시각적이고 암묵적으로 이해할 수

있을 것이다. 주목할 점은, 분수를 수직선에 나타낼 때

0부터 해당 분수의 위치까지의 거리로 표현하는데 이

는 자연수를 수직선에 나타낼 때 점으로 표시하는 것

과는 다른 방법이다.

[그림 1] 단위분수의 크기 비교 차시에서 수직선 도입

(교육부, 2020b, p.121)
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다음으로, 수직선은 3학년 2학기 4. 분수 단원에서

진분수, 가분수, 대분수와 같은 여러 가지 분수를 알아

보고, 분모가 같은 두 분수의 크기를 비교하기 위하여

사용된다. 예를 들어, [그림 2]와 같이 수직선에 0, 


,




, 


, 


, 


, 


, 


, 


을 제시하고 진분수와 가

분수의 예를 살펴보고 


와 


이 각각 자연수 1, 2와

같다는 관계를 시각적으로 제시한다. 한편, 분수만큼이

얼마인지 알아보는 차시에서 전체 10m의 


이 얼마인

지 알아보기 위하여 [그림 3]과 같은 표현이 제시되는

데, 제시된 막대의 길이가 10m라는 것을 나타내기 위

한 ‘자’의 역할을 하는 이 표현은 수직선과 형태가 유

사하여 학생들이 해당 표현을 수직선으로 인식할 수도

있다고 판단된다.

[그림 2] 진분수와 가분수를 나타내기 위하여 수직선

활용 (교육부, 2020d, p.85)

[그림 3] 분수만큼이 얼마인지 알아보는 차시에서 수직

선과 유사한 형태의 자 제시 (교육부, 2020d, p.82)

마지막으로, 4학기 2학기 1. 분수의 덧셈과 뺄셈 단

원에서 분모가 같은 분수의 덧셈과 뺄셈의 계산 방법

을 알아보기 위한 표현으로 수직선이 제시된다. 예를

들어, [그림 4]는 


+


의 계산 방법을 수직선을 통해

알아보는 것으로 수직선을 활용함으로써 분모가 같은

두 분수의 덧셈은 분자끼리 더하여 계산하면 된다는

계산원리와 결과값이 1과 2 사이가 된다는 것을 가시

적으로 알 수 있다. 또한 [그림 5]와 같이 수직선을 통

하여 


의 두 분수를 각각  


, 


 


로

바꾸어 계산할 수 있다는 원리를 이해할 수 있다.

[그림 4] 분수의 덧셈의 계산원리를 알아보기 위하여

수직선 사용 (교육부, 2020c, p.11)

[그림 5] 분수의 뺄셈의 계산원리를 알아보기 위하여

수직선 사용 (교육부, 2020c, p.19)

지금까지 살펴본 교과서에 제시된 수직선 표현은

학생들이 진분수, 가분수 등의 여러 가지 분수의 개념,

분모가 같은 분수의 크기를 비교하는 방법, 분모가 같

은 두 분수의 덧셈과 뺄셈의 계산 방법 등을 이해하는

데 도움이 될 것이다. 다만, 교과서에 제시된 수직선은

단위 구간이 등분할되어 대부분의 수가 명확히 드러나

고 분수의 덧셈과 뺄셈 과정이나 계산 결과를 학생들

이 쉽게 알 수 있도록 안내한다는 점에서, 학생들이

수직선의 중요한 핵심적 아이디어를 탐색할 기회가 다

소 제한적일 수 있다고 할 수 있다.

3. 학생들의 수직선 이해에 관한 선행 연구 고찰

분수를 학습할 때 수직선 모델을 활용하는 것은 다

른 분수 모델에서는 비교적 덜 명확하게 드러날 수 있

는 수의 크기와 관계를 이해할 수 있는 기회를 제공한

다(김양권, 홍진곤, 2016; Bright et al., 1988; Freeman
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& Jorgensen, 2015; Gravemeijer, 1994; Hamdan &

Gunderson, 2017; Hannula, 2003). 선행 연구에서는 학

생들의 수직선 이해 실태를 살펴보기 위하여, 교과서

에서 흔히 제시되는 수직선 형태 외에 다양한 수직선

형태를 활용하여 학생들의 반응을 살펴보고 있다. 분

수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈에 관련된 선행 연구를

통해 드러난 초등학생들의 수직선 이해 실태를 간략히

요약하면 다음과 같다.

첫째, 학생들은 다른 분수 모델에 비하여 수직선 모

델을 이해하는데 어려움을 겪는다. 예를 들어, 김양권

과 홍진곤(2017)은 초등학생들이 수 개념과 관련하여

수직선을 어떻게 이해하는지 살펴보기 위하여, 같은

내용과 구조의 문항을 그림, 수 트랙, 수직선 등으로

표현하여 학생들에게 제시하였다. 연구 결과, 학생들은

분수를 표현하거나 크기를 비교하는 문항 등에서 수식

이나 수 트랙, 그림 표현에 비하여 수직선 표현으로

나타내는데 낮은 정답률을 드러냈다. 이러한 연구 결

과는 Hannula(2003)에서도 확인할 수 있는데 


을 분

수 막대와 수직선에 각각 표현하도록 했을 때, 분수

막대에는 약 70%의 학생들이 정확하게 나타낸 반면,

수직선에는 약 38%의 학생들만이 바른 위치에 나타낼

수 있었으며, 분수 막대 과제와 수직선 과제의 관계를

살펴본 결과 분수 막대를 바르게 풀지 못했을 때 수직

선 과제를 해결할 수 있는 가능성은 오직 8%인 반면,

수직선 과제를 해결한 경우에는 93%가 다른 과제를

해결할 수 있다는 것이 드러났다. Kara와

Incikabi(2018)의 연구에서도 6학년 학생들은 분수의

덧셈과 뺄셈을 수행하는데 수식이나 원모델에 비하여

수직선에서 주어진 연산을 표현하고 결과값을 구하는

데 어려움을 드러냈다.

둘째, 학생들은 반구조화되거나 빈수직선을 활용한

분수 과제를 해결하는데 어려움을 겪는다(이상미,

2010; Bobis & Bobis, 2005; Izsák et al., 2008;

Lemmo et al., 2015). 교과서에 제시되는 0부터 일정한

크기가 반복적으로 제시되는 전형적인 수직선과 다르

게 반구조화되거나 빈수직선에서 학생들이 스스로 단

위를 파악하거나 분수를 위치시키거나 수직선에 제시

된 분수의 크기를 파악해야한다. 이와 관련하여, Izsák

외(2008)는 학생들이 수직선에서 단위 구간을 분할하

는 방법과 관련하여 세로선을 해석하는데 어려움을 겪

는다고 보고한다. 즉, 학생들은 0부터 1 사이에 제시된

세로선의 개수만을 가지고 분수의 분모를 걸정하거나

세로선 사이의 간격이 동일한지 주의를 기울이지 않는

다. Lemmo 외(2015)는 초등학교 6학년 학생들에게 0

부터 


간격으로 세로선이 표시되고 0, 1, 3에 해당하

는 위치에만 수가 표시된 수직선을 제시한 뒤, 


과




의 위치를 나타내보는 과제를 제시하였다. 연구 결

과, 학생들 중 약 12%만이 해당 분수의 위치를 바르게

나타내었고, 약 85%는 잘못된 위치에 분수를 나타내었

다. 오답 가운데 많은 학생들은 세로선 사이의 간격의

크기를 고려하지 않고 한 칸의 간격을 무조건 1로 생

각하거나 제시된 분수의 분자만을 고려하여 


를 수

직선의 5의 위치에 나타내기도 하였다.

이와 같은 연구 결과를 통해 드러난 수직선 과제에

대한 학생들의 어려움은 교사들이 수직선을 활용하여

분수를 지도할 때 좀 더 주의를 기울일 필요가 있다는

것을 시사한다. 특히, 수직선 표현에서 제시되는 정보

들을 학생들이 당연히 이해할 것이라 가정하는 것이

아니라(Teppo & van den Heuvel-Panhuizen, 2014),

수직선을 다루는 초기 활동으로 단위, 등분할, 동치 등

의 아이디어가 수직선에 어떻게 표현되는지 살펴볼 필

요가 있을 것이다. 본 연구에서는 분수 학습에서 수직

선 표현의 중요성과 학생들의 어려움을 바탕으로, 초

등학생들의 수직선 과제 해결 실태를 살펴보고 이를

통하여 분수 학습에서 수직선 활용 방안에 대한 시사

점을 도출하고자 한다.

Ⅲ. 연구방법 및 절차

1. 연구 대상

본 연구는 분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈을 중

심으로 초등학생들의 수직선 과제 해결 실태를 알아보

는 것이 목적이다. 이를 위하여 초등학교 4학년을 연

구 대상으로 선정하였는데, 이는 4학년 학생들은 단위

분수의 크기 비교, 여러 가지 분수 및 분수의 덧셈과

뺄셈을 학습하면서 수직선을 다루어본 경험이 있기 때
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유형 문항 내용

문항번호

(문항 개수)

구조화된

수직선

반구조화된

수직선

분수

개념

분수

나타

내기

∙ 수직선의 화살표가 가리키는 위치에 알맞은 분수 쓰기 1,2(2) 3(1)

∙ 제시된 분수를 수직선에 나타내기 4(1) 5,6,7(3)

∙ 수직선에 1을 나타내기 8,9(2)

분수의

크기

비교

∙ 두 분수를 수직선에 나타내고 크기 비교하기 10,11(2) 12(1)

∙ 단위분수를 수직선에 나타내고 크기 비교하기 13(1)

분수의

덧셈과

뺄셈

분수의

덧셈

∙ 분수의 덧셈식을 수직선에 나타내고 계산하기 14(1) 15(1)

∙ 수직선을 보고 알맞은 분수의 덧셈식 쓰기 16,17(2)

분수의

뺼셈

∙ 분수의 뺄셈식을 수직선에 나타내고 계산하기 18,19(2) 20(1)

∙ 수직선을 보고 알맞은 분수의 뺄셈식 쓰기 21,22(2)

합계(개) 12 10

[표 2] 검사 문항의 구성

문에 본 연구 결과를 통한 분수 개념 및 분수의 덧셈

과 뺄셈의 학습에서의 수직선 활용 방안에 대한 시사

점을 제공할 수 있을 것이라 판단되었다. 학력 및 사

회경제적 수준이 중간 정도인 대전광역시와 포항시에

각각 소재한 초등학교에서 2개 학급씩을 임의 표집하

여 총 75명의 4학년 학생들을 연구 대상으로 하였다.

본 연구에서는 연구 대상의 학생 수가 많지 않고

표집이 임의로 이루어졌기 때문에 본 연구 결과를 우

리나라 초등학교 4학년 학생들의 수직선 이해 실태로

확대하여 해석하기에 제한이 있다. 또한 양적 연구의

방법을 사용하여 수직선 검사 문항에 대한 학생 반응

을 통계적으로 해석하여 학생들의 사례에 대한 질적

분석이 이루어지지 못한 한계가 있다. 단, 검사 실시의

시기가 분수의 개념 및 분모가 같은 분수의 덧셈과 뺄

셈을 학습한 4학년 2학기 후반이기 때문에, 학생들이

이미 학습한 내용을 수직선에 어떻게 표현하고 해석하

는지에 관한 실태를 전반적으로 이해할 수 있다는 점

에서 의의가 있다고 여겨진다.

2. 검사 도구

교과서 분석 및 문헌 검토를 바탕으로 분수 개념

및 분수의 덧셈과 뺄셈에 관한 검사 도구를 [표 2]와

같이 구성하였다. 분수 개념은 수직선의 화살표가 가

리키는 위치에 알맞은 분수 쓰기, 제시된 분수를 수직

선에 나타내기, 수직선에 1을 나타내기, 단위분수를 포

함한 분수를 나타내고 크기 비교하기와 관련된 내용으

로 총 13개의 문항으로 구성되었다. 분수의 덧셈과 뺄

셈은 분수의 덧셈식이나 뺄셈식을 수직선에 나타내고

계산하기, 수직선을 보고 알맞은 분수의 덧셈식이나

뺄셈식 쓰기의 총 9개의 문항으로 구성되었다. 주목할

점은 검사 문항을 구성할 때 동일한 문항 내용이더라

도 제시하는 수직선의 형태를 다양하게 함으로써 학생

들의 수직선 및 분수에 대한 이해를 보다 상세하게 살

펴보고자 하였다는 점이다.

예를 들어, [표 3]은 수직선에 분수를 나타내는 4. 5.

6번 문항에서 각각 제시되는 수직선이다. 첫 번째는

교과서에 제시되는 형태의 구조화된 수직선으로 단위

구간이 지정되어 있고 나타내고자 하는 분수에 맞게

단위 구간이 등분할되어 있다. 다음 수직선은 0, 1, 2,

3, 4가 제시되지만 단위 구간이 등분할되지 않았고, 마

지막 수직선은 0만 제시되었다. 첫 번째를 제외한 수

직선은 학생들이 단위 구간을 등분할하거나 단위를 지

정해야하는 반구조화된 수직선으로, 교과서에 제시된

형태는 아니지만 학생들이 수직선에서 단위를 어떻게

인식하는지, 분할을 어떻게 수행하는지, 수직선에서 분
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수의 덧셈과 뺄셈을 어떻게 표현하는지 등과 관련된

학생들의 이해를 살펴볼 수 있을 것이라 판단되어 본

연구의 수직선 검사지에 추가하였다.

수직선 형태 예

구조화된 수직선

(단위 구간 제시,

등분할)

반구조화된 수직선

(단위 구간 제시)

반구조화된 수직선

(0 제시)

[표 3] 검사지에 제시된 수직선의 형태와 예

본 연구에서는 전반적으로 문항 내용에 따라 구조

화된 수직선과 반구조화된 수직선을 모두 제시하였으

나, 문항 내용에 따라 일부 문항에서는 반구조화된 수

직선 또는 구조화된 수직선만을 나타내었다. 즉, 수직

선에 1 나타내기, 단위분수를 수직선에 나타내고 크기

비교하기에 관한 문항에 대해서는 학생들이 학생들이

제시된 분수의 크기를 바탕으로 1의 위치를 지정하거

나 단위 구간과 등분할을 해야하기 때문에 반구조화된

수직선만을 제시하였고, 수직선을 보고 알맞은 분수의

덧셈식 쓰기, 수직선을 보고 알맞은 분수의 뺄셈식 쓰

기에 관한 문항에서는 단위 구간과 등분할이 모두 제

시된 수직선에 표현된 분수의 덧셈과 뺄셈을 이해해야

하기 때문에 구조화된 수직선만을 제시하였다. 이러한

맥락에서 구조화된 수직선과 반구조화된 수직선의 문

항의 개수를 각각 12개와 10개로 구성하였다.

3. 자료 수집 및 분석

2021년 12월에 각 학급의 담임 교사의 감독 아래

40분 동안 학생들이 직접 검사지에 문제를 해결하였다.

수집된 검사지의 학생들 반응을 정답과 오답, 무응답

으로 구분하였는데, 문항 가운데 수직선에 나타내고

계산을 해야하는 문항의 경우에는 이 두 가지를 모두

옳게 해결한 경우를 정답으로 분류하고, 수직선 표현

만 맞고 계산 결과가 틀리거나 수직선 표현이 틀리고

계산 결과만 맞은 경우는 오답으로 분류하였다. 이 때

반구조화된 수직선의 경우, 등분할하기 위하여 수직선

에 세로선을 추가하여 수를 나타내야 하므로 세로선

사이의 등분할 여부, 문제에 제시된 수를 수직선의 알

맞은 위치의 점으로 나타냈는지의 여부 등을 고려하여

정답과 오답으로 분류하였다. [표 4]는 ‘





을 수

직선에 나타내고 계산해 보세요.’ 문항에 대한 분석의

예이다.

반응 유형 예

수직선 정답

+

계산 결과 정답

수직선 정답

+

계산 결과 오답

수직선 오답

+

계산 결과 정답

수직선 오답

+

계산 결과 오답

[표 4] 문항 분석의 예

자료 분석은 우선 전체 학생들의 문항별 정답률을

살펴봄으로써 학생들이 수직선을 활용하여 분수를 얼

마나 이해하는지 전반적으로 살펴보고자 하였다. 다음

으로, 분수 개념 유형과 분수의 덧셈과 뺄셈 유형으로

구분하여 각 문항에 대한 학생들의 반응을 상세히 살

펴보았다. 이 때, 학생들의 정답 유형뿐만 아니라 오답

유형도 살펴봄으로써 학생들의 이해와 어려운 점을 다

각도에서 살펴보고 수직선을 활용한 분수 지도에 대한

시사점을 얻고자 하였다.

Ⅳ. 연구 결과

1. 전반적인 실태 분석

수직선 검사지 문항에 대한 학생들의 문항별 정답

률을 살펴보면 [그림 6]과 같다. 4번, 10번, 6번, 1번 문
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[그림 6] 전체 학생들의 문항별 정답률(%)

항의 정답률이 각각 81%, 79%, 72%, 71%로 다른 문

항에 비하여 높게 나타났고, 나머지 문항의 경우 60%

이하의 정답률을 보였다. 이는 전반적으로 학생들이

수직선을 이용하여 분수를 나타내거나 분수의 덧셈과

뺄셈 연산을 수행하는데 어려움을 겪는다는 것을 의미

한다. 70% 이상의 정답률인 문항에 제시되는 수직선을

살펴보면 수직선의 단위 구간과 등분할이 비교적 명확

하게 드러나기 때문에 학생들이 분수의 위치와 크기를

파악하기 용이하였을 것이라 추측된다. 반면, 단위 구

간이 분할되지 않거나, 단위가 제시되지 않는 등 학생

들이 수직선을 보다 구조화해야하는 노력이 필요한 문

항의 경우, 동일한 유형의 문항이라도 구조화된 수직

선이 제시되는 문항의 정답률에 비하여 낮은 정답률을

드러냈다. 특히, 정답률이 가장 낮은 3번 문항은 세로

선이 동일한 간격으로 제시되지 않아 수직선의 화살표

가 가리키는 위치에 알맞은 분수를 고르기 위해서 단

순히 단위 구간의 칸의 개수를 세어서는 안된다는 점

을 고려했을 때, 이와 같은 낮은 정답률은 학생들이

수직선에서 분수의 등분할의 개념을 이해하지 못한다

는 것을 시사한다.

분수 나타내기와 1 나타내기 유형과 관련된 문항의

정답률을 살펴보면, 5번과 9번을 제외하고 60% 이상의

정답률을 보이며 다른 유형에 비하여 정답률이 높은

편이라는 것을 알 수 있다. 또한 5～7번 문항의 경우,

모두 반구조화된 수직선이 제시되지만 수직선에 0만

제시된 6, 7번 문항의 정답률에 비하여, 수직선에 0, 1,

2, 3이 제시된 5번 문항의 정답률이 낮게 나타났다는

점도 주목할 필요가 있다. 또한 0과 분수가 제시된 수

직선에서 1의 위치를 찾는 8, 9번 문항의 정답률이 분

수 나타내기 유형에 관한 대부분의 문항에 비해 정답

률이 낮다는 점은, 학생들이 분수의 의미를 바탕으로

수직선에서 1의 위치를 찾는 것에 어려움을 느낀다는

것을 드러낸다.

다음으로 분수의 크기 비교하기 유형의 경우 10, 11

번 문항의 정답률에 비하여 12, 13번 문항의 정답률은

50% 이하로 낮게 나타났다. 12번과 13번 문항의 경우

반구조화된 수직선이 제시된다는 점을 고려한다면, 이

러한 결과는 수직선 표현에서 학생들이 직접 단위를

지정하여 분수에 맞게 등분할하는 활동이 쉽지 않다는

것을 의미한다. 특히, 단위분수를 반구조화된 수직선에

나타낸 뒤 크기를 비교하는 13번 문항의 정답률이

31%라는 점을 통하여 수직선에 단위분수를 나타내고

크기를 비교하는 활동을 학생들이 어려워한다는 것을

알 수 있다.

분수의 덧셈과 뺄셈에 관한 문항을 살펴보면 16번

을 제외하고 모두 50% 이하의 정답률을 나타냈다. 특

히, 분수의 덧셈에 관한 16, 17번과 분수의 뺄셈에 관

한 21, 22번 문항의 경우 2015 개정 초등학교 수학 교

과서에 제시되어 학생들이 이미 다루어본 수직선 형태

라는 점을 고려했을 때 이와 같은 낮은 정답률은 주목

할 필요가 있다. 즉, 이러한 결과는 분수의 덧셈과 뺄

셈에 대한 이해와 문제 해결을 돕기 위한 수직선 표현
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이, 오히려 일부 학생들에게는 어려움으로 작용할 수

도 있을 것이라 추측할 수 있다.

2. 문항 유형에 따른 학생들의 이해 분석

가. 분수 개념 유형에서의 이해 분석

분수 개념 유형 가운데 수직선의 위치에 알맞은 분

수 쓰기 유형의 문항에 대한 학생들의 정답률은 [표 5]

와 같다. 1번 문항의 정답률이 71%인데 비하여 2번과

3번 문항의 경우 정답률이 각각 44%와 8%로 정답률

보다 오답률이 더 높게 나타났다. 1번과 2번 문항을

살펴보면 검사지에서 세로선 사이의 간격이 동일해 보

이지만 1번 문항의 경우 0부터 1까지가 4등분되었기

때문에 한 칸의 크기가 


이고 2번 문항의 경우 2등

분되었기 때문에 


이라는 차이가 있다. 따라서 학생

들이 수직선에서 화살표가 가리키는 위치에 알맞은 분

수를 알아내기 위해서는 0부터 1까지의 단위 구간과

단위 구간이 어떻게 등분할되었는지 이해하여 한 칸의

크기를 구할 수 있어야 하고, 이와 더불어 0부터의 거

리를 고려할 수 있어야 한다. 본 연구 결과 드러난 2

번 문항의 낮은 정답률은 학생들이 수직선에서 단위를

인식하는데 어려움을 겪고 있을 것이라 추측할 수 있

는데, 이는 수직선의 단위 구간을 제시된 수직선 전체

로 인식하기 때문일 것이라 해석된다.

문항

번호
문항 내용 정답 오답 무응답

1
53

(71)

22

(29)

0

(0)

2
33

(44)

41

(55)

1

(1)

3
6

(8)

68

(91)

1

(1)

[표 5] 수직선의 위치에 알맞은 분수 쓰기 유형의 문

항에 대한 정답률 명(%)

학생들의 어려움을 보다 상세히 이해하고자, 1번과

2번 문항에 대한 학생들의 오답 반응을 살펴보았다. 1

번 문항에 대한 오답은 


, 


, 


, 


, 


, 


, 


,




이 있었고, 2번 문항의 오답은 


, 


, 


, 


,




, 


, 


, 


, 


, 


이 있었다. 또한 오답 가운데

1번 문항의 경우 


, 


과 같이 분모나 분자가 0인

분수를 제시한 반응이, 2번 문항의 경우 


과 


의

반응이 다수 드러났다. 1번 문항에서 일부 학생들이

제시한 


이나 


의 반응은 ‘0에서부터 3칸’과 같이 0

으로부터의 거리로 해석하고 분수 형태로 나타냈거나

분수의 의미를 이해하지 못한 채 학생 임의로 분수 형

태를 표현한 것이라 해석된다. 한편, 2번 문항에서는

수직선의 한 칸의 크기가 


이라는 것을 이해하였지

만 0으로부터의 거리를 고려하지 못했거나, 수직선의

단위 구간을 고려하지 못하고 1번 문항과 같이 해결하

여 오답 반응을 제시하였을 것이라 생각된다. 또한 1

번과 2번 문항에 대한 오답 반응이 매우 다양하다는

점은 학생들이 수직선에서 분수를 어떻게 표현할 수

있는지에 대해 명확히 이해하지 못한 채 저마다의 방

법으로 수직선을 해석하였을 것이라 추측된다.

3번 문항은 전체 문항 가운데 가장 낮은 정답률을

보이는 문항으로, 수직선의 화살표가 가리키는 위치에

알맞은 분수를 <보기>의 


, 


, 


,  , 


가운데

고르고 이유를 설명하는 문항이다. 전체 75명의 학생

가운데 6명 학생만이 정답으로 분류되었으며, [그림 7]

은 정답에 해당하는 학생들이 왜 그렇게 생각했는지에

대해 서술한 반응의 예이다. 학생들의 반응을 살펴보면

칸의 개수가 아니라 칸의 크기에 따라 분수를 선택하거

나 정확히 4등분으로 나누어 떨어지기 때문이라고 설명

하였는데, 이러한 학생들은 수직선에서의 분수의 등분

할 개념에 대한 이해가 형성되어 있다고 할 수 있다.

[그림 7] 3번 문항의 정답 반응의 예
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한편, 3번 문항의 오답을 살펴보면 일부 학생들은




을 답으로 선택하였지만 왜 그렇게 생각했는지에

대한 설명이 없거나 ‘


다음엔 빼기로 문제를 내면




, 


, 


그 다음 1일 것 같아서’라는 적절하지 않

은 이유를 제시하였다. 오답 반응 가운데 


를 선택한

학생들이 많았는데 그 이유를 살펴보면 [그림 8]과 같

다. 학생들이 설명한 이유 가운데 0부터 1 사이의 세

로선 간격이 동일하지 않다는 점을 인식했음에도 



를 답으로 선택하였다는 것을 알 수 있는데, 이는 분

수의 등분할에 대한 이해가 부족하다는 것을 보여준다.

[그림 8] 3번 문항의 오답 반응의 예

문항

번호
문항 내용 정답 오답 무응답

4
61

(81)

12

(16)

2

(3)

5
35

(47)

38

(50)

2

(3)

6
54

(72)

21

(28)

0

(0)

7
49

(66)

25

(33)

1

(1)

[표 6] 수직선에 분수 나타내기 유형의 문항에 대한

정답률 명(%)

다음으로, 수직선에 분수 나타내기 유형의 문항에

관한 반응을 살펴보면([표 6] 참조), 4번 문항에 대한

정답률이 가장 높고, 다음으로 6번, 7번, 5번 문항의 순

서이다. 4번 문항은 0, 1, 2, 3의 위치와 각 단위 구간

이 6등분되어 제시되기 때문에 학생들이 


의 위치

를 나타내는데 큰 어려움을 겪지 않았을 것이라 예상

된다. 반면, 5～7번 문항의 경우 교과서에서 다루어 본

수직선의 형태가 아니고 학생들이 직접 단위분수를 반

복하거나 단위 구간을 정한 뒤 등분할하여 제시된 분

수를 나타내어야 하기 때문에 어려움을 겪었을 것이다.

[그림 9]는 5～7번 문항에 대한 학생들의 정답 반응

의 예이다. 학생들은 5번 문항에서 


을 수직선에 나

타내기 위해 0과 1 사이에 세로선을 3개 그은 다음 0

으로부터 3번째 세로선의 위치를 


이라 지정할 수

있었다. 6번과 7번 문항에서는 


이나 


의 크기를

반복하거나, 1의 위치를 먼저 정한 다음 0과 1 사이를

등분할하는 방법으로 


, 


, 


이나 


을 나타내는

것을 확인할 수 있었다.

[그림 9] 분수나타내기유형의문항에대한정답반응의예

한편, 5～7번 문항에 대한 오답 반응의 예를 살펴보

면 [그림 10]과 같다. 우선, 정답률이 가장 낮은 5번 문

항의 오답 반응을 살펴보면 많은 학생들이 수직선의 3

의 위치에 분수 


을 나타냈는데, 이는 학생들이 분수




의 의미를 이산량과 관련지어 ‘4 중에 3’과 같이 생

각하거나 분수를 하나의 수가 아닌 분자와 분모의 각

각의 수로 이루어졌다고 이해하기 때문일 것이라 유추

할 수 있다. 이와 같은 반응은 0만 표시된 수직선을

제시하고 


, 


, 


을 나타내게 한 문항에서도 유사
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하였는데, 즉 자연수 1, 2, 3을 쓰고 각 자연수에 분수




, 


, 


을 대응시켜 나타내었다. 이 밖에도 학생들

은 수직선의 한 점에 분수를 대응시키지 못하고 수직

선을 분수의 가로선처럼 사용하여 분수를 표현하거나,




을 나타내기 위하여 0과 1 사이에 세로선을 4개

긋는 것과 같이 단위 구간을 등분할하는데 오류를 드

러냈다.

[그림 10] 분수나타내기유형의문항에대한오답반응의예

1 나타내기 유형의 문항에 대한 정답률을 살펴보면

[표 7]과 같이, 8번 문항의 정답률이 64%, 9번 문항의

정답률이 56%로 8번 문항의 정답률이 9번 문항에 비

하여 더 높다는 것을 알 수 있다. 8번 문항의 경우

  


을 고려하여 제시된 0과 


사이의 간격을 2번

더 반복하여 1의 위치를 찾으면 된다. 이에 비해 9번

문항의 경우 


 


의 관계와 


는 


이 5라는 것

을 이해하고 0과 


까지의 거리를 5등분하여 1의 위

치를 찾아야 하는데, 문항별 정답률을 비교해보면 학

생들에게 이러한 사고 과정이 쉽지 않다는 것을 알 수

있다. 또한 9번 문항의 정답률을 앞서 살펴본 7번 문

항과 비교했을 때([표 6] 참조), 학생들이 


을 나타

내는 문항보다 0과 


을 고려하여 1을 나타내는 문

항을 더 어려워할 것이라 추측할 수 있다.

명(%)

문항

번호
문항 내용 정답 오답 무응답

8
48

(64)

27

(36)

0

(0)

9
42

(56)

28

(37)

5

(7)

[표 7] 1 나타내기 유형의 문항에 대한 정답률

정답으로 분류된 반응을 살펴보면, 8번 문항의 경우

대부분의 학생들은 0부터 


까지의 거리를 기준으로




의 위치를 함께 나타내면서 1의 위치를 나타내었다

([그림 11] 참조). 일부 학생들의 경우 수직선에 


의

위치를 표시하지 않고 1의 위치만을 표시했는데 이는

문항의 지시 사항에 


를 나타내도록 하지 않았기 때

문에 학생들이 머릿속으로 


의 위치를 정한 뒤 1의

위치를 표시했을 것이라 추측된다. 9번 문항도 마찬가

지로 0부터 


까지의 거리를 5등분하고 


, 


, 


,




또는 1을 함께 나타내면서 1의 위치를 표시하였으

며, 정답 반응 중 일부는 1의 위치만 표시하였다. 교과

서에는 보통 0과 1의 위치가 표시된 수직선이 제시된

다는 점을 고려해보면, 1의 위치를 표시하는 과제에

대한 학생들의 정답률이 다른 문항 유형에 비해 높은

편이 아니더라도, 연구 결과 드러난 이와 같은 학생들

의 반응은 학생들이 분수의 의미를 바탕으로 수직선을

다룰 수 있는 가능성이 있다는 것을 보여준다는 측면

에서 긍정적으로 해석할 수 있다.

[그림 11] 1 나타내기 유형의 문항에 대한 정답 반응의 예
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문항

번호

문항 내용

(10～12) 수직선을 이용하여 두 분수의 크기를 비교해

보세요.)

정답

오답

무응답수직선

오답

식

오답

수직선과

식 오답

10 




 59

(79)

16

(21)

0

(0)

0

(0)

0

(0)

11 




 47

(63)

10

(13)

2

(3)

16

(21)

0

(0)

12 




 34

(46)

30

(40)

1

(1)

9

(12)

1

(1)

13

단위분수의 크기를

비교해 보세요.

(


, 


, 


, 


, 


)

23

(31)

11

(15)

11

(15)

29

(38)

1

(1)

[표 8] 분수의 크기 비교 유형의 문항에 대한 정답률 명(%)

한편, 8번과 9번 문항에 대한 오답 반응을 살펴보면,

[그림 12]의 왼쪽과 같이 제시된 0과 분수를 고려하지

않은 채 무조건 수직선의 끝에 1을 표시한 반응이 있

었다. 특히, 9번 문항의 경우 1이 


보다 작은 수임

에도 불구하고 이러한 오답 반응이 제시되었는데, 이

는 학생들이 수직선을 이해하지 못하고 제시된 수직선

전체를 무조건 1로 인식하고 있다는 것을 드러낸다.

다른 오답 반응을 살펴보면, [그림 12]의 오른쪽과 같

이 분수가 아닌 자연수만을 수직선에 대응시키거나,

수의 크기를 고려하지 않고 0과 


사이에서 0에 더

가깝게 1을 나타내거나, 세로선의 개수나 간격을 고려

하지 않고 많은 세로선을 표시한 다음 1을 대응시키는

경우 등이 있었는데, 이러한 반응은 학생들의 분수 및

수직선에 대한 이해가 불완전하다는 것을 시사한다.

[그림 12] 1 나타내기 유형의 문항에 대한 오답 반응의 예

분수의 크기 비교 유형의 문항에 대한 정답률을 살

펴보면, 10번 문항의 정답률이 가장 높고, 다음으로 11

번, 12번, 13번 문항의 순서이다([표 8] 참조). 오답 반

응은 식은 맞았지만 수직선 표현이 틀린 ‘수직선 오답’,

수직선 표현은 맞았지만 식이 틀린 ‘식 오답’, 수직선

표현과 식이 모두 틀린 ‘수직선과 식 오답’의 유형으로

구분하여 분석하였다. 오답의 정답률을 유형별로 살펴

보면, ‘수직선 오답’이나 ‘수직선과 식 오답’의 비율이

‘식 오답’의 비율에 비하여 전반적으로 높게 드러나는

데 이는 학생들 스스로 수직선에 분수를 나타내어 크

기를 비교하는 것이 쉽지 않다는 것을 시사한다. 특히,

12번 문항의 경우 정답과 수직선 오답의 비율을 합치

면 86%인데, 이는 전체의 86%의 학생들이 


과 



의 크기를 식으로 비교할 수 있지만 이 중 절반 정도

의 학생들만이 수직선과 함께 두 분수의 크기를 비교

할 수 있다는 것을 드러낸다. 또한 13번 문항의 경우

46%의 학생들이 식으로 단위분수의 크기를 비교할 수

있고 31%의 학생들만이 수직선 표현과 함께 단위분수

의 크기를 비교할 수 있다는 것을 알 수 있다.

[그림 13]은 분수 크기 비교하기 유형의 문항에서

정답으로 분류된 반응의 예시이다. 12번 문항에서는

수직선의 왼쪽 맨 끝에 0만 제시되기 때문에 학생들
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스스로 수직선을 구성해야 하는데, [그림 13]의 왼쪽과

같이 


과 


를 각각 나타내는 2개의 수직선의 단위

구간의 간격을 동일하게 설정하고 단위 구간 사이를 3

등분한 다음 


과 


를 각각 나타내었다. 13번 문항

의 경우 [그림 13]의 오른쪽과 같이 각 단위분수에 맞

게 0과 1 사이를 등분한 다음 각각의 단위분수를 표시

하였다.

[그림 13] 분수 크기 비교하기 문항의 정답 반응의 예

[그림 14] 분수 크기 비교하기 문항의 오답 반응의 예

분수 크기 비교하기 유형의 문항에 대한 오답 반응

의 예를 살펴보면, 12번 문항에 대해 [그림 14]의 왼쪽

처럼 


과 


를 각각 나타내고 두 분수의 크기를 비

교하였다. 비록 각각의 분수는 수직선에 바르게 제시

되었다고 할 수 있으나 두 분수의 크기를 비교하는 상

황에서는 단위 구간의 간격을 같게 하여 분수의 크기

를 비교해야 한다. 따라서 이러한 반응을 통하여 학생

들이 수직선 표현을 식과 연결하지 못한다는 것을 알

수 있다. 13번 문항은 분수 크기 비교하기 유형 가운

데 정답률이 가장 낮은 문항으로 학생들은 [그림 14]

의 오른쪽과 같이 수직선에 단위분수를 나타낸 오답

반응을 드러냈다. 이는 단위분수의 크기를 비교할 때

분수의 분모와 분자를 별개로 생각하여 분모끼리만 비

교하였을 가능성을 암시한다. 본 연구에서 제시한 수

직선의 형태와 차이가 있지만 학생들은 교과서에서 이

미 수직선을 통해 단위분수의 크기를 비교하는 활동을

경험해 보았다는 사실을 염두에 둔다면 이와 같은 결

과는 주목할 필요가 있다.

나. 분수의 덧셈과 뺄셈 유형에서의 이해 분석

분수의 덧셈과 뺄셈 유형의 문항에 대한 학생들의

정답률은 [표 9], [표 10]과 같다. 전반적으로 수직선에

서의 분수의 덧셈과 뺄셈 문항에 대한 정답률은 16번

문항을 제외하고 50% 이하로 드러났는데, 이러한 결과

는 학생들의 절반 이상이 수직선을 이용한 분수의 덧

셈과 뺄셈을 어려워하고 있다는 것을 드러낸다. 14～

15번과 18～20번은 제시된 분수의 덧셈식이나 뺄셈식

을 수직선에 나타내고 결과값을 구하는 문항이며, 1

6～17번과 21～22번 문항은 수직선의 □ 안에 알맞은

수를 써 넣고 알맞은 식을 쓰는 문항이다. 14～15번과

16～17번의 정답률을 비교해보면 분수의 덧셈의 경우

제시된 분수의 덧셈식을 수직선에 나타내고 계산하는

문항에 비하여, 수직선의 □를 채우고 알맞은 분수의

덧셈식을 쓰는 문항의 정답률이 높게 나타났다. 반면

분수의 뺄셈의 경우 전반적으로 정답률이 낮게 드러났

다. 한편, 15번과 20번은 0만 표시된 수직선이 제시되

어 학생들이 문제에 맞는 수직선을 구성해야하는데,

해당 문제에서 ‘수직선 오답’이 각각 59%, 41%로 가장

높은 비율을 차지하고 있다는 점은 학생들이 분수의

덧셈과 뺄셈을 수직선에 표현하는데 어려움을 겪고 있

다는 것을 드러낸다.

분수의 덧셈 유형에 대한 반응을 살펴보면, 우선 14

번과 15번은 수직선에 분수의 덧셈식을 나타내고 계산

하는 문항으로 학생들은 [그림 15]와 같이 


 


와




 


의 분수의 덧셈식을 수직선에 나타내고 계산

할 수 있었다. 특히, 15번 문항은 반구조화된 수직선에




 


를 나타내고 계산해야한다는 점을 염두에 둔

다면, 학생들은 단위를 지정하고 분수식에 맞게 단위

구간을 등분할할 수 있다는 것을 알 수 있다. 16번과
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문항 번호

(식)
문항 내용 정답

오답

무응답수직선

오답

계산결과

오답

수직선,

계산결과 오답

14

(

 


)

28

(37)

41

(55)

0

(0)

5

(7)

1

(1)

15

(

 


)

28

(37)

44

(59)

0

(0)

2

(3)

1

(1)

16

(

 


)

47

(63)

0

(0)

3

(4)

23

(30)

2

(3)

17

(

 


)

37

(49)

0

(0)

3

(4)

32

(43)

3

(4)

[표 9] 분수의 덧셈 유형의 문항에 대한 정답률 명(%)

문항 번호

(식)
문항 내용 정답

오답

무응답수직선

오답

계산결과

오답

수직선,

계산결과 오답

18

(  

)

33

(44)

20

(26)

2

(3)

17

(23)

3

(4)

19

(




)

25

(33)

25

(33)

2

(3)

21

(28)

2

(3)

20

( 

)

27

(36)

31

(41)

0

(0)

15

(20)

2

(3)

21

(

 


)

25

(33)

0

(0)

14

(19)

35

(47)

1

(1)

22

(




)

27

(36)

1

(1)

12

(16)

33

(44)

2

(3)

[표 10] 분수의 뺄셈 유형의 문항에 대한 정답률 명(%)
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17번 문항은 수직선의 각 화살표가 나타내는 분수와

분수의 덧셈과 뺄셈을 이해해야하는 문항으로, 14번과

15번에 비하여 정답률이 높게 나타났다. 하지만 수직

선과 계산 결과 오답의 비율이 각각 30%, 43%라는 점

은 학생들이 수직선에 제시된 분수를 파악하여 식으로

나타내는데 어려움이 있다는 것을 시사한다. 특히, 이

러한 문항은 교과서에서 분수의 덧셈을 할 때 이미 다

루어본 수직선 유형이라는 점을 고려한다면 학생들이

수직선에 제시된 분수의 덧셈을 해석하는 것이 쉽지

않다는 것을 분명히 알 수 있다.

[그림 15] 분수의 덧셈 문항의 정답 반응의 예

[그림 16] 분수의 덧셈 문항의 오답 반응의 예

한편, 분수의 덧셈 유형에서의 오답 반응의 예를 살

펴보면, [그림 16]의 위쪽 그림과 같이 덧셈식에 포함

된 각각의 분수를 나타낼 수 있으나 분수의 덧셈 상황

을 수직선에 표현할 수 없거나 결과값만을 표현하는

오류를 드러냈다. 또한 16번과 17번 문항에서는 [그림

16]의 아래쪽과 같이 분자에 해당하는 값은 옳지만 분

모에 해당하는 값을 오답으로 제시한 경우가 많았다.

오답을 살펴보면 분모의 값을 0, 1, 9, 6 등 임의로 정

하였고, 이러한 결과는 학생들이 수직선에서 단위와

등분할을 통한 분수의 개념을 이해하는데 어려움을 느

낀다는 것을 의미한다. 즉, 교과서 분석에서 살펴본 바

와 같이 교과서에서는 분수의 덧셈에 관한 수직선 표

현에서 분모의 값은 제시하고 분자의 값을 구하도록

하는데, 본 연구 결과를 통해 드러난 학생들의 수직선

에서 분수의 덧셈의 오류 반응을 고려한다면 수직선

표현에서 분수의 덧셈과 뺄셈을 다룰 때 분수의 의미

와 연산의 의미를 강조할 필요가 있음을 알 수 있다.

다음으로, 분수의 뺄셈 유형에 관한 정답률을 살펴

보면 18번 문항이 44%로 분수의 뺄셈 문항의 정답률

가운데 가장 높고 나머지 19～22번 문항의 경우 30%

대에 그치고 있다. 특히 분수의 덧셈 유형과 다르게

분수의 뺄셈의 모든 문항의 정답률이 낮게 드러났다는

점은 학생들이 분수의 덧셈에 비하여 분수의 뺄셈을

수직선에 표현하고 해석하는데 어려움을 겪는다는 것

을 암시한다. 분수의 덧셈을 수직선에 나타낼 때는 분

수식에 포함된 두 분수의 양을 같은 방향으로 연속하

여 나타내는 반면, 분수의 뺄셈의 경우 빼어지는 분수

와 몫을 나타내는 방식이 분수의 덧셈과 차이가 있다.

앞서 분수 개념에 관한 연구 결과에서 알 수 있듯이

학생들이 수직선에서 분수를 나타내는 것이 쉽지 않다

는 점을 고려한다면, 분수의 뺄셈을 수직선에 표현하

기 위해서는 분수와 뺄셈 연산과 결과값까지 나타내어

야 하기 때문에 학생들에게 어려움이 가중될 것이라

추측된다.

분수의 뺄셈 문항의 정답 반응의 예를 살펴보면 [그

림 17]과 같다. 뺄셈식의 경우 수직선에서 빼어지는 수

만큼을 처음 수와 반대 방향으로 나타내거나, 처음 수

와 빼어지는 수를 비교하면서 수직선에 뺄셈식을 표현

할 수 있는데, [그림 17]은 20번 문항인  


을 수직

선에 표현한 정답 반응의 예이다. 두 표현을 살펴보면




과 


의 위치가 다르게 나타났지만, 뺄셈의 여러

가지 의미와 덧셈과 뺄셈의 관계를 고려한다면 두 반

응 모두  


을 표현했다고 해석해볼 수 있다.

[그림 17] 분수의 뺄셈 문항의 정답 반응의 예
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분수의 뺄셈 유형의 문항에 대한 오답을 살펴보면,

18～20번 문항의 경우 ‘수직선 오답’ 및 ‘수직선과 계산

결과 오답’의 비율을 합했을 때 49%, 61%, 61%이고,

21～22번 문항의 경우 ‘계산 결과 오답’ 및 ‘수직선과

계산 결과 오답’의 비율을 합하면 각각 66%, 60%이다.

이러한 결과는 학생들이 분수의 뺄셈식을 수직선에 표

현하고, 제시된 수직선을 해석하여 알맞은 분수의 뺄

셈식으로 나타내는데 어려움을 겪는다는 것을 드러낸

다. [그림 18]은 분수의 뺄셈식에 관한 문항에서의 오

답 반응의 예로 뺄셈식에 제시된 분수 각각을 수직선

에 나타낼 수 있지만 뺄셈식은 표현할 수 없거나, 수

직선의 빈 칸을 채울 수 있으나 수직선을 뺄셈식으로

나타내지 못한다는 것을 알 수 있다. 이와 같은 학생

들의 오답 반응은 수직선에서 분수 및 분수의 뺄셈을

표현하고 해석하는데 어려움이 있다는 것을 반영한다.

[그림 18] 분수의 뺄셈 문항의 오답 반응의 예

Ⅴ. 결론 및 논의

본 연구에서는 우리나라 초등학교 4학년 학생들의

수직선 표현에서의 분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈

에 대한 이해가 어느 정도인지 살펴보았다. 연구 결과

를 통한 결론 및 논의를 제시하면 다음과 같다.

첫째, 본 연구 결과 드러난 수직선 문항에 대한 반

응을 살펴보면 전반적으로 정답률이 높지 않으며 전체

22개의 문항 가운데 정답률이 50% 이하인 문항이 13

개로 확인되었다. 이는 학생들이 수직선을 활용하여

분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈에 관한 문항을 해결

하는 데에 어려움이 있다는 것을 시사한다. 특히 본

연구에서 제시한 검사지에 포함된 일부 문항들은 교과

서에서 학생들이 이미 다루어 본 문항들이라는 점을

고려한다면, 이와 같은 연구 결과는 학생들이 교과서

에서 수직선을 다룰 때 수직선 표현에서의 분수의 의

미와 분수의 덧셈과 뺄셈의 의미를 제대로 이해하지

못할 가능성이 있다는 것을 배제할 수 없다.

수직선 표현은 추상적인 수 체계를 직선에 은유적

으로 나타내어 학생들의 이해를 도울 수 있는 시각적

표현이지만(Herbst, 1997), 수직선이 교수·학습 과정에

서 학생들에게 유용하게 쓰이기 위해서는 수직선의 개

념적 특성을 이해하는 과정이 수반되어야 한다

(Skoumpourdi, 2010). Gray와 Doritou(2008)는 학생들

이 수직선에서 수를 다룰 줄 아는 것이 수직선에 담긴

수학적 의미를 모두 이해했다고 할 수 없으므로 수직

선의 내용과 형식에 대한 명확한 지도가 필요하다고

설명한다. 이러한 측면에서 본 연구 결과를 통하여 드

러난 학생들의 수직선 이해 실태는 초등학교 수학 수

업에서 수직선 표현과 수직선 표현에 드러난 분수의

개념 및 덧셈과 뺄셈의 의미를 좀 더 자세하고 명확하

게 다루어 줄 필요가 있다는 것을 시사한다.

둘째, 본 연구 결과 학생들은 수직선을 다양한 방식

으로 해석하여 사용하고 있다는 것을 알 수 있다. 즉,

본 연구에서 제시한 문항에 대한 학생들의 반응을 살

펴보면 문항마다 다양한 오답 반응을 확인할 수 있으

며, 이는 교사의 예상보다 학생들이 수직선을 다양하

게 해석한다는 것을 드러낸다. 예를 들어, 본 연구의

문항 가운데 수직선의 화살표가 가리키는 위치에 알맞

은 분수를 쓰는 1번 문항에 대한 반응을 살펴보면 정

답인 


이외에 


, 


, 


, 


, 


, 


, 


, 


등

의 오답 반응을 제시하였다. 이는 수직선에서의 학생

들의 분수 이해 실태를 살펴본 선행연구에서 제시한

수직선의 세로선을 잘못 해석하는 오류(Izsák et al.,

2008)나 한 칸의 간격을 무조건 1로 생각하는 오류

(Lemmo et al., 2015) 등과 비교했을 때보다 다양한

반응이라고 할 수 있다. 특히, 


, 


, 


, 


과 같은

오답 반응은 0으로부터 3번째나 1씩 3번 등으로 수직

선에서 분수를 해석하고 있다고 추측할 수 있다.

이와 같은 연구 결과와 관련하여 Izsák 외(2008)는

분수 


을 ‘m중에 n’과 같이 범자연수의 쌍으로만 해

석하는 학생들을 지적하면서 이러한 해석은 일부 상황

에는 적절하지만 연속량이나 분수의 연산에는 적절하

지 않다고 설명한다. Lamon(1999)은 학생들이 분수를

하나의 수로 이해하지 못하는 오개념을 극복하기 위한
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대안으로 수직선에서 분수를 나타내는 활동을 제안하

는데, 이는 분수를 하나의 수로 인식하고 자연수와의

관계를 이해하는데 도움이 될 수 있다고 설명한다. 이

와 같이 수직선은 분수 학습에서 중요한 표현이지만

학생들은 분수의 다른 표현보다 수직선을 어려워하며

(김양권, 홍진곤, 2017; Kara & Incikabi, 2018) 수직선

에 분수를 나타내기 위해서는 단위, 분할, 동치에 대한

이해가 수반되어야 한다(Cramer et al., 2019). 교과서

흐름상 학생들이 수직선 모델을 접하기 전에 이미 다

른 분수 모델을 다루어보았기 때문에 수직선 모델을

도입하는 것은 기존의 친숙한 모델과의 연결을 만듦으

로써 학생들이 분수 개념을 보다 심화하고 수직선 모

델에서의 분수 개념을 탐구할 수 있는 기회를 제공할

수 있을 것이다(Cramer et al., 2008). 따라서 분수 학

습에서 활용되는 여러 표현 가운데 넓이 모델이나 집

합 모델과는 다른 수직선 표현의 특징을 고려하여, 학

생들이 수직선에서 분수 개념 및 연산을 성공적으로

수행할 수 있는 노력이 추가적으로 필요하다.

셋째, 본 연구 결과 구조화된 수직선에 비하여 반구

조화된 수직선이 제시되는 문항에서의 정답률이 전반

적으로 낮게 드러났다. 물론 교과서에서 다루는 수직

선의 형태가 구조화된 수직선이기 때문에 학생들은 반

구조화된 수직선을 다루어 본 경험이 거의 없었으며,

구조화된 수직선에 비하여 반구조화된 수직선에 제시

된 정보가 적어 학생들이 어려움을 겪을 것이라는 점

을 고려했을 때 이러한 연구 결과는 그리 놀라운 일이

아니다. 하지만 본 연구에서 반구조화된 수직선이 제

시된 문항을 성공적으로 수행한 학생들의 반응을 살펴

보면, 단위 구간이 등분할되지 않았음에도 수직선의

화살표가 가리키는 위치에 알맞은 분수를 찾을 수 있

고, 제시된 분수를 고려하여 1의 위치를 나타낼 수 있

고, 단위 구간을 정하여 분수를 나타내거나 비교 또는

덧셈 및 뺄셈을 할 수 있는 가능성을 보여준다.

실제 여러 연구에서 학생들에게 구조화된 수직선

이외에 다양한 형태의 수직선을 제공함으로써 분수 학

습에 대한 이해를 발전시키고 심화시킬 수 있는 기회

를 제공할 수 있다고 보고한다. 예를 들어, 학생들에게

빈 수직선을 제시하거나(예, Saxe et al., 2007; Van

den Heuvel-Panhuizen, 2008), 수직선에서 단위 재구

성하기(reconstructing the unit) 과제 등을 제공함으로

써(Cramer et al., 2019) 분수 개념의 핵심적인 아이디

어에 대한 이해를 살펴볼 수 있었다. 비록 본 연구 결

과를 통하여 학생들의 수직선에서의 분수 개념 및 연

산에 대한 이해가 미진하다는 것을 알 수 있었지만,

이는 학생들이 분수 개념 및 연산에서의 어려움이나

도전을 파악할 수 있는 기회가 될 수 있으며 이때 수

직선은 분수 개념 및 연산에 대한 이해를 살펴볼 수

있는 중요한 표현이라는 것을 알 수 있다. 한편, 교과

서에서 분수 개념 및 연산을 다룰 때 제시되는 수직선

은 단위 구간이 등분할 되고 분수의 값이 대부분 명확

히 드러난다는 점을 고려한다면, 이와 같이 수직선이

분수 학습에서 효과적으로 쓰이기 위하여 기존의 교과

서를 지도할 때 수직선에서 분수 개념을 좀 더 심도

있게 살펴보거나 교과서에 제시되는 수직선의 형태를

다양하게 다루어보는 것을 고려할 수 있다.

마지막으로, 본 연구에서 드러난 학생들의 분수의

덧셈과 뺄셈에 관한 수직선 반응을 통하여, 학생들에

게 분수의 덧셈과 뺄셈을 수직선으로 표현하거나 해석

하는 것이 쉽지 않다는 것을 알 수 있다. 일부 문항의

경우 교과서에서 분수의 덧셈과 뺄셈의 계산원리를 이

해하기 위하여 제시되는 수직선 형태와 동일한 수직선

임에도 불구하고, 학생들은 수직선의 빈 칸에 알맞은

분수를 써 넣지 못하거나 수직선 표현에 알맞은 분수

식을 제시하는데 어려움을 드러냈다. 특히, 본 연구 결

과에서 확인한 분수의 덧셈과 뺄셈에 대한 오류 반응

으로, 수직선에 표현된 수의 크기가 1 이상이 됨에도

불구하고 단위를 인식하지 못하여 1 이하의 수로 나타

낸 반응이나 ‘





’에서 


를 


으로부터 나타내지

못하고 0으로부터의 거리에 해당하는 점에 표현하는

반응을 고려한다면, 분수의 덧셈과 뺄셈을 수직선으로

표현하고 해석하는 방법을 학생들에게 지도할 필요가

있다고 사료된다.

이 때 Van den Heuvel-Panhuizen(2008)이 제시한

수직선 모델 유형 가운데 길이-방향(Directed-length)

수직선을 생각해볼 수 있을 것이다([표 1] 참조). 길이

-방향 수직선은 수의 크기와 방향을 화살표로 제시하

고 측정으로서 수 개념을 탐색하기 적합한 수직선 형

태이므로, 학생들이 분수의 덧셈과 뺄셈의 계산원리를

학습할 때 이용할 수 있을 것이다. 물론, 수업에서 수

직선 표현은 분수의 덧셈과 뺄셈을 학습하는데 활용할

수 있는 하나의 표현이므로 수직선 자체가 학습의 목
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표가 되어서는 안 될 것이다. 다만, 본 연구 결과에서

알 수 있는 학생들의 어려움을 통하여, 학생들이 분수

의 덧셈과 뺄셈에서 수직선을 효과적으로 활용할 수

있는 지도 방안에 대하여 심도 있게 고려할 필요가 있

을 것이다.

본 연구에서는 초등학교 4학년 학생들의 수직선에서

의 분수 개념 및 분수의 덧셈과 뺄셈에 대한 이해가 어

느 정도인지 분석하였다. 연구 결과 드러난 학생들의

이해 실태가 긍정적으로만 해석될 수 없지만 본 연구

결과에서 알 수 있는 학생들의 가능성과 어려움은 교사

및 교사 교육자들에게 시사점을 제공할 수 있을 것이다.

따라서 본 연구를 통하여 알 수 있는 초등학생들의 이

해를 통하여 학생들의 분수 개념과 분수의 덧셈과 뺄셈

에 대한 이해 및 수직선 표현에 대한 이해를 발달시킬

수 있는 방향을 모색하는데 도움이 되길 바란다.
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An Analysis of Elementary Students’ Understanding of Number Line: 
Focused on Concept of Fractions and Addition and Subtraction of Fractions
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With the importance of number line in learning fractions, this study investigated how 4th grade 
students understand fractions and its operations in number line. The questionnaire consisted 22 items 
which were related to representing fractions, comparing the size of fractions, and operating addition and 
subtraction of fractions. Both structured number line and sub-structured number line were presented in 
the items. As results of the study, the overall success rates were not high and even some items showed 
higher incorrect answer rates than the success rates. Also, the students showed a difficulty in solving 
non-structured number line tasks. It was also noticeable that students showed several types of incorrect 
answers, which means that students had incomplete understanding of both fractions and number line. 
This paper is expected to shed light on elementary students’ understanding of fractions and number line 
and to provide implications of how to deal with number line in teaching and learning fractions in the 
elementary school.  
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