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요  약 

본 논문은 직선상에 개의 점들과 개의 구간들이 주어 질 때, 모든 점들을 포함하는 구간들의 집합을 구하는 문

제를 다룬다. 이러한 구간들의 집합을 점들의 구간 커버(interval cover)라고 부른다. 이 문제는 NP-hard 문제로 잘 알

려진 집합 커버(set cover)의 특별한 경우이다. 이 문제의 최적화 기준으로 커버하는 구간 개수의 최소화, 점을 커버하

는 구간이 1개인 점들의 개수 최대화 등을 생각할 수 있다. 본 논문에서는 구간에 가중치가 주어지는 경우, 각 점을 커

버하는 구간들의 가중치 합을 그 점의 맴버쉽으로 정의한다. 그리고 점들의 맴버쉽의 최대값을 최소화하는 구간 커

버를 찾는 문제를 연구한다. 동적계획법 설계를 이용하여, 이전 연구의 시간 복잡도  log를 개선하는 

시간 알고리즘을 제안한다. 

ABSTRACT

This paper considers a problem to find a set of intervals containing all the points for the given  points and   
intervals on a line, This is a special case of the set cover problem, well known as an NP-hard problem. As optimization 
criteria of the problem, there are minimizing the number of intervals to cover the points, maximizing the number of 
points each of which is covered by exactly one interval, and so on. In this paper, the intervals have weights and the sum 
of weights of intervals to cover a point is defined as a membership of the point. We will study the problem to find an 
interval cover minimizing the maximum of memberships of points. Using the dynamic programming method, we provide 
an  -time algorithm to improve the time complexity log given in the previous work.
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Ⅰ. 서  론

전체 집합 와 의 부분집합 가 존재하고, 의 원

소들로 이루어진 부분집합(subset)들의 모임(family) 

를 생각한다. 모임 의 부분집합 에 대해서, 의 모

든 원소들의 합집합이 를 포함하면, 다시 말해서, 
 ⊆ 이고, 의 임의의 원소 에 대해서, 어떤 집합 

∈가 존재해서 ∈를 만족하면, 를 의 집합 

커버(set cover)라고 한다. 예를 들어, 전제 집합 를 1
부터 10까지의 정수들의 집합이라 하고,   

라고 하자.        이라 하면, 

의 부분집합         는 의 집

합 커버이다. 

집합 커버(set cover) 문제는 집합 를 커버하는 집합 

커버   중에서 크기가 가장 작은 를 찾는 것이다. 위

의 예에서  그 자체도 의 집합 커버이지만 가 가장 

작은 크기를 가진다. 이 문제는 컴퓨터 과학에서 잘 알

려진 NP-hard 문제이다. 따라서 일반적인 집합 커버 문

제의 특별한 경우들을 생각해 볼 수 있다. 한 가지는 전

제 집합이 이차원 평면이고, 가 평면상의 개 점들의 

집합일 때, 모임 의 원소들을 평면상의 원, 다각형 등

과 같은 기하 물체로 생각할 수 있다. 이 때,  ⊆ 의 

모든 물체들의 합집합이 를 포함하면 를 의 기하 

집합 커버(geometric set cover)라고 부르고, 가장 작은 

를 찾는 최적화 문제를 생각할 수 있다. 

본 논문에서는 전체 집합이 일차원 직선 로 주어진

다. 집합 는 직선 상의 개의 점들로 구성되고, 는 

직선 상의 구간들의 집합이다. 이 때, 의 기하 집합 

커버를 생각하고, 이것을 의 구간 커버(interval cover)
라고 부른다. 의 임의의 원소인 구간 는 자신의 가중

치 를 가진다. 의 구간 커버  ⊆ 에 대해서, 각 

점 ∈에서 를 포함하는 구간 커버 에 속하는 구

간들을 생각하고, 이 구간들의 가중치의 합을 의 맴버

쉽(membership)으로 정의한다 (그림 1). 우리는 의 점

들의 맴버쉽의 최대값이 최소가 되는 구간 커버 를 찾

는 것을 목표로 한다. 

Fig. 1 membership of 

Ⅱ. 관련 연구

전체 집합 와 부분 집합 , 그리고 의 원소들의 

부분집합들을 원소로 가지는 모임 에 대해서, 를 포

함하는 정확히 하나의 집합 ∈ ⊆가 존재할 때, 

의 원소 는 에 의해 유일하게 커버된다고 한다. [1]의 

저자들은 의 원소들 중 유일하게 커버되는 원소들의 

수를 최대화하는 을 찾는 문제를 연구한다. 그들은 이 

문제가 NP-hard 임을 증명하고, 1/18 근사비를 갖는 근

사 알고리즘(approximation algorithm)을 제안한다.

본 논문에서는 집합 커버 문제에서 가 평면상의 점

들의 집합이고, 모임 가 평면상의 물체들의 집합인 경

우에 대한 기하 집합 커버 문제에 관심이 있다. 이 경우

에 모임 가 원, 다각형과 같이 평면상의 간단한 물체인 

경우에도 NP-hard로 알려져 있다. 최근까지도 이 문제

에 대한 다양한 결과들이 존재한다 [2, 3, 4, 5]. 

특별히, [6]에서는 클라이언트를 평면상의 점들로, 
기지국들의 통신 범위를 평면상의 원들로 생각해서 원

들에 의한 점들의 커버 문제를 연구한다. 원의 반지름을 

변화시킬 수 있다고 가정하고 모든 점들을 커버하면서 

반지름들의 합을 최소화하는 문제를 생각한다. 저자들

은 이 문제에 대한 PTAS(polynomial-time approximation 
scheme)를 제안한다. [7]에서는 원들의 반지름이 고정

된 경우, 반지름 1인 원들이 주어질 때, 모든 점들을 커

버하는 원들의 최소 개수를 구하는 문제를 연구한다. 저
자들은 근사 비 4를 가지는 근사 알고리즘을 제안한다. 

점을 커버하는 물체들의 수를 점의 맴버쉽으로 정의

하면, [1]의 문제는 맴버쉽이 1인 점들을 최대화하는 커

버를 찾는 문제가 된다. [8]에서 맴버쉽이 처음 소개되
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었고, 저자들은 점들의 맴버쉽의 최대값이 최소가 되는 

커버를 찾는 문제를 연구한다. 그들은 이 문제가 

NP-complete 임을 증명한다. 

[9]에서는 가 직선상의 점들의 집합이고, 모임 가 

직선상의 구간들의 집합인 경우를 다룬다. 이 때, 점들

의 맴버쉽의 최대값이 최소가 되는 구간 커버를 찾는다. 
저자들은 점들의 개수 과 구간들의 개수 에 대해서, 
log   log시간 알고리즘을 제안한

다. 또한 구간들에 가중치가 주어지고 점들의 맴버쉽을 

커버하는 구간들의 가중치 합으로 정의하는 경우에 

 log시간 알고리즘을 제안한다. 본 논문에서도 

구간들에 가중치가 주어진 경우를 다룰 것이다. 우리는 

 인 경우에 [9]의 결과를 개선하는 

시간 알고리즘을 제안할 것이다. 

직선상의 점들에 대한 구간 커버에서 맴버쉽을 고려

하지 않고 단지 구간 커버 중 구간의 개수를 최소화하는 

문제는 욕심쟁이(greedy) 알고리즘이 존재하는 잘 알려

진 문제이다 [10]. 본 논문에서는 점들의 맴버쉽을 고려

하는 문제를 다룰 것이다. [11]에서는 단위 길이를 가진 

구간들로 구간들을 커버하는 문제를 생각한다. 여기서, 
구간들의 끝점 중 하나가 단위 길이를 가진 구간에 포함

되면 이 구간이 커버된다고 가정한다. 저자들은 주어진 

구간들의 길이가 모두 같은 경우에서도 이 문제가 

NP-hard임을 증명한다. 

Ⅲ. 알고리즘

본 논문의 문제에서 직선상에 개의 점들이 왼쪽에

서 오른쪽으로   로 주어지고, 이들의 집합을 

라 한다. 모임 는 직선 위의 개 구간들   을 원

소로 가진다. 구간 의 시작점을 로 끝점을  

로 나타낸다. 따라서     . 이 때, 의 부분

집합으로 의 구간 커버 를 생각할 것이다. 의 점 

에 대해서, 구간 커버 에 대한 의 맴버쉽을 를 커

버하는 에 속한 구간들의 가중치 합으로 정의하고, 이
를 로 표기한다. 특별히, 이런 구간 커

버   중 의 임의의 원소 의 맴버쉽의 최대값이 최소

가 되는 구간 커버를 찾을 것이다. 

이 문제의 답을 최적 구간 커버라고 부르고, 문제의 

알고리즘을 설명하기 전에 우선 이 최적 구간 커버가 만

족하는 다음 정리를 증명할 것이다. 

정리 3. 1 다음을 만족하는 최적 구간 커버 가 존

재 한다:

(1) 의 어떤 구간도 다른 구간에 포함되지 않는다. 
(2) 직선 위의 임의의 수직선은 의 3 개 이상의 구

간과 교차하지 않는다. 

증명. 첫 번째 명제를 증명하기 위해서 의 어떤 

구간 가 다른 구간 에 포함된다고 하자. 의 점 가 

구간 에 포함된다면, 의 맴버쉽은 이상

이다. 따라서, 에서 구간 를 뺀 집합을  ′이라

고 하면,  ′이 다시 의 구간 커버가 됨은 자명하다. 

또한  ′에서 의 맴버쉽은 에서의 맴버쉽이

하이다. 우리는 맴버쉽의 최대값이 더 작아질 수 있고 

구간  를 포함하지 않는 새로운 구간 커버를 얻을 수 있

다 (그림 2). 

Fig. 2 cancellation of  

두 번째 명제를 증명하기 위해서 직선 위의 어떤 점 

의 수직선에 대해 의 3개 구간   가 교차한다

고 가정한다. 이 구간들의 시작점 중 최솟값을 라 하고, 
끝점 중의 최대값을 라고 한다. 일반성의 손실 없이, 
는 의 시작점이고 는 의 끝점이라고 가정하자. 그

러면 구간 를 제거하더라도 구간 과 만으로도 구

간   안의 점들을 커버할 수 있다 (그림 3). 다시 말해

서, 에서 구간 를 제외한 집합을 라고 할 

때, 도 역시 구간 커버가 된다. 또한 가 제외되었

음으로 점들의 맴버쉽은 분명히 더 작아진다. 따라서 직

선 위의 임의의 수직선에서 2개 이하의 구간만 교차하

는 최적 구간 커버를 항상 얻을 수 있다.
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Fig. 3 cancellation of 

여기부터 우리는 위 정리 1의 조건을 만족하는 구간 

커버를 후보 커버(candidate cover)라고 부를 것이다. 우
리는 후보 커버들 중에서 최적 구간 커버 를 찾을 

것이다. 그리고 문제의 답을 찾기 위한 동적계획법

(Dynamic Programming) 알고리즘을 디자인할 것이다. 
이를 위해 임의의 두 구간 와 에 대해서, DP 배열 값 

를 정의할 것이다. 

주어진 개 구간들을 그 오른쪽 끝점이 증가하는 방

식으로 정렬한다. 이를   라고 할 때, 후보 커버에 

속하는 임의의 두 구간 와  (  )에 대한 DP 배열 

값  를 정의할 것이고, 이를 로 나타낸다. 

배열 의 값은 구간 와 를 포함하고, 끝점 

이하의 모든 점들을 커버하는 후보 커버 에 대해서, 
의 마지막 두 구간이 와 이 경우에 가 커버하는 점

들의 최대 맴버쉽의 최솟값으로 정의한다. 

그러면 이렇게 정의된 배열 의 값들을 구하는 식을 

찾는다. 우선 구간 와 가 교차하지 않는 경우를 생각

한다. 다시 말해서,   인 경우이다. 이 경우

에 열린 구간  에 어떤 점 가 존재한다면, 

커버 못하는 점이 존재하는 경우임으로  ∞로 

정의한다. 만약 구간  안에 점들이 존재하

지 않으면, 배열 의 값은 다음 식으로 얻을 수 있

다 (그림 4):

  maxmin≤  . (1)

Fig. 4 no point in  

이제 구간 와 가 교차하는 경우를 생각한다. 교차

하는 부분은 구간을 이룬다. 이 구간을 라고 하면, 구
간 에 점들이 존재하지 않는 경우부터 살펴본다. 이 경

우는 (1)의 식에서 ≤  인 구간  중에서 구간 

와 교차하는 않는 구간에 대해서만  값의 최솟값

을 구한다, 왜냐하면, 구간들은 후보 커버가 돼야하기 

때문이다 (그림 5). 

Fig. 5 no point in the overlap of   and  

마지막으로 교차 구간 안에 점들이 존재하는 경우

를 생각한다. 이 경우 구간 안에 속하는 점들의 맴버쉽

은  이 된다. 따라서 이전 경우와 마찬가지

로 ≤  인 구간  중에서 구간 와 교차하는 않는 

구간만을 고려해서 식을 세우면 다음과 같은 식을 얻을 

수 있다 (그림 6):

  maxmin  ∩ ∅

                  (2)

Fig. 6 there is a point in the overlap of   and  

  에 대해서 배열 의 값은 개 존재

한다. 따라서 각 를 계산하는데 식 (1)과 (2)에서 

min≤  또는 min  ∩ ∅를 계산

하는데 시간을 소비하면 배열 의 값들을 계산

하는데 총 시간이 걸린다. 우리는 이 시간을 줄

일 것이다.

우리는 배열 의 값들을 계산하기 전에 구간들   에 
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대한 배열 와 를 정의한다. 각 구간 에서 이 

의 시작점보다 작으면서 의 값이 가장 큰 구간 

를 찾아서   로 정의 한다 (그림 7). 구간의 오른

쪽 끝점들이 정렬되어 있으므로 이 점들에 대해서 이진

탐색을 수행해서 점  가   를 만족하는 

가장 큰 를 구할 수 있다. 따라서 배열 를 총 시간 

 log에 구할 수 있다. 

Fig. 7 array 

또한 각 구간 에 대해서,    인 가장 작은 점 

를 찾아서   로 정의 한다 (그림 8). 점들을 정렬

해서 왼쪽부터 순서대로 스캔하면서 각 구간 에 대해

서 위 조건을 만족하는 점 를 찾을 수 있다. 따라서, 배

열 를 총 시간 에 구할 수 있다. 

Fig. 8 array 

배열 의 값들을 row-by-row 순서로 계산할 것이다. 
그러면 의 번째 행의 계산을 생각한다. 열  ≥ 를 

고정하고 배열 값 를 계산하는 경우를 생각하자.

우선   이면, 점 를 커버하지 못하는 

경우이므로  ∞. 또한    이면, 구간 

가 구간 에 포함되므로 후보 커버가 되지 못한다. 이 

또한  ∞. 

위의 경우가 아니면,  ≥이고  ≤

 를 만족한다. 우리는 여기서 새로운 배열 를 소

개한다. 배열 의 값은 ≤ ≤ 인 모든 에 대

해서, 의 최솟값으로 정의한다. 그러면 식 (1)과 

(2)를 배열 를 포함하는 식으로 다시 쓸 수 있다. 우선 

구간 와 가 교차하지 않는 경우에 식 (1)은 다음과 같

이 수정될 수 있다:

  max . (3)

구간 와 가 교차하는 경우는 ≤  인 구간  

중에서 구간 와 교차하는 않는 구간에 대한 의 

최솟값은 와 같다. 따라서 교차 구간에 점들이 

존재하지 않는 경우에 다음과 같은 식을 얻을 수 있다:

  max . (4)

또한 위의 식 (2)는 다음과 같이 수정될 수 있다:

  max . (5)

따라서 위 식 (3), (4), (5)는 모두 시간에 계산할 

수 있다. 위 식들이 계산되고 난 후, 배열 에 대한 업데

이트가 수행되어야 한다. 번 째 행의  값들이 모

두 계산되고 난 후, 모든 ≤ ≤에 대해서, 배열 

의 값들이 다음과 같이 업데이트 될 수 있다:

  min . (6)

결과적으로 배열 와 의 모든 값들을 계산하기 위

해서 시간에 충분함을 보였다. 

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 직선상의 개 점들과 개 구간들이 

주어질 때, 점들을 커버하면서 점들의 맴버쉽의 최대값

이 최소가 되는 구간 커버를 찾는 문제를 다룬다. 동적

계획법 알고리즘을 사용하여 두 구간 와 에 대한 DP 

배열 값 를 총 시간에 계산한다. 이 알고

리즘은 [9]에서 제안한  log시간 알고리즘을 

 인 경우에 시간으로 개선한다. 향
후에 구간들의 가중치가 모두 동일한 경우, 점의 맴버쉽

이 커버하는 구간의 개수로 정의되는 경우에 [9]에서 제

안한 알고리즘의 시간 복잡도를 개선하는 알고리즘에 

대해서 연구할 수 있을 것이다. 
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