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Abstract 

The yield criterion, or called yield function, plays an important role in the study of plastic working of a sheet because it 

governs the plastic deformation properties of the sheet during plastic forming process. In this paper, we propose a modified 

version of previous anisotropic yield function (Trans. Mater. Process., 31(4) 2022, pp. 214-228) based on J2 and J3 stress 

invariants. The proposed anisotropic yield model has the 6th-order of stress components. The modified version of the 

anisotropic yield function in this study is as follows. 

 

𝑓(𝐽2
0, 𝐽3

0)  ≡  (𝐽2
0)3 + 𝛼(𝐽3

0)2 + 𝛽(𝐽2
0)3/2 × (𝐽3

0) = k6 

 

The proposed anisotropic yield function well explains the anisotropic plastic behavior of various sheets such as aluminum , 

high strength steel , magnesium alloy sheets etc. by introducing the parameters α and β, and also exhibits both symmetrical and 

asymmetrical yield surfaces. The parameters included in the proposed model are determined through an optimization algorithm 

from uniaxial and biaxial experimental data under proportional loading path. In this study, the validity of the proposed 

anisotropic yield function was verified by comparing the yield surface shape, normalized uniaxial yield stress value, and 

Lankford's anisotropic coefficient R-value derived with the experimental results. Application for the proposed anisotropic yield 

function to AA6016-T4 aluminum and DP980 sheets shows symmetrical yielding behavior and to AZ31B magnesium shows 

asymmetric yielding behavior, it was shown that the yield locus and yielding behavior of various types of sheet materials can 

be predicted reasonably by using the proposed anisotropic yield function. 
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1. 서 론 
 

자동차 내외 판넬, 항공기 동체, 음료용 캔 등 다

양한 제품의 제조에 판재 가공 기술(sheet metal 

forming)이 적용되고 있다. 대량 생산공정으로서 판

재 가공기술은 얇은 판재로부터 복잡한 형상의 제

품을 재료의 소성변형(plastic deformation) 특성을 이

용하여 제조하는 기술 중 하나이다. 

이 가공 공정에서 제품의 품질확보, 생산성 제고, 

제품개발 기간 단축 및 제조 비용 저감 등을 위해 

제조공정을 최적화하는 것이 필요하다. 이를 위해 

제조 현장에서는 전통적으로 숙련된 기술자의 경험
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에 기반한 시행오차 방법이 일부 사용되고 있지만 

최근에는 전산모사 수치해석기술인 유한요소해석

(finite element analysis, FEA)에 기반한 가상 시뮬레이

션 기술이 널리 채용되고 있는 추세이다. [1-3] 

이 FEA을 사용한 판재 성형 공정 시뮬레이션의 

정확도를 높이려면 적합한 유한요소 유형의 선택, 

충분히 작은 유한요소 메쉬 이산화, 적절한 경계 조

건 및 정확한 재료의 소성 변형 모델의 도입이 필

요하다. 특히 재료의 소성 변형 거동을 잘 파악하기 

위해서는 기본적으로 가공경화법칙(work hardening), 

소성항복함수(yield criterion) 및 소성유동법칙(flow 

rule) 등에 대한 정확한 이해가 요구된다. 이 일환으

로 금속 재료의 소성변형 거동을 FEA를 통해 정도 

높게 예측하기 위해서 많은 연구자들에 의해서 다

양한 형태의 가공경화법칙[4-6], 소성유동법칙[7, 8], 

항복함수[2,3,8,20-24] 등이 제안되었다. 또한, FEA의 

정확도를 향상시키기 위해 다양한 구성요소에 대한 

조합이 시도되고 있다[9-12]. 

재료의 소성 변형 모델 중에서도 이방성 항복조

건(anisotropic yield criterion)은 냉간 압연된 이방성 판

재의 이방성 항복거동을 잘 기술하는 역할을 하며, 

다양한 형태의 응력을 받는 판재의 탄성 및 소성상

태를 기술하기 때문에 FEA 해석에서 중요한 인자 

중 하나이다.  

이전 연구에서 많은 학자들에 의해 다양한 이방

성 항복조건들이 제안되었다. 등방성 재료의 경우 

항복함수는 모든 직교 변환에 대해 불변해야 하기 

때문에 Prager 가 처음 제안한 것과 같이 편차응력

에 대한 제 2 불변량 𝐽2  및 제 3 불변량 𝐽3  [13]을 항

복조건에 활용하는 것이 가능하다.  
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이 𝐽2  및 𝐽3 는 편차 응력 텐서(deviatoric stress tensor) 

s의 항으로 다음과 같이 표현된다. 
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여기서  𝜎𝑘 및 𝑠𝑘 (k = 1, …3)는 각각 코시 응력 텐서 

 및 편차 응력 텐서 s 의 주 값을 나타낸다.  Tresca 

[14]는 최대 전단 응력 값이 일정한 값에 달하면 항

복이 일어난다고 하여 등방성 항복함수를 처음 제

안했다. Von Mises는 등방성 재료에 대해 널리 사용

되는 다음과 같은 항복함수를 제안하였다[15]. 

2

2J k=
               (2) 

여기서 k 는 순수 전단에서의 항복응력이며 𝑘 = 𝜎𝑇/

√3으로 계산되며 𝜎𝑇는 단축 인장의 항복응력이다. 

또한 𝐽2 는 응력에 대한 2차 불변량이다.  

Drucker[16]는 응력 2차 불변량 𝐽2  뿐만 아니라 응력

에 대한 3차 불변량 𝐽3도 포함하는 항복함수를 제안

하였다. Drucker의 항복 기준의 주목할만한 특성은 

항복곡면이 Tresca와 Von Mises 항복곡면 사이에 위

치한다는 것이다. Drucker의 항복함수는 특히 알루미

늄 판재의 소성거동을 잘 예측하는 것을 알려져 있

다. 

냉간 압연 강판 재료에 대한 고유한 소성 이방성 

특성을 설명하기 위해 다양한 형태의 이방성 항복

함수가 제안되었다.(Hill-48(1948) [17], Hill-79(1979) 

[18], Hosford(1979) [19], Barlat(1989) [20], Yld2000-2d 

(2000) [21], Cazacu-Barlat (2001) [22], Yld2004-18p (2004) 

[23] 및 Banabic (2010 및 2020) [24]). 이들 항복함수

는 2차 항복함수와 비2차 항복함수의 두 그룹으로 

분류할 수 있다. Von Mises와 Hill-48은 2차 항복함수

의 예이고 앞서 언급한 다른 예는 비2차 항복함수

이다. 비2차 항복함수 중 하나인 Cazacu-

Barlat(2001)[22] 항복함수는 등방성 Drucker 항복기

준을 확장하여 개발되었다. 그들은 등방성 재료에 

대한 불변량 𝐽2  및 𝐽3를 각각 이방성 버전 𝐽2
0  및 𝐽3

0 

로 교체하였다. 

 

(𝐽2
0)3 − 𝑐(𝐽3

0)2 = k6               (3a) 

 

여기서 c는 상수이다. 이하에서 𝐽2
0  및 𝐽3

0  의 윗첨자 

0은 이방성 특성을 나타낸다. 구체적인 형태는 식 

(12), 식 (13)에 나타내었다. 

Cazacu-Barlat 항복함수는 알루미늄 판재에 대한 

항복응력과 랭크포드의 이방성 계수값(Lankford's 

anisotropic coefficient R-value) 모두에 대해 합리적인 

예측을 보여주었다. 그러나 이 항복함수는 𝐽2  및 𝐽3 

라는 두 개의 항에 하나의 함수 ϕ(𝐽2   𝐽3 )만 사용하

기 때문에 판재의 이방성을 잘 설명하는 데 적합하
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지 않다[24]. 한편 Yld2004-18p 항복함수는 이방성 

소성변형 거동의 정확한 예측이 가능하지만 이방성 

계수를 동정하기 위해서는 많은 실험을 요구한다. 

Cazacu-Barlat 항복함수 형태와 유사한 형식으로 Lou 

와 Yoon(2017)[26]은 선형변환된 응력텐서 표현을 이

용하여, ' 's L =  , 등방성 Drucker 항복함수를 이방

성 형태로 수정하였다. 

𝑓(𝜎) = [(𝐽′2)
3 − (𝐽′3)

2 ]
1
6 

𝐽2 =
1

2
𝑠′𝑠′ , 𝐽3 = det (s′)          (3b) 

 𝐽2 와 𝐽3는 텐서표시로 𝐽2 =
1

2
𝑠𝑖𝑗 𝑠𝑖𝑗 , 𝐽3 =

1

3
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑘𝑠𝑘𝑖으

로 표시된다. 

4계 선형변환 텐서 𝐿′  의 구체적인 형태는 문헌

[26]의 식(19)에 기술되어 있다. 또한 항복함수와 다

른 소성 포텐샬함수를 도입한 비연합유동법칙(non-

associated flow rue, non-AFR)의 유효성에 대해서도 논

하였다. 한편 Karafillis와 Boyce[27]는 이방성 항복함

수를 구성하기 위해 이방성 선형변환에 대한 개념

을 처음 도입하였다.  

최근 Cazacu(2018) [28]는 불변량이 𝐽2
0  및 𝐽3

0  인 집

합조직의 금속 재료에 대해 다음과 같은 항복함수

와 등가응력을 제안하였다. 
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티타늄 및 마그네슘 합금과 같은 HCP(육각조밀충

진구조) 금속의 경우에 쌍정(twin)을 통한 소성 변형

은 궁극적으로 인장과 압축 하중 조건에서 뚜렷한 

항복강도 차이를 나타낸다.[29a, 30-36] 또한 Cu-Al-

B 이나 Ni-Ti 합금과 같은 형상기억합금(shape 

memory alloy, SMA) 역시 변형 중에 응력유기변태(ㄴ

stress-induced phase transformation)에 의해서 오스테나

이트 조직이 마르텐사이트 조직으로 변하면서 항복

강도의 차이를 보인다. [29b, 41, 46, 47] 이 현상들을 

강도 차이 효과(strength difference effect, SD 효과)라고 

부른다. 이러한 인장과 압축에서의 항복응력의 비대

칭 소성 거동은 항복곡면 형상에서 쉽게 확인할 수 

있다.  이런 재료들의 변형 거동을 확인하기 위해서

는 단축 및 2축 인장뿐만 아니라 압축 시험과 같은 

몇 가지 변형모드 하에서 실험을 수행해야 한다.  

Cazacu 와 Barlat(2004)[37]은 등방성 재료에 대한응

력 불변량  𝐽2  및 𝐽3을 이용하여 함복함수를 응력에 

대한 홀수 함수로 나타내는 것에 의해 HCP 재료에

서 나타나는 SD 효과를 설명하였다. 
 

𝑓 = (𝐽2 )
3/2 − c𝐽3 = 𝜏𝑌

3           (5a) 

여기서 단축인장과 단축압축에서의 항복응력을 𝜎𝑇

와 𝜎𝐶라고 하면 파라미터 c는 다음과 같이 나타내진

다. 

   c =
3√3(𝜎𝑇

3−𝜎𝐶
3)

2(𝜎𝑇
3+𝜎𝐶

3)
              (5c) 

이 항복조건은 𝜎1 > 𝜎2 > 𝜎3 하에서 c ∈ [−
3√3

2
,
3√3

4
]  

조건이 만족할 때 항복곡면의 볼록성이 성립하는 

것으로 알려져 있다.  

Cazacu 와 Barlat(2004)은 등방성 재료에 대한응력 

불변량  𝐽2 및 𝐽3을 직교 이방성 재료로 확장시켜 

이방성 항복함수를 제안했다. 

𝑓 = (𝐽2
0)3/2 − c𝐽3

0 = 𝜏𝑌
3           (5d) 

최근에 Chen 등[38] 은 Khan 등[34]이 원래 제안한 

접근 방식을 사용하여 Barlat 1989의 이방성 항복조

건을 인장-압축 비대칭으로 확장한 다음과 같은 식

을 제안하였다. 

                                             (6) 

압력에 둔감한 금속에 대한 이방성과 인장/압축 비

대칭을 모두 표현하기 위해 Cazacu 등은 (2006) [39] 

응력 편차에 대한 4차 선형변환을 사용하여 또 다

른 항복함수(CPB'06)를 제안하였다. 또한 Gao(2011) 

[40] 는 다음과 같이 제 1 불변량 𝐼1 , 제 2 불변량, 

𝐽2 , 제 3 불변량 𝐽3  세 가지 모두의 효과를 결합한 

등방성 항복함수를 제안하였다. 

 

𝑓 =  𝑎(𝑏𝐼1
6 + 27𝐽2

3 + c𝐽3
2)
1/6

        (7) 

 

한편 Khan 등 (2012) [34]은 인장 및 압축 테스트에

서 Ti-6Al-4V 합금의 실험적 조사를 기반으로 온도

와 변형률 속도의 영향을 모두 고려하고, SD 효과를 

설명하기 위해 정규화된 제 3 불변량을 포함한 이

방성 항복조건을 제안하였다. 최근에 Yoon(2014)[42]

은 세 가지 불변량을 기반으로 다음과 같은 압력 

크기에 의존하는 항복함수를 제안하였다. 
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𝑓 = 𝑏𝐼1 + [(𝐽2
′)
3

2 − 𝐽3
′′]1/3       (8) 

여기서 𝐼1, 𝐽2
′ , 𝐽3

′′ 각각의 항의 구체적인 형태는 문

헌[42]의 식 (19)~식(25)에 기술되어 있다. 

저자들은 전 호에서[43] 제 2 및 제 3 이방성 불

변량 (즉, 𝐽2
0  및 𝐽3

0 )을 두 매개변수  와  를 결합

시킨 응력의 12 승인 새로운 등방성 항복함수를 제

안하였고 알루미늄 판재, 순수 티타늄 판재에 적용

하여 그 타당성을 보였다.  

본 연구에서는 전 호의 이방성 항복조건을 응력

의 6승 형태로 수정하여 AA6016-T4, DP980, AZ31B 

판재에 적용하여 이들 판재의 소성거동 – 평면응력

상태에서의 항복곡면, 방향별 항복응력, 방향별 랭

크포드의 이방성계수 -을 평가하였다.  

 

2. 제안된 모델 
 

2.1 제안된 이방성 항복함수 
본 연구에서는 등방성 판재 재료에 대해 다음과 

같이 𝐽2  와 𝐽3  를 포함하며 정수압력 크기에 의존하

지 않는 응력에 대해 6승 형태의 항복함수를 제안

한다.  

𝑓 ≡ (𝐽2 )
3 + 𝛼(𝐽2 )

2 + 𝛽𝐽2
3/2

× 𝐽3 = 𝜏𝑌
6      (9a) 

 

이 식은 Cazacu 와 Barlat(2004)이 제안한 식 (5a)

의 변형된 형태와 기본적으로는 같다.  즉, 이 경우

에 𝑓 = ( 𝐽2
3/2
−c𝐽3 )

2를 고려하면 𝛼 = 𝑐2 , 𝛽 = −2𝑐 =

−2√𝛼 가 된다.  

그러나 본 연구에서는 α와 𝛽  는 서로 의존적이 

아니고 독립적으로 부여하는 것에 의해서 다양한 

항복곡면의 형태를 구현하도록 하였다. 

제안된 항복함수는 Yoshida [24]및 Yoon [25]의 

Poly6와 같이 응력에 대해서 6차식 형식을 가지며 

인장과 압축에서 항복응력의 크기가 다른 특성을 

표현할 수 있는 수정된 Kim-Van 비대칭 항복함수

(asymmetric yield function, KV’6a)를 나타낸다. 이 비대

칭 항복함수는 티타늄, 마그네슘과 같은 HCP 재료

의 소성거동을 표현하는데 적합하다. 물론 식 (8)은 

α=β=0 인 경우는 Mises의 항복함수로 귀착한다. 

여기서 𝐽2  와 𝐽3  는 응력 불변량, k는 순수 전단에

서의 항복응력, α와 𝛽  는 재료 상수이다. 여기서 

𝛽 = 0  인 경우 제안된 항복함수는 Drucker[16] 의 

항복함수 및 Cazacu-Barlat 의 대칭 항복함수

(symmetric yield function, KV’6s)와 같은 형식을 갖는

다. 이 대칭 항복함수는 철강 및 알루미늄과 같은 

BCC(체심입방구조) 및 FCC(면심입방구조) 재료에 

적합한 것으로 알려져 있다. 

𝑓 ≡ (𝐽2 )
3 + 𝛼(𝐽2 )

2 = 𝜏𝑌
6            (9b) 

 

여기서 단축인장과 단축압축에서의 항복응력을 𝜎𝑇
와 𝜎𝐶라고 하면 파라미터 α는 다음과 같이 나타내

진다. 

𝛼 = 6.75(
𝜎𝑇
6−𝜎𝑐

6

𝜎𝑇
6+𝜎𝑐

6)        (9c) 

만일 𝜎𝑇 > 𝜎𝑐 > 0 이라면 (0,6.75)  이고, 0 <

𝜎𝑇 < 𝜎𝑐이라면 ( 6.75,0)  − 이다. 그러나 항복조건의 

볼록성을 고려하면  와 β는 (-3.37, 3.37) 범위에 있

어야 한다. 

식 (9b) 의 대칭 항복함수 및 식 (9a)의 비대칭 항

복함수를 이방성 불변량을 사용하여 수정하면 직교 

이방성 재료에 대한 항복함수를 다음과 같이 정의

할 수 있다. 

𝑓 ≡  (𝐽2
0)3 + 𝛼(𝐽3

0)2 = k6     (10) 

𝑓 ≡  (𝐽2
0)3 + 𝛼(𝐽3

0)2 + 𝛽(𝐽2
0)3/2 × (𝐽3

0) = k6(11) 

 

여기서 𝐽2
0  및 𝐽3

0  불변량은 직교 이방성 판재 재료

에 대해서 이방성을 고려하도록 일반화한 것으로 

다음과 같이 표현된다. [22,28] 

𝐽2
0 = 

𝑎1
6
(𝜎𝑥𝑥 − 𝜎𝑦𝑦)

2 +
𝑎2
6
(𝜎𝑦𝑦 − 𝜎𝑧𝑧)

2

+
𝑎3
6
(𝜎𝑥𝑥 − 𝜎𝑧𝑧)

2 + 𝑎4𝜎𝑥𝑦
2 + 𝑎5𝜎𝑥𝑧

2

+ 𝑎6𝜎𝑦𝑧
2  

(12) 

𝐽3
0 = 

1

27
(𝑏1 + 𝑏2)𝜎𝑥𝑥

3 +
1

27
(𝑏3 + 𝑏4)𝜎𝑦𝑦

3 +
1

27
[2(𝑏1 +

𝑏4) − 𝑏2 − 𝑏3]𝜎𝑧𝑧
3 −

1

9
(𝑏1𝜎𝑦𝑦 + 𝑏2𝜎𝑧𝑧)𝜎𝑥𝑥

2 −  
1

9
(𝑏3𝜎𝑧𝑧 +

𝑏4𝜎𝑥𝑥)𝜎𝑦𝑦
2 −

1

9
[(𝑏1 − 𝑏2 + 𝑏4)𝜎𝑥𝑥 + (𝑏1 − 𝑏3 +

𝑏4)𝜎𝑦𝑦]𝜎𝑧𝑧
2  +

2

9
(𝑏1 + 𝑏4)𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦𝜎𝑧𝑧 −  

𝜎𝑥𝑧
2

3
[2𝑏9𝜎𝑦𝑦 −
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𝑏8𝜎𝑧𝑧 − (2𝑏9 − 𝑏8)𝜎𝑥𝑥] −
𝜎𝑥𝑦
2

3
[2𝑏10𝜎𝑧𝑧 − 𝑏5𝜎𝑦𝑦 −

(2𝑏10 − 𝑏5)𝜎𝑥𝑥] −
𝜎𝑦𝑧
2

3
[2𝑏7𝜎𝑥𝑥 −  𝑏6𝜎𝑦𝑦 − (2𝑏7 −

𝑏6)𝜎𝑧𝑧] + 2𝑏11𝜎𝑥𝑦𝜎𝑥𝑧𝜎𝑦𝑧                                                 

(13) 

위의 식에서 𝑎𝑖(𝑖 = 1, , ,6)  와 𝑏𝑗(𝑗 = 1, , ,11)  는 이방

성 계수이다.  

식 (11)에서 유효 응력(𝜎 ̅)은 다음과 같이 표현된다. 

 = 𝑉[(𝐽2
0)3 + 𝛼(𝐽3

0)2 + 𝛽(𝐽2
0)3/2 × (𝐽3

0) ]
1

6     (14) 

여기서, V는 압연 방향을 따라 일축 인장으로부터 

유효 응력의 편차를 보정하기 위한 상수이고 다음

과 같이 표현할 수 있다. 

 

𝑉 =  
1

[(
𝑎1+𝑎3

6
)
3
+𝛼(

𝑏1+𝑏2
27

)
2
+𝛽(

𝑎1+𝑎3
6

)
3/2

(
𝑏1+𝑏2
27

) ]

1/6     (15) 

 

식 (11)의 항복함수 f 를 소성포텐샬 g 로 간주한 

연합유동법칙(associated flow rule, g=f )으로부터 소성 

변형률 증분은 소성포텐샬의 응력에 대한 편미분으

로 다음과 같이 나타내진다. 

            𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑝
=

𝜕𝑓

∂𝜎𝑖𝑗
𝑑𝜆            (16) 

𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑝
= {[3(𝐽2

0)2 + (
3

2
)𝛽(𝐽2

0)(
1
2
) × (𝐽3

0) ]
∂𝐽2
0

∂𝜎𝑖𝑗

+ [2𝛼(𝐽3
0) + 𝛽(𝐽2

0)3/2 × 1]
∂𝐽3
0

∂𝜎𝑖𝑗
} 𝑑𝜆 

주 편차 응력값(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 )을 사용하는 기존에 제안된 

다른 유형의 이방성 항복함수들과 비교하여 본 연

구에서 제안된 항복함수의 장점은 변형률 증분을 

결정하기 위한 𝜕𝑓/𝜕𝜎𝑖𝑗를 직접 계산할 수 있다는 것

이다. 

평면 응력 상태( 𝜎3 = 0 )에서 평면(x-y)의 등 2축 

인장 하, 𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑏 , 에서 정규화된 항복응력은 

다음과 같이 표현된다. 

 

 

 

 (17) 

한편 이방성 판재의 이방성 특성을 나타내는 랭크

포드 계수값 𝑅𝜃는 다음과 같이 표현된다. 

 

𝑅𝜃 = −

𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑥
(𝑠𝑖𝑛2𝜃) − 

𝑠𝑖𝑛2𝜃

2
 
𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑦
 + 

𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦
(𝑐𝑜𝑠2𝜃)

𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑥
 + 

𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦

       (18) 

 

등 2축 인장에서 랭크포드 계수값 𝑅𝑏는 다음 형식

으로 계산된다. 

𝑅𝑏 =

𝜕𝑓

∂𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑓

∂𝜎𝑥𝑥

                    (19) 

 

또한, 압연 방향과 하중 방향 사이의 각도 θ에 따른 

정규화된 단축 항복응력 σ𝜃/σ0  은  𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝜃 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2𝜃 , 

𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝜃 ∙ 𝑠𝑖𝑛
2𝜃  and 𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝜃 ∙ sin 𝜃 cos 𝜃  관계를 사

용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(20) 

2.2 항복함수의 볼록성 조건 

재료가 소성변형하는 동안에 내부의 소성일이 발

산되어야 하므로 항복곡면이 볼록하다고 가정한다. 

𝜎𝑏 𝜎0⁄

=  
1

√3

{
 
 

 
 
(
𝑎2 + 𝑎3

6
)
3

+ 𝛼 (
2𝑏1 − 𝑏2 − 𝑏3 + 2𝑏4

27
)
2

+𝛽 (
𝑎2 + 𝑎3

6
)
3/2

× (
2𝑏1 − 𝑏2 − 𝑏3 + 2𝑏4

27
)
}
 
 

 
 
−1 6⁄

 

𝜎𝜃 𝜎0⁄

=  
1

√3

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
(
𝑎1
6
+
𝑎3
6
) 𝑐𝑜𝑠4θ + (𝑎4 −

𝑎1
3
) 𝑐𝑜𝑠2θ 𝑠𝑖𝑛2θ

+(
𝑎1
6
+
𝑎2
6
) 𝑠𝑖𝑛4θ

]

3

+𝛼

[
 
 
 
 
 𝑐𝑜𝑠6θ

𝑏1 + 𝑏2
27

+ 𝑠𝑖𝑛6θ
𝑏3 + 𝑏4
27

−

𝑐𝑜𝑠4θ 𝑠𝑖𝑛2θ
𝑏1 + 3𝑏5 − 6𝑏10

9

−𝑐𝑜𝑠2θ 𝑠𝑖𝑛4θ
𝑏4 − 3𝑏5

9 ]
 
 
 
 
 
2

+𝛽 [
(
𝑎1
6
+
𝑎3
6
) 𝑐𝑜𝑠4θ + (𝑎4 −

𝑎1
3
)𝑐𝑜𝑠2θ 𝑠𝑖𝑛2θ

+(
𝑎1
6
+
𝑎2
6
) 𝑠𝑖𝑛4θ

]

3/2

×

[
 
 
 
 
 𝑐𝑜𝑠6θ

𝑏1 + 𝑏2
27

+ 𝑠𝑖𝑛6θ
𝑏3 + 𝑏4
27

−𝑐𝑜𝑠4θ 𝑠𝑖𝑛2θ
𝑏1 + 3𝑏5 − 6𝑏10

9

−𝑐𝑜𝑠2θ 𝑠𝑖𝑛4θ
𝑏4 − 3𝑏5

9 ]
 
 
 
 
 

}
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−1/6
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(항복곡면의 볼록성(convexity) 조건) 본 연구에서 제

안된 응력의 6승 형태의 이방성 항복조건의 볼록성

을 확인하기 위해 항복곡면이 볼록한 응력 범위를 

확인하였다. 등방성 항복함수가 볼록하려면 허용가

능한 α 및 β의 변동 범위에 대해서 다음의 헤세 행

렬 H가 양의 준정부호(positive semidefinite )인지 확인

해야 한다[44-46]. 

 

𝐻1(σxx, σyy) =
𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑖𝜕𝜎𝑗
= [

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑥
2

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑥𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦
2

]  

𝐻2(σxx, σxy) =
𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑖𝜕𝜎𝑗
= [

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑥
2

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑦𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕2𝑔

𝜕𝜎𝑥𝑥𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕2𝑔

𝜕𝜎𝑥𝑦
2

]  

    𝐻3(σyy, σxy) =
𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑖𝜕𝜎𝑗
= [

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦
2

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑦𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑦𝑦𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝜎𝑥𝑦
2

] (21) 

 

헤시안 행렬 H의 양의 준정부호 속성은 행렬 고유

값의 양수값임을 보이므로써 증명할 수 있다. 이 분

석을 바탕으로 본 연구에서 제안된 응력에 대해서 

6승 형태의 이방성 항복함수, 식 (9)와 식(8)은 볼록

성 조건을 만족하는 것으로 확인되었다. 

 

2.2 평면응력 하에서 항복곡면에 대한 α
와 β의 영향 
제안된 등방성 항복함수의 매개변수 α와 β의 역

할을 확인하기 위해 Fig. 1에 이들 매개변수의 여러 

조합에 대하여 항복곡면의 형태를 나타내었다.  

Fig. 1의 (a)와 (b)에서 파라미터 α=0에서 β가 양의 

값으로 커질수록 Ti-6Al-4V 타이타늄 합금[34,35] 또

는 Cu-Al-B 형상기억합금의 초기 항복곡선[41, 46,47]

과 같이 단축 압축에서 단축 인장보다 더 큰 항복

응력을 가지며 등 2축 인장 쪽에서 뾰족한 비대칭 

형태로 변화하고 있음을 알 수 있다.  

한편 Fig.1의 (c)와 (d)에서는 β=0에서 α 가 양의 

값에서 음의 값으로 변해갈 때 Hosford[19]와 Barlat 

(1989)[20]의 항복곡면과 같이 등 2축 인장모드에서 

항복곡면의 곡률이 작아지고 있음을 알 수 있다. 

또한 Fig.1의 (e)와 (f)에서는 α=0에서 β가 음의 값

으로 커질수록 마그네슘 함금[29a, 30-33]이나 항공기 

브레이드용으로 개발된 Ni-Ti, Ni3Al 계통의 초합금

(supper alloy)의 항복곡선[29b]과 같이 단축 인장에서 

단축 압축보다 더 큰 항복응력을 가지며 등 2축 압

축 쪽에서 뾰족한 비대칭 형태로 변화하고 있음을 

알 수 있다. 

Fig.2는 Fig.1의 (a)와 (e)와 유사한 형태이지만 α값

이 음의 값(α=-1)을 갖는 경우에 각각 등 2축 압축

과 등 2축 인장모드에서 곡률이 작아지고 있음을 

알 수 있다.  

이와 같이 본 연구에서 제안한 이방성 항복조건

곡면은 두 매개변수 α와 β를 적당히 결합시키는 것

으로부터 다양한 형태의 항복곡면을 표현할 수 있

다는 유연성을 갖는다는 것을 알 수 있다. 

 

(𝑎) 𝛼 = 0, 𝛽 = 1 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝑏) 𝛼 = 0, 𝛽 = 2 
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(𝑐) 𝛼 = 1, 𝛽 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝑑) 𝛼 = −1, 𝛽 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝑒) 𝛼 = 0, 𝛽 = −1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝑓) 𝛼 = 0, 𝛽 = −2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1 Yield locus according to proposed isotropic yield 

function for different values of parameters α and 

β: 

 

(𝑔) 𝛼 = −1, 𝛽 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(h) 𝛼 = − 1, 𝛽 = - 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2 Yield locus according to proposed isotropic yield 

function for negative of parameters α 
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3. 제안된 항복함수 모델의 적용 
 

3.1 AA6016-T4 판재에 적용 
Cazacu-Barlat(2001) [22, 48]의 실험결과로부터 

AA6016-T4 판재의 단축 인장 및 액압 벌지 실험 데

이터를 항복곡면의 동정에 활용하였다. 항복곡면의 

형상을 결정하기 위해서는 통상의 균일변형 모드의 

단축인장, 순수전단 그리고 액압 벌지 실험을 이용

하는 방법과 십자형 시편(cruciform specimen)을 이용

한 2축 인장실험 방법이 널리 이용되고 있다.[2] 

제안된 항복함수의 매개변수들을 동정하기 위하

여 다음과 같은 오차 함수를 사용하여 오차값을 최

소화하는 과정을 거쳤다. 

       𝐹 = ∑ 𝜂𝑖 (1 −
(𝜎𝜃)𝑖

𝑡ℎ

(𝜎𝜃)𝑖
𝑑𝑎𝑡𝑎)

2
𝑛
𝑖 + ∑ 𝛾𝑗 (1 −

(𝑅𝜃)𝑖
𝑡ℎ

(𝑅𝜃)𝑖
𝑑𝑎𝑡𝑎)

2

+ 𝛿 (1 −𝑚
𝑗

(𝜎𝑏)𝑖
𝑡ℎ

(𝜎𝑏)𝑖
𝑑𝑎𝑡𝑎)

2

+ 𝜐 (1 −
(𝑅𝑏)𝑖

𝑡ℎ

(𝑅𝑏)𝑖
𝑑𝑎𝑡𝑎)

2

+ ∑ 𝜒𝑘 (1 −
(𝑙′)𝑘

𝑡ℎ

(𝑙)𝑘
𝑑𝑎𝑡𝑎)

2
𝑡
𝑘     (22) 

여기서, n과 m은 각각 단축 인장실험에서 구한  방

향에서의 항복응력 𝜎𝜃및 랭크포드 계수값 𝑅𝜃의 수

를 나타낸다. 𝜎𝑏  및 𝑅𝑏  는 각각 등 2축 인장의 항복

응력 및 랭크포드 계수이다. 𝑡는 다양한 하중비에서 

실험한 2축 인장 및 압축의 수를 나타내고, 위 첨자

th 와 data 는 각각의 값이 실험값인지 계산된 값인

지를 나타낸다.  

또한 𝜂𝑖, 𝛾𝑖 , 𝛿, 𝜈및 𝜒𝑘는 오차함수에 기여하는 우변

의 각 항에 대한 가중치 인자이다. 이들 가중치는 

본 연구에서 실험결과가 방정식의 수 보다 많아서 

어떤 인자를 더 우선으로 고려하여 𝑎𝑖  와 𝑏𝑗  를 결

정할 것인가에 따라서 사용자가 임의로 정하는 값

이다. [49,50,51] Habraken 등 [50]은 이들 가중치 인자

를 1.0으로 모두 동일하게 하였으며, Nomura 와 

Kuwabara [51]은 1000~0.1 범위에서 항복응력과 이방

성계수를 가장 잘 핏팅하는 값을 사용하였다. 본 연

구에서도 문제에 따라 적절한 값을 사용하여 국부

적인 최소값에 빠지지 않도록 하였다. l   및 'l 은 

각각 주응력 공간에서 원점과 실험값 및 예측값 사

이의 거리이다. 즉, l = √𝜎1
2 + 𝜎2

2 . 

본 연구에서는 제안된 이방성 항복함수의 매개변

수들을 동정하기 위해서 수치적 최적화 기법을 채

용하고 있다. 반면 Yoon 등[25]은 응력에 대해서 6

차항으로 정의되는 Poly6 항복함수에 대해서 해석적

으로 매개변수들을 구하는 방법을 제안한 바 있다.  

KV’6s와 Cazacu-Barlat 항복함수를 이용하여 

AA6016-T4 판재에 대한 항복곡면, 정규화된 항복응

력, 랭크포드의 이방성 계수값을 예측하였고 Fig. 3a, 

3c 및 3d에 실험 데이터와 함께 나타내었다.  

Fig. 3b에는 KV’6s 항복함수에서 전단응력의 영향

을 고려한 항복곡면의 형상을 나타내었다. 

평면 응력 𝜎3 = 0  에 대한 KV’6s 항복함수에 사

용된 계수는 θ = 0°, 15°, 45°, 75° 및 90° 방향의 인장

실험에서 구한 단축 인장 항복응력 및 랭크포드 계

수값  10개를 택하고 등 2축 인장에서의 항복응력 

𝜎𝑏/𝜎0 = 1.0  와 및 랭크포드 계수값 𝑅𝑏 = 1.05  [47] 

을 사용하여 오차 함수(22)를 최소화하여 동정하였

다. 이 계수를 Table 1에 나타내었다.  

 

Table 1 Anisotropic coefficients of the Kim–Van and the 

Cazacu–Barlat yield functions (2001) for 

AA6016-T4 sheet  

Parameters a1 a2 a3 a4 b1 b2 

Kim–Van 1.085 0.846 0.696 0.697 0.384 1.616 

Cazacu–Barlat 0.334 0.815 0.815 0.420 0.040 -1.205 

 

b3 b4 b5 b10 α β2 c Error(F) 

2.408 0.271 1.315 1.257 1.986 0 × 0.0007 

-0.958 0.306 0.153 -0.020 × × 1.4 0.0007 

 

Cazacu-Barlat 항복함수에 사용된 계수는 θ =  0°, 30°, 

45°, 75° 및 90° 방향에서 실험한 단축 인장 항복응

력 및 랭크포드 계수값 과 등 2축 인장 항복응력 

𝜎𝑏/𝜎0 = 1.0  [21]을 사용하여 동정하였다. AA6016-T4 

판재에 대한 Kim-Van 항복함수로부터 구한 항복곡

면을 Fig. 3b에 나타내어 항복곡면의 형상을 파악하

였다. 
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Fig. 3 Predicted anisotropy according to the modified 

Kim–Van and the Cazacu–Barlat yield functions 

(2001) for AA6016-T4 sheet with 16 equations for 

fitting (a) yield locus, (b) 3D yield surface, (c) 

normalized uniaxial yield stresses, and (d) R- 

values 

 

 
3.2 DP980 판재에 적용 
자동차용 고강도강판 DP980 [52,53]에 대하여 

본 연구에서 제안한 이방성 항복조건식의 적용 가

능성을 확인하기 위해서 DP980 판재에 대해서 예

측된 항복곡면, 정규화된 단축 항복응력 𝜎𝑏/𝜎0  및 

랭크포드 계수값을 실험결과와 비교하였다. 

여기서는 KV’6s 항복함수의 매개변수를 동정하기 

위해 θ =  0°, 30°, 45°, 60° 및 90°에 따른 단축 인장 

항복응력 및 랭크포드 계수값, 등 2축 인장 항복응

력 𝜎𝑏/𝜎0  = 1.01 , 그리고 2축 인장의 3가지 하중비

(즉 𝜎𝑥: 𝜎𝑦 = 1: 2, 4: 3, 2: 1 )에서의 2축 항복응력값을 

이용하였다. DP980 판재에 대한 KV’6s 항복함수의 

계수를 Table 2에 나타내었다.  

 

Table 2 Anisotropic coefficients of the modified Kim–

Van yield function for DP980 sheet 

Parameters a1 a2 a3 a4 b1 b2 

Kim–Van 0.965 1.028 1.157 1.129 1.402 0.570 

 

b3 b4 b5 b10 α β1 

0.931 0.746 1.275 1.341 -1.251 - 
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Fig. 4 Predicted anisotropy from the modified Kim–Van 

yield function for DP980 sheet with 12 equations 

for fitting (a) yield locus, (b) 3D yield surface, (c) 

normalized uniaxial yield stresses, and (d) R-

values 

 
Fig.4a, 4c, 4d에 KV’6s 항복함수에서 예측된 항복

곡면, 정규화된 항복응력, 랭크포드 계수값을 실험 

데이터와 함께 나타내었다. KV’6s 항복함수의 예측

은 실험과 잘 일치하는 것을 알 수 있다 

 

3.3 AZ31B 마그네슘 판재에 적용 
HCP 결정 구조를 갖는 AZ31B 마그네슘 합금은 

항복곡면에 비대칭 형상을 보이는 것으로 알려져 

있다.  

AZ31B 마그네슘 합금 판재의 비대칭 소성 항복 

거동을 설명하기 위해 Andar 등[29a]은 등 2축 인장 

및 압축실험을 수행하였고 CPB2006 항복함수[39]를 

이용하여 실험결과를 피팅하였다. 그 결과 CPB2006

이 인장과 압축에서의 항복곡면의 차이와 비대칭성

을 잘 표현한다고 하였다.  

Fig.5에 AZ31B 마그네슘 합금 판재에 대해 식 (8)

의 KV'6a 비대칭 항복함수의 적용 가능성을 확인하

기 위해 Andar의 실험 데이타[29a]와 CPB2006 항복

함수를 함께 나타내었다.  AZ31B 판재의 경우에 인

장에서의 항복응력이 압축 보다 높게 평가되고 또

한 등 2축 압축모드 하에서 항복곡선의 곡률이 매

우 작아 뾰족한 비대칭 형태를 나타내고 있음을 알 

수 있다. 

KV'6a 항복함수의 계수를 동정하기 위해서 세 개

의 응력비(1:0, 1:1, 0:1)에 대한 2축 인장 데이터와 2

축 압축 데이터, 세 가지 응력비(2:1, 3:4, 1:2)에 대한 

CPB2006 항복함수로 부터 예측한 데이터 그리고 등 

2축 항복응력을 사용하여 오차 함수(22)를 최소화하

였다. AZ31B 합금 판재에 대한 KV’6a 항복함수의 

계수를 Table 4에 나타내었다. 

KV'6a 항복함수가 전체적으로 제 1상한의 인장모

드에서 CPB2006 항복함수 보다 항복응력을 더 잘 

예측하는 것을 알 수 있다.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5 Yield loci of AZ31B magnesium alloy sheet 

predicted using the modified Kim–Van and 

CPB2006 yield functions 

 

Table 3 Anisotropic coefficients of the modified Kim–

Van yield function for AZ31B magnesium alloy 

sheet 

Parameters a1 a2 a3 a4 b1 b2 

Kim–Van 1.385 1.439 1.441 x 1.526 3.932 

 b3 b4 b5 b10 α β1 

3.810 0.316 x x 3.324 -3.105 
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따라서 본 연구에서 제안된 Kim-Van의 이방성 

항복함수 식 (8)은 BCC와 FCC 결정구조에서 

나타나는 대칭 항복거동뿐 만 아니라 HCP 

결정구조에서 나타나는 비대칭 항복거동도 잘 

예측하는 것으로 판단된다. 

 

4. 결 론 
 
본 연구에서는 전 보에서 제안한 두 개의 

매개변수 α 및 β를 포함하고 𝐽2
0  및 𝐽3

0  불변량으로 

표현되는 응력에 대해서 12 승 형태의 이방성 

항복함수를 수정하여 6승 형태의 이방성 함수를 

제안하였다. 

이 항복함수는 BCC 및 FCC 결정구조 재료에서 

나타나는 대칭 항복곡면과 HCP 결정구조 재료에서 

나타나는 비대칭 항복곡면의 두 가지 유형을 잘 

표현하도록 제안되었다. 

수정된 항복함수의 유효성을 확인하기 위해 대칭 

항복함수(KV’6s)로서 AA6061-T4 판재, DP980 판재와 

비대칭 항복함수(KV'6a)로서 AZ31B 마그네슘 합금 

판재의 소성특성들을 예측하고 실험결과 및 기존의 

이방성 항복함수들과 비교하였다. 본 연구를 통해 

다음과 같은 주요 결론이 도출되었다. 

 

(1) KV’6s 항복함수는 AA6016-T4 및 DP980 

재료의 실험 데이터와 비교한 결과, 대칭 형태의 

항복곡선 형태와 방향별 항복응력 및 이방성 

계수값을 잘 나타내었다. 

(2) 제안된 항복함수는 두 개의 매개변수 α와 β를 

결합하는 것에 의해 다양한 형상의 항복곡선 

형상을 구현할 수 있음을 보였다. 

(3) KV’6a 비대칭 항복함수는 AZ31B 마그네슘 

합금 판재의 항복곡선의 특징 -인장에서의 항복 

응력이 압축 보다 높게 평가되고 또한 압축모드 

하에서 뾰족한 비대칭 형태- 을 잘 나타내고 있다.  

 

후 기 
 

본 연구는 교육부의 BK21 사업단의 지원을 받아 

수행되었다. (4199990314305)  
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