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라그랑주 승수법의 교수·학습에 대한 소고: 라그랑주 승수법을 활용한
주성분 분석 사례
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라그랑주 승수법(Method of Lagrange Multipliers)은 등식 제약조건하에서 미분가능한 함수의 최대, 최소를 구하는
대표적인 방법이다. 선형대수학, 최적화 이론, 제어 이론을 포함하여 최근에는 인공지능 기초수학에서도 널리 활용되
고 있다. 특히 라그랑주 승수법은 미분적분학과 선형대수학을 연결하는 중요한 도구이며, 주성분 분석(Principal
Component Analysis, PCA)을 포함한 인공지능 알고리즘에 많이 활용되고 있다. 따라서 교수자는 대학 미분적분학에
서 처음 라그랑주 승수법을 접하는 학생들에게 구체적인 학습 동기를 제공할 필요가 생겼다.
이에 본 논문에서는 교수자가 학생들에게 라그랑주 승수법을 효과적으로 교육하는데 필요한 통합적인 시야를 제공한
다. 먼저 다양한 전공의 학생들이 계산에 대한 부담을 덜고 원리를 쉽게 이해할 수 있도록 개발한 시각화 자료 및
파이썬(Python) 기반의 SageMath 코드를 제공한다. 또한 라그랑주 승수법으로 행렬의 고윳값과 고유벡터를 유도하
는 과정을 상세히 소개한다. 그리고 라그랑주 승수법을 간단한 경우에 대한 증명에서 시작하여 일반화된 최적화 문
제로 확장하고, 수업에서 학생들이 라그랑주 승수와 PCA를 활용하여 실제 데이터를 분석한 결과를 추가하였다. 본
연구는 대학수학을 지도하는 다양한 전공의 교수자들에게 도움이 될 기초자료가 될 것이다.

Ⅰ. 서론

라그랑주 승수법(Method of Lagrange Multipliers)은 최적화 문제, 특히 등식 제약조건하에서 미분가능한 함

수의 최대, 최소를 구하는 문제를 해결하는 기본적인 방법으로, 미분적분학을 비롯하여 선형대수학, 최적화 이론,
제어 이론(Control Theory) 등 수학의 다양한 분야에서 활용되고 있다. 또한 자연과학계열, 경상계열, 공학계열

등 다양한 전공에서도 최적화 문제를 다루고 있으며, 최근 유망한 분야인 기계학습(Machine Learning), 인공지

능(Artificial Intelligence)에서도 최적화 문제를 해결하기 위해 라그랑주 승수법을 활용하고 있으므로, 다양한 전
공의 학생들에게 라그랑주 승수법을 효과적으로 교육하는 것이 필요한 시점이다.

최적화(optimization)는 우리의 일상생활 속 의사결정에서도 자주 발생한다. 예를 들어, 집에서 학교나 직장까

지 출퇴근할 가장 짧은 경로를 찾는다든가, 여행을 떠나기 전 시간과 비용의 제약을 고려해 가장 가고 싶은 곳
을 가려는 계획을 짤 때 그러하다. 자연과학, 공학, 사회과학 등에서 발생하는 문제들도 마찬가지이다. 그래서 미

분적분학에서의 최대-최소문제, 선형대수학에서의 고윳값(eigenvalue) 문제, 수치해석학에서의 다양한 문제들이
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“maximize (minimize)   subject to  ≥ ,    ”

와 같이 ‘변수가 특정한 제약조건(주로 방정식이나 부등식으로 나타난다)을 만족할 때, 어떤 함수를 최대화하거

나 최소화하는 형태의 최적화 문제’로 나타난다.
라그랑주 승수법은 함수의 최대, 최소를 구하는 문제와 관련하여 대학 미분적분학(다변수 미분적분학)에서 지

도되고 있다. 그러나 주로 함수의 최대, 최소를 어떻게 구하는지에 관한 방법적인 측면만 강조하고, 학생들이 라

그랑주 승수법을 왜 배우는지, 라그랑주 승수가 무엇을 의미하는지에 대한 이해를 간과하는 경우가 많으며, 문제
가 조금만 복잡해져도 실제 지필로는 계산하기 힘든 경우가 많다. 특히 다양한 전공의 학생들이 미분적분학과

함께 많이 수강하는 선형대수학에서 주요 개념인 대칭행렬 의 고윳값이 제약조건 xx 하에서 이차형식

(quadratic form)1) x〈x x〉 xx의 최대, 최소를 구하는 문제에서의 라그랑주 승수라는 사실이 제대로
전달되지 못하고 있다. 그래서 라그랑주의 승수가 미분적분학과 선형대수학을 잇는 중요한 개념이라는 것을 이

해하지 못하고, 각 과목에서 별개의 내용으로 인식하여 일부 측면만 이해하게 된다. 더불어, 인공지능에서 데이
터의 차원을 축소하는 대표적인 알고리즘인 주성분 분석(Principal Component Analysis, PCA)은 결국 공분산

행렬의 고윳값과 고유벡터를 구하는 과정인데, 라그랑주 승수법을 이해하지 못하게 되면, PCA의 이와 같은 본

질을 제대로 파악할 수 없게 된다. 따라서 인공지능 기초수학을 학습하는 대학 신입생들은 PCA를 학습하기 전
에 미분적분학에서 라그랑주 승수법을 디지털 시대에 맞게 학습하여야 한다.

이에 본 논문에서는 대학 미분적분학 교수자가 학생들에게 라그랑주 승수법을 효과적으로 교육할 수 있도록

필요한 지식을 종합하여 제시한다. 먼저 교수자들이 다양한 전공의 학생들에게 라그랑주 승수법을 이해시킬 수
있도록 통합적인 설명을 시각화 자료와 함께 제시하고, 복잡한 문제도 어려움 없이 계산할 수 있도록 파이썬

(Python) 기반의 SageMath 코드도 제공한다. 이를 활용하면 제시된 코드에서 함수와 조건들을 변경해가면서 유

사한 문제도 쉽게 해결할 수 있다. 또한 행렬의 고윳값 문제를 라그랑주 승수법으로 유도하는 과정을 자세히 제
공하여, 선형대수학과의 연결성을 충분히 이해하도록 한다. 그리고 라그랑주 승수법이 처음 활용되는 최적화 문

제 중 1계 최적 조건(First-Order Optimality Condition)의 증명에서 시작하여, 일반적인 최적화 문제의 경우로

발전시킨 후, 라그랑주 승수법를 실제 데이터에 적용한 예를 소개한다.

Ⅱ. 연구의 배경

1. 배경지식

조제프 루이 라그랑주(Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813)는 1788년 Méchanique Analitique라는 책에서 라그
랑주 승수법을 현재 알려진 바와 같은 형식으로 제시하였다. 그는 정역학(statics)의 관점에서 특정한 조건들을

따르는 ‘물질 점들의 계(system of material points)’가 이루는 ‘평형상태(equilibrium)’를 분석하는 과정이, 수학적

으로는 제약조건하에서 어떤 함수의 최대 또는 최소를 찾는 문제의 최적해가 되기 위한 필요조건을 결정하는
것과 같음을 보였다. 이때 새로운 변수인 승수(multiplier)를 도입하여 기존의 제약조건을 평형상태를 나타내는

방정식으로 일관되게 표현하였다. 이 새로운 방법은 라그랑주의 이름을 따서 명명되었지만 실제로는 의사이자

수학 교수였던 웨어링(Edward Waring, ca. 1736–1798)이 1779년 처음 발견했다고 한다. 그리고 1783년 오일러
(Leonhard Euler, 1707-1783)에 의해 간단한 결과가 공개되기도 하였다. 한편 라그랑주는 앞의 책에서 ‘강체

(rigid body)’의 평형상태의 분석을 위해 ‘변분법(Calculus of Variation)’으로 알려진 수학적 방법도 고안하였다

1) 이차형식(quadratic form) http://matrix.skku.ac.kr/2014-Album/Quadratic-form/

http://matrix.skku.ac.kr/2014-Album/Quadratic-form/
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(Bussotti, 2003). 변분법은 제약조건을 갖는 ‘범함수(functional)’의 최대, 최소를 찾는 방법으로 라그랑주 승수법
을 일반화한 것이다.

라그랑주 승수법은 <표 Ⅱ-1>과 같이 등식 제약조건하에서 미분가능한 함수의 최대, 최소를 구하는 문제를

해결하는 기본적인 방법이다.

minimize (maximize) x      x 
 

  
∈

subject to  x        

 x         

...
 x         

<표 Ⅱ-1> 등식 제약조건이 있는 최적화 문제(제약조건 개, 독립변수 개)

이때 를 목적함수(objective function)라 하고,  x  ,    을 등식 제약조건(equality constraint)이

라 한다. 그러면 x   
 

  
 가 <표 Ⅱ-1> 문제의 최적해가 되기 위한 1계 최적 조건은 다음과 같다.

정리 1. 점 x 가 <표 Ⅱ-1> 문제의 최적해라 하자. 만일 x 에서 ∇ x
 ,    가 일차독립이면, 적

당한 상수 
 ,    가 존재하여 다음을 만족한다.

∇x 
  




∇ x

 ,  x
   ,    

이때 
를 라그랑주 승수라 한다.

즉 라그랑주 승수법은 정리 1의 결과를 바탕으로 다음과 같이 최적해가 될 후보들을 계산하는 방법이다.

[단계 1] 다음 연립방정식을 만족하는 x ,  (   )의 값을 모두 구한다.

∇x 
  



∇ x ,  x  ,    

[단계 2] [단계 1]에서 구한 모든 점 x에서 의 값을 계산한다. 이 중에서 가장 큰 값이 의 최댓값이고,

가장 작은 값이 의 최솟값이다.

<표 Ⅱ-2> 라그랑주 승수법

라그랑주 승수법은 다음과 같이 라그랑주 함수(Lagrange function)

x            
  



     

를 도입하여 설명할 수도 있다(Chiang & Wainwright, 2004). 즉 라그랑주 승수법의 [단계 1]은 ∇x   을
만족하는 x , 를 찾는 것과 같다. 그래서 라그랑주 승수법은 제약조건이 있는 최적화 문제를 제약조건이 없는

최적화 문제로 변형시켜 적용할 수 있는 방법으로 설명되기도 한다. 라그랑주 함수는 특히 독립변수와 제약조건

의 개수가 많고 복잡한 일반적인 최적화 문제로 라그랑주 승수법을 확대, 적용할 때 유용하다.
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2. 라그랑주 승수법 교수·학습에서의 한계점

라그랑주 승수법을 설명하기 위해서는 다변수 함수의 그래디언트 개념이 필요하므로, 주로 대학 미분적분학

에서 처음 다루어진다. 그러나 함수의 최대, 최소를 어떻게 구하는지에 관한 방법적인 측면(<표 Ⅱ-2>)이 강조
되어왔기 때문에 문제가 조금만 복잡해지면 지필로 계산하기 어려워져서 실제 강의에서는 아주 단순한 형태의

문제만 주로 다루게 된다. 본 연구에서는 이를 극복하는 방법으로 선형대수학적 지식과 코딩을 이용하는 일반적

인 해법을 소개한다. 먼저 기존의 교재(Lee et al., 2014)에서 제시한 다음 예제를 보자.

예제 1. 타원면(ellipsoid)     에서 점   까지의 최단거리와 최장거리를 구하여라.

그러면 점   에서  의 임의의 점   까지의 거리공식   으로부터 이

문제는 방정식     를 만족하면서   가 최대, 최소가 되는 점
  를 찾는 문제가 됨을 알 수 있다. 따라서 수학적으로는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

minimize (maximize)             ∈

subject to         

이제 라그랑주 승수법을 이용하면 [단계 1]에서 다음과 같은 연립방정식을 얻는다.

  ,   ,    ,     .

첫 번째, 두 번째, 세 번째 식으로부터  


,  


,  


임을 알 수 있고, 이를 네 번째 식

에 대입하면 

 




 




 


 라는 식을 얻는다. 그러나 이 식을 만족하는 를 지필로

계산하여 구하는 것은 쉽지 않다. 즉 코딩/컴퓨터를 활용하지 않는다면 대부분의 현실 문제에 대한 해를 구하는

것이 불가능하다. 그러나 <표 Ⅱ-3>과 같이 코드를 사용하면 연립방정식의 해들을 쉽게 구할 수 있으며, 유사
한 문제도 함수와 조건을 변경해가면서 모두 해결할 수 있다.

이 예제에서 구한 는 ≒와 ≒이다. 먼저 ≒일 때, 해는    이

고 함숫값은    이다. 그리고 ≒일 때, 해는    이고 함숫값은
   이다. 두 함숫값을 비교하면 최단거리는 약 이고 최장거리는 임을 알 수 있다. 이와

같이 한 점과 타원면 사이의 최단거리와 최장거리를 찾는 비교적 단순한 문제도 상황에 따라서는 손으로 해결

하기 힘든 복잡한 계산이 필요할 수 있다.
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var('x, y, z, ld')
f(x, y, z) = (x - 2)^2 + (y + 1)^2 + (z - 2)^2
g(x, y, z) = x^2 + 4*y^2 + 3*z^2 - 12
gradf = f.gradient()
gradg = g.gradient()
cpoints = solve([gradf[0] == ld*gradg[0], gradf[1] == ld*gradg[1], gradf[2] == ld*gradg[2], g(x, y, z) == 0], x, y, z, ld,
solution_dict = True)
for sol in cpoints:
if ((sol[x] in RR) and (sol[y] in RR) and (sol[z] in RR) and (sol[ld] in RR)):
print("x =", sol[x].n(digits = 4), ",", "y =", sol[y].n(digits = 4), ",", "z =", sol[z].n(digits = 4), ",", "f(x, y, z) =",

f(x = sol[x], y = sol[y], z = sol[z]).n(digits = 4), ",", "lambda = ", sol[ld].n(digits = 4))

<표 Ⅱ-3> 예제 1을 해결하는 라그랑주 승수법 코드(SageMath)

또한 라그랑주 승수법은 선형대수학과 미분적분학을 연결하는데 사용된다. 예를 들어, 선형대수학 교재에서는
x x를 만족하는 스칼라 와 이 아닌 벡터 x를 각각 의 고윳값과 고유벡터로 정의한 후, 여기서 구한

고윳값의 의미에 대하여 설명을 하는 대신 고윳값을 구하는 데에만 집중하고 있다. 그러나 대칭행렬 의 고윳

값과 고유벡터를 계산하는 문제가, 제약조건 xx 하에서 이차형식 x〈x x〉 xx의 최대, 최소를 구
하기 위해 미분적분학에서 학습한 라그랑주 승수법을 적용하여 라그랑주 승수를 계산하는 문제와 일치한다는

것을 설명하는 교재는 거의 없다. 마찬가지로 대부분의 다변수 미분적분학 교재에서도 행렬의 고윳값과 고유벡
터를 구하는 데 라그랑주 승수법이 활용된다는 사실을 언급하지 않고 있다. 따라서 이 두 가지 방식을 서로 다

른 개념으로 생각하면 학생들이 학습할 때 노력을 배로 들이게 되고, 그 다음 단계의 학습에 지장을 받게 된다.

3. 연구방법 및 절차

본 연구진은 앞서 언급한 문제를 해결하기 위해 라그랑주 승수법을 다양한 전공의 학생에게 쉽고 효과적으로
교육할 수 있는 교수학습자료가 필요하다고 판단하였다. 그래서 라그랑주 승수법과 관련된 논문과 교재 등을 충

분히 검토한 후, 대학 미분적분학 교수자의 입장에서 본문에 제시한 자료만으로도 라그랑주 승수법을 교육하기

에 충분하도록 구성하고자 하였다. 이와 같은 방식은 서보억(2021)의 연구에서 제시한 수학교육적 탐구방법 가
운데 한 가지 사례로 볼 수 있다. 본 연구진은 다음과 같은 방법으로 자료를 정리하였다.

① 먼저 다양한 전공의 학생들이 라그랑주 승수법을 이해할 수 있도록, 쉬운 개념과 간단한 예제로 시각화

자료를 구성하여 설명하였다.
② 학생들이 수학에 관해 생각하고 논의할 시간을 충분히 갖도록 복잡한 계산에 대한 부담을 덜어주었다. 특

히 파이썬 기반의 SageMath 코드를 제시하여 함수와 조건들을 변경해가면서 유사한 문제도 쉽게 해결할

수 있도록 하였다.
③ 특히 선형대수학에서 다루는 행렬의 고윳값 문제를 라그랑주 승수법으로 유도하는 과정을 자세히 제공하

여, 선형대수학과의 연결성을 충분히 이해하도록 하였다. 이는 특히 인공지능에서 PCA의 본질을 쉽게 파

악할 수 있도록 한다.
④ 심화된 내용을 학습하기 원하는 학생들을 위해 최적화 문제의 1계 최적 조건에 대한 증명과 함께 라그랑

주 승수의 의미도 쉽게 설명하였다.

⑤ 1계 최적조건을 부등호 제약조건을 갖는 더 일반적인 최적화 문제로 확장한 ‘카루시-쿤-터커 조건
(Karush-Kuhn-Tucker Condition, KKT 조건)’에 대해서도 간단히 언급하였다.
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⑥ 라그랑주 승수법의 응용 사례로, PCA를 학생들이 학습하여 실제 데이터를 분석한 결과를 소개하였다.

Ⅲ. 연구 결과 및 논의

이 장에서는 라그랑주 승수법을 설명하는 시각화 자료와 SageMath 코드, 선형대수학과 주성분 분석에서의

활용과 실습사례 및 라그랑주 승수의 의미 등에 대하여 설명한다.

1. 시각화 자료 및 SageMath 코드

가 2변수 또는 3변수 함수일 때는 등위곡선(level curve) 또는 등위곡면(level surface)을 그릴 수 있는데, 이
때 그래디언트는 주어진 점을 통과하는 등위곡선 또는 등위곡면에 수직이다. 그리고 변수 함수 의 경우 ∇

는 점 x  
 

 ⋯  에서의 의 최대 증가율의 방향을 나타내며, 그 최대 변화율은 ∥∇x ∥이다. 우리
는 제약조건      


  을 만족하는  에 대하여 함수     의 최댓값과 최솟값을

구하는 문제(이상구 외, 2022)를 예로 들어, 다변수 미분적분학을 처음 학습하는 학생들이 라그랑주 승수법의 원
리를 직관적으로 이해할 수 있도록 <표 Ⅲ-1>의 본문과 [그림 Ⅲ-1]과 같이 이미지를 생성하여 시각적으로 설

명하였다.

먼저 방정식    으로 주어지는 곡선(빨간색)과 적당한 실수 값들에 대해 등위곡선(level curve)
   의 그래프(검은색, 회색)를 좌표평면에 같이 그려보자. 아래 그림을 통해  가 방정식
   으로 주어진 곡선(빨간색) 위를 움직이는 동안  가 최대, 최소가 되도록 하는 점(최적해,

optimal solution)은    와    이 접할 때임을 쉽게 알 수 있다. 특히 등위곡선에 적혀있는
함숫값들을 통해  는 원점으로부터 바깥쪽으로 퍼져나가는 방향으로 증가하는 함수임을 알 수 있으므

로, 가 최대(파란색)가 되는 점은 축 상에 두 군데 나타나고, 최소(분홍색)가 되는 점은 축 상에 두 군데

나타난다.
함수  에 대하여 의 그래디언트(gradient) ∇ 는 등위곡선    에 직교한다. 따라서

   을 만족하는  에 대하여 함수  를 최대, 최소가 되게 하는 점  에서는    와
   이 접하게 되므로 ∇ 와 ∇ 는 평행, 즉 적당한 실수 가 존재하여
∇   ∇ 을 만족하게 된다. 이러한 를 라그랑주의 승수(Lagrange multiplier)라 한다. 그림의

왼쪽 상단의 점에서와 같이 만일  에서 ∇ 와 ∇ 가 평행하지 않으면,  가 곡선
   을 따라 움직일 때, 함수 가 현재보다 증가할 여지가 있다. 실제로 이 점에서 시계 방향으로
   을 따라 움직이면 함수 의 값이 증가하게 된다. 즉 그래디언트와 등위곡선이 직교하는 점에서 2

개의 그래디언트가 평행하고, 그 두 벡터 사이의 관계가 라그랑주 승수가 된다는 것이다.

<표 Ⅲ-1> 라그랑주 승수법에 관한 본문 설명
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[그림 Ⅲ-1] 라그랑주 승수법을 이해하기 위한 시각화 자료

이때 지필만으로는 목적함수의 등위곡선과 제약조건의 그래프를 그리기 어렵다. 아래와 같이 SageMath 코딩

을 활용하면 손쉽게 그릴 수 있으며, 학습자는 실습실의 코딩을 간단히 조작하는 것으로 다양한 시도를 할 수

있다. 이러한 그래프를 활용하면, 라그랑주 승수법의 기본 원리를 쉽게 설명할 수 있다. 아래 명령어를 복사하여
웹 사이트 http://sage.skku.edu/에 입력 후 실행하면 위의 [그림 Ⅲ-1]을 얻을 수 있다.

var ('x, y')
f(x, y) = 2 + x^2 + y^2 # 목적함수 f(x, y)
g(x, y) = x^2 + 1/4*y^2 - 1 # 제약조건 g(x, y) == 0의 함수
p1 = contour_plot(f, (x, -2, 2), (y, -2, 2), fill = False, labels = True, linestyles = 'dashed', label_colors = 'black')
p2 = implicit_plot(g(x, y) == 0, (x, -2, 2), (y, -2, 2), color = 'red', axes = True)
p1 + p2

위의 내용을 3차원 공간상에 [그림 Ⅲ-2]와 같이 나타내면 좀 더 직관적으로 라그랑주 승수법의 원리를 이해
할 수 있다. [그림 Ⅲ-2]는 본 연구진이 SageMath 코드를 이용하여 실제로 생성한 이미지로 주어진 목적함수가

어디에서 최댓값, 최솟값을 갖는지와 라그랑주 승수가 어떤 의미를 갖는지를 구체적으로 보여준다.

http://sage.skku.edu/


이 상 구ㆍ남 윤ㆍ이 재 화72

[그림 Ⅲ-2] [그림 Ⅲ-1]을 3차원상에 나타낸 그림

이제 라그랑주의 승수법으로 다음의 SageMath 코드를 활용하여 위의 예제를 풀면 점   ,   ,   ,
 를 얻는다.

var ('x, y, ld')
f(x, y) = 2 + x^2 + y^2
g(x, y) = x^2 + 1/4*y^2 - 1
gradf = f.gradient()
gradg = g.gradient()
solve ( [gradf[0] == ld*gradg[0], gradf[1] == ld*gradg[1], g(x, y) == 0], x, y, ld )

그리고 이 점들에서 의 함숫값을 구하여 비교하면 최솟값은       (이때   ), 최댓값은
      (이때  )이 된다.
라그랑주 승수법은 (≥)개의 독립변수를 갖는 다변수 함수와 (≥)개의 제약조건들이 있는 경우에도 적

용할 수 있다. 대학 미분적분학 수업에서는 학생들의 수학적 기호를 다루는 훈련의 부족으로, 곧바로 일반화한

정리로 나아가기에는 무리가 있을 수 있다. 그래서 <표 Ⅲ-2, Ⅲ-3>과 같이 3변수 함수와 2개의 제약조건이 있
는 경우를 예로 들어, 나중에 더 복잡한 문제에 대한 라그랑주 승수법도 큰 어려움 없이 접근할 수 있도록 한다.

두 개의 방정식     와     를 만족하는  , , 에 대하여, 함수   의 최댓값과 최솟

값을 구하는 문제는 라그랑주 승수법으로 다음과 같이 해결한다. 여기서 아래의 와 를 라그랑주 승수라
한다.

[단계 1] 다음 연립방정식을 만족하는  , ,  ,  , 의 값을 모두 구한다.
∇    ∇   ∇   

    ,     

[단계 2] [단계 1]에서 구한 모든 점   에서 의 값을 계산한다. 이 중에서 가장 큰 값이 의 최댓값이

고, 가장 작은 값이 의 최솟값이다.

<표 Ⅲ-2> 3변수 함수와 2개의 제약조건을 갖는 최적화 문제에 대한 라그랑주 승수법
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예제 2. 평면     과     에서       의 최솟값을 구하라.
풀이.      와       라 하고, 다음 연립방정식을 만족하는
 , ,  ,  , 의 값을 모두 구한다.

∇    ∇   ∇    ,     ,     

var ('x, y, z, l, m')
f(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2
g(x, y, z) = 2*x + y + 2*z - 9
h(x, y, z) = 5*x + 5*y + 7*z - 29
gradf = f.gradient(); gradg = g.gradient(); gradh = h.gradient()
solve ([gradf[0] == l*gradg[0] + m*gradh[0], gradf[1] == l*gradg[1] + m*gradh[1], gradf[2] == l*gradg[2] +
m*gradh[2], g(x, y, z) == 0, h(x, y, z) == 0], x, y, z, l, m)

[[x == 2, y == 1, z == 2, l == 2, m == 0]]

그러면 임계점   를 얻는다. 이 점에서 함수 의 극값을 구하면 다음과 같다.

var ('x, y, z, l, m')
f(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2
print ( f(2, 1, 2) )

9

<표 Ⅲ-3> 3변수 함수와 2개의 제약조건을 갖는 최적화 문제의 풀이 예시

여기서 3변수 함수와 2개의 제약조건을 갖는 문제에 대해 코딩을 활용한 풀이는 2변수 함수와 하나의 제약조

건만 있는 문제의 풀이와 근본적으로 다르지 않다. 즉 4변수 함수의 경우도 위의 코드를 변경하여 같은 방식으

로 해결할 수 있다. 따라서 변수의 개수가 많아 지필로 풀었을 때 발생할 수 있는 어려움을 피하면서도 충분히
라그랑주 승수법의 개념을 이해하고 활용할 수 있다. 이와 같이 코딩을 활용하면 개념을 일반화하는데 큰 어려

움 없이 기존 코드에 약간의 변형과 첨가만으로도 문제를 해결하는 법을 익힐 수 있다.

2. 라그랑주 승수법과 선형대수학

이 절에서는 대칭인 정사각행렬의 고윳값 문제를 라그랑주 승수법으로 유도하는 과정(Horn & Johnson, 2013)
을 제시한다.

    ×를 대칭인 정사각행렬이라 하고, 방정식 xx  ( x  xx    )을 만족하는 벡터 x∈

에 대하여 함수 x〈x x〉 x x  xx를 최대(또는 최소)화하는 문제를 생각해보자. 앞서 학습한 라
그랑주 승수법을 적용하면, 를 최대 또는 최소가 되도록 하는 x는 ∇x   ∇ x 을 만족해야 한다. 여기

서 는 라그랑주 승수이다.

이제 ∇x 와 ∇ x 가 어떻게 표현되는지 살펴보자. 먼저 x〈x x〉 xx  
  




  



 에서

가 대칭행렬이면 비대각선 성분이   이므로  ≠ 일 때 xx이 갖는  의 계수는     이

다. 따라서 는 다음과 같은 이차식으로 나타낼 수 있다.
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x   xx  
   

  ⋯   
  

  

 

이제 의 편도함수를 계산하면 다음과 같으므로




  

  
 ⋯    ,     ⋯ 

편도함수를 모두 구하여 하나의 벡터로 나타내면 의 그래디언트는 다음과 같다.

∇x  




  



  
 
  



  
 ⋯ 

  



  







 x

그리고  x   x x   x  x  는 이차형식에 대신 단위행렬  가 있으므로 ∇ x   x  x가
된다. 따라서 다음과 같은 관계를 얻는다.

∇x ∇x ⇒ x x ⇒ x x

이렇게 이 아닌 벡터 x∈에 대하여 x x을 만족하는 를 의 고윳값이라 하고, 이때의 벡터 x를
고윳값 에 대응하는 의 고유벡터라고 한다. 즉 대응하는 행렬의 고윳값을 계산하는 과정은 바로 라그랑주의

승수를 구하는 것과 일치한다. 또한 고윳값 와 대응하는 고유벡터 x에 대하여

x xx x x  xx 이 성립하므로, 함수 의 최댓값과 최솟값은 행렬 의 가장 큰 실수 고윳
값과 가장 작은 실수 고윳값이 됨을 쉽게 알 수 있다.

물론 선형대수학을 이수하지 않은 학생이라면 여기서 처음으로 행렬의 고윳값과 고유벡터를 접하게 될 것이
다. 그리고 선형대수학을 수강한 학생이라고 하더라도 이차형식을 통해 미분적분학과 고윳값, 고유벡터 사이의

관계를 새롭게 조망해 볼 수 있는 기회를 가질 수 있을 것이다. 그리고 이와 같은 설명을 통해 고윳값 문제의

근본 개념을 깊이 고찰할 수 있을 것이다. 정사각행렬의 고윳값과 고유벡터는 아래의 코드로 계산할 수 있다. 이
간단한 코드는 차 행렬의 고윳값과 고유벡터들을 찾는데 그대로 활용되므로 중요한 의미가 있다.

A = matrix(QQ, 3, 3, [1, 2, 2, 1, 2, -1, 3, -3, 0] ) # 3x3 행렬
# A = matrix(QQ, [[10, -3, 0, -3], [-6, -1, 6, -1], [4, -4, 6, -4], [6, 5, -6, 5]]) # 4x4 행렬 (행을 기준으로)
# A = matrix(QQ, n, n, [*, *, ... , *, *]) # nxn 행렬
print ( A.eigenvectors_right() ) # 고윳값, 고유벡터 계산

3. 라그랑주 승수법과 주성분 분석

최근 각광 받고 있는 인공지능을 활용하기 위해서는 관련 데이터의 분석이 필수적이다. 앞서 언급했듯이, 라

그랑주 승수법은 미분적분학과 선형대수학을 연결 짓는 중요한 개념으로 이해할 수 있는데, 라그랑주 승수법의
응용 사례 중 주목할 만한 것이 빅데이터와 관련하여 널리 활용되는 주성분 분석(PCA)이다. PCA는 가장 널리

사용되는 차원 축소 기법 중 하나로, 원 데이터의 분포를 최대한 보존하면서도 고차원 데이터를 저차원 데이터

로 변환한다. PCA는 통계적 관점에서 확률변수의 일차결합으로 만든 새로운 변수(주성분, principal component,
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PC)의 분산을 최대가 되도록 하는데, 이때 라그랑주 승수법이 적용된다(이상구·이재화, 2019).
PCA의 목표는 주어진 데이터로부터 계산한 공분산 행렬 로부터 얻은 정보를 최대한 보존하면서도 훨씬 적

은 개수의 새로운 변수(≪)로 기존 데이터의 정보 대부분을 표현하려고 하는 것이다. 즉, 상관관계가 큰 변수

들로 이루어진 데이터 집합의 차원을 축소하는 것이다. 이는 기하적으로 차원 공간에서 데이터들의 분산을 최
대화하는 새로운 직선(또는 평면)을 찾는 최적화 문제임이 알려져 있다(Pearson, 1901).

첫 번째 주성분을 찾기 위해서 센터링(centering, 평균을 0으로 조정) 된 확률변수  , …, 의 일차결합으로

만든 새로운 변수  v

x  


⋯를 생각해 보자. 여기서 v

은 개의 상수    …  을

성분으로 하는 벡터로 ‘적재계수(loadings)’라 부르기도 한다. 그러면 의 분산은 Var()Var(v
x ) v


v

과

같이 이차형식으로 표현된다. 이것만으로 최대를 찾는 것은 불가능하므로 추가적으로 v
을 정규화

(normalization)하는 조건, 즉 v

v

  인 조건을 부여하여 다음의 최적화 문제를 구성한다.

maximize Var()Var(v
x ) v


v



subject to v

v

  

<표 Ⅲ-4> 첫 번째 주성분을 찾는 문제

그러면 <표 Ⅲ-4>의 최적화 문제는 앞서 살펴본 행렬의 고윳값과 고유벡터를 찾는 문제와 같다. 특히 분산

을 최대화하므로(Var()Var(v
x ) v


v

 ) 이 문제의 라그랑주 승수는 의 가장 큰 고윳값()이고,

v
은 그에 대응하는 단위 고유벡터가 된다.

두 번째 주성분은 분산이 최대가 되도록 하면서도  v

x과는 상관관계가 없도록 하는  v


x를 찾아야

한다. 이 때문에 두 번째 주성분을 찾는 문제는 제약조건이 하나 더 늘어난다. 이는 <표 Ⅲ-2>와 같이 제약조
건이 2개인 최적화 문제이다.

maximize Var()Var(v
x ) v


v



subject to v

v

  

v

v

  

<표 Ⅲ-5> 두 번째 주성분을 찾는 문제

여기서 v

v

  이라는 제약조건은 과 의 상관관계가 없도록 만드는 것으로, 확률변수 과 의 공분산

이 이 되면 이런 조건을 만족한다. 즉, Cov[ ,  ]Cov[v
x , v


x ] v


v

  v
v

  이면 해당 제약조건

을 도출할 수 있다. 왜냐하면 공분산행렬 는 정의에 의해 항상 양의 정부호(positive definite)이므로 고윳값 

가 양수이기 때문이다. 첫 번째 주성분을 찾는 과정과 마찬가지로 라그랑주의 승수법을 사용할 수 있는데 이때,
두 개의 라그랑주 승수 와 가 필요하다.

라그랑주 함수를 도입하면 v

v

 v
v

 v
v

이고, 변수들은 v
 벡터의 성분이므로 라그랑주 함수

의 그래디언트가 이 되도록 하는 식은 v
 v  


v

 이다. 그리고 이 식의 양변에 v
을 내적하면

v

v

 v
v

  


v

v
  을 얻는다. 이때 과 의 공분산이 0이어야 하므로 v


v

  , v

v


 에서

 이 되어야 한다. 따라서  v  을 얻는다. 역시 분산을 최대화하므로 는 의 두 번째로 큰 고윳
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값()이고, v는 그에 대응하는 단위 고유벡터가 된다.

같은 방법으로 번째 주성분  v

x의 분산이 최대가 되도록 하되  v


x ,  v


x , ...,   v

 
 x

와는 상관관계가 없도록 를 찾는 최적화 문제는 다음과 같이 주어진다.

maximize Var()Var(v
x ) v


v



subject to v

v

  

v

v


 , v

v

 , ..., v

v
   

<표 Ⅲ-6> 번째 주성분을 찾는 문제

를 의 번째로 큰 고윳값, v를 그에 대응하는 단위 고유벡터라 하면, 번째 주성분   v

x의 분산은

이다. 즉 Var()Var(v
x ) 가 성립한다. 이런 식으로 다음 주성분을 찾기 위해 위의 과정을 반복해 나

가면 제약조건이 점점 늘어나는 최적화 문제들이 등장한다. 물론 여기서 실제 라그랑주 승수법으로 공분산 행렬
의 고윳값과 고유벡터를 계산할 필요는 없다. 앞서 소개한 이차형식의 최대, 최소 문제, 행렬의 고윳값, 고유벡터

및 라그랑주 승수법의 선형대수학적 해석을 통해 공분산 행렬의 고윳값 분해 또는 데이터 행렬의 특잇값 분해

(SVD)로 계산할 수 있다. 그러나 원 데이터의 분포를 최대한 보존하면서도 데이터의 차원을 줄이고자 하는

PCA의 원리를 이해하기 위해서는 v

v

  에 대하여 주성분  v

x의 분산 Var(v

x ) v

v

이 최대가 되

도록 다음과 같이 라그랑주 함수

v   v

v

 v
v

 

의 v
에 관한 그래디언트를 으로 두어 관계식 v

 v    , 즉 v
  v을 만족해야 함을 이해해야 한

다.

라그랑주 승수법의 응용 사례로, 앞서 제시한 교수학습자료로 수강했던 학생들이 PCA를 활용하여 실제 데이
터를 분석한 결과를 소개한다. 이 데이터2)에는 유럽축구연맹 선수들의 크로스(cross) 횟수부터 골키퍼의 민첩성

(GK Reflexes)까지 33개의 특성이 정리되어 있다([그림 Ⅲ-3]). 예시가 잘 드러날 수 있도록 만여 명의 선수들에

대한 빅데이터 중 개인용 PC에서 무리 없이 분석 결과를 얻어낼 수 있도록 첫 100개의 데이터만 사용하기로 하
고, 파이썬 언어 대신 통계 분야에서 주로 사용하는 R을 활용하여 PCA를 진행하였다. 사용한 R 코드는 <표 Ⅲ

-7>과 같다. 이 코드를 복사하여 웹 사이트 https://sagecell.sagemath.org/에 붙여넣고 오른쪽 하단의 언어 선택

에서 R 언어를 선택하여 시행하면 결과(output)를 확인할 수 있다. 다른 데이터가 주어져도 이 코드를 활용하여
분석할 수 있다.

2) https://raw.githubusercontent.com/twackycats/european-soccer-analysis/master/data/player.attributes.csv

https://sagecell.sagemath.org/
https://raw.githubusercontent.com/twackycats/european-soccer-analysis/master/data/player.attributes.csv
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[그림 Ⅲ-3] 유럽축구연맹 선수들의 특성 데이터 예시

# R 프로그램에서 아래 명령어를 실행하면 다음 결과들을 얻을 수 있다.
file <- read.csv
('https://raw.githubusercontent.com/twackycats/european-soccer-analysis/master/data/player.attributes.csv',
fileEncoding="utf-8")
data <- file[c(1:100),-c(1:10)]
mypca <- prcomp(data, center=TRUE, scale=TRUE, retx=TRUE)
summary(mypca)
# scree 그래프 (분산을 나타낸다)
screeplot(mypca, type="lines", col = 2)
# 2차원으로 차원 축소 후 PC1과 PC2 사이의 관계를 살펴본다.
biplot(mypca)
# 3차원으로 차원 축소 후 PC1과 PC2, PC3만 취하여 k-means clustering 진행한다.
# PC1, PC2, PC3를 이용하여 클러스터의 개수(centers)를 4개로 하고
# 임의로 100번 시행(nstart)하여 가장 잘 clustering 하는 것을 찾는다.
myclust <- kmeans(mypca$x[,1:3], centers=4, nstart=100)
# clustering 후 시각화 결과를 보여준다.
# install.packages("rgl")
library(rgl)
plot3d(mypca$x[,1:3], xlab="PC 1", ylab="PC 2", zlab="PC 3", cex=1.5, size=1, type="s", col=myclust$cluster)
text3d(myclust$centers, texts=c("CL 1","CL 2","CL 3","CL 4"))

<표 Ⅲ-7> PCA를 수행하는 R 코드

[그림 Ⅲ-4]는 PCA 실행 결과를 요약한 것으로, 만일 라그랑주 승수가 공분산 행렬의 고윳값, 즉 주성분의

분산이 된다는 것을 이해하지 못하면, 명령어로 얻은 결과를 그냥 받아들일 수 밖에는 없다. 그러나 라그랑주 승

수와 주성분 분석 사이의 관계를 알고 있으면, 쉽게 코드의 내용과 결과를 이해할 수 있다. 예를 들어, [그림 Ⅲ
-4]에서 표준편차(standard deviation) 행의 값들은 각 주성분의 표준편차를 의미하므로 이 값들을 제곱한 것이

바로 공분산 행렬의 고윳값이 된다. 그리고, 고윳값들의 전체 합에 대한 각각의 고윳값들의 비율이 해당 주성분

이 데이터의 분포를 보존하는 비율이 된다. 따라서 분산의 누적 비율(Cumulartive Proportion)로부터 PC1, PC2
가 원 데이터의 분포를 약 67% 보존하고, PC3까지 고려하면 약 80% 정도를 보존한다고 이해할 수 있다.
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[그림 Ⅲ-4] PCA 실행 결과 요약

데이터를 몇 차원으로 줄일지 결정하기 위해 주성분의 분산(즉 공분산 행렬의 고윳값) 변화를 선 그림(scree
plot)으로 그려보았다([그림 Ⅲ-5]). 대부분 기울기가 꺾이는 ‘elbow point’의 왼쪽에 있는 성분까지 선택하는 데

여기서는 3번째 주성분까지 선택하였다. 따라서 20% 정도의 정보는 잃어버리더라도 3차원으로 데이터의 차원을

축소할 수 있다. 그러면 데이터를 시각화하여 분석하기가 용이하다. 또한 차원 축소된 데이터에 k-means
clustering과 같은 다른 데이터 분석 기법을 적용할 수도 있다. 실제로 [그림 Ⅲ-6]은 3차원으로 차원 축소된 데

이터를 4개의 군집으로 시각화하였다.

[그림 Ⅲ-5] 주성분의 분산 변화를 나타낸 선 그림

[그림 Ⅲ-6] 3차원으로 차원 축소된 데이터를 4개의 군집으로 시각화한 그림
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[그림 Ⅲ-7]은 원 데이터의 변수와 주성분 사이의 관계를 나타낸 행렬도(biplot)로 주성분 PC1, PC2와 2차원
으로 축소된 데이터, 그리고 원 데이터의 변수들을 모두 하나의 그림으로 나타낸 것이다. 일반적으로 각 주성분

들과 평행에 가까운 속성일수록 적재계수의 절댓값이 크고, 양의 방향으로 향하는 화살표들은 양의 적재계수를

가지며, 음으로 향하는 화살표들은 음의 적재계수를 갖는다. 그리고 화살표들이 가까울수록 각 속성 간의 상관관
계가 높다. 이를 통해 각 주성분에 큰 영향을 미치는 속성들이 무엇인지 파악할 수 있다.

[그림 Ⅲ-7] 원 데이터의 변수와 주성분 사이의 관계를 나타낸 행렬도(biplot)

4. 등식 제약조건이 있는 최적화 문제의 1계 최적 조건에 대한 증명

이제 등식 제약조건이 있는 최적화 문제(<표 Ⅲ-8>)의 1계 최적 조건에 대한 증명을 소개한다. 이는 심화된

내용을 학습하기를 원하는 학생들에게 적절한 난이도로 제공할 수 있다.

minimize (maximize) x x∈

subject to  x  ,    

<표 Ⅲ-8> 여러 개의 등식 제약조건이 있는 최적화 문제(독립변수가 개인 경우)

이제 x를 위의 문제의 최적해라 하면 다음 조건 ①을 만족하는 모든 d에 대하여 조건 ②가 성립해야 한다.

d∇ x  ,      ― ①

d∇x   ― ②

즉 x에서 d 방향으로 이동해도

① 제약조건  x   (   )를 모두 만족하며,
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② 함수 의 순간변화율이 이라야 한다.

따라서 ∇ x ,    가 일차독립이면, ∇x 
  



∇ x을 만족하는 적당한 상수 ,

   가 존재해야 한다. 이를 바탕으로 위의 최적화 문제를 푸는 라그랑주 승수법은 다음과 같이 제시된다.

[단계 1] 다음 연립방정식을 만족하는 x ,  (   )의 값을 모두 구한다.

∇x 
  



∇ x ,  x  ,    

[단계 2] [단계 1]에서 구한 모든 점 x에서 의 값을 계산한다. 이 중에서 가장 큰 값이 의 최댓값이고, 가
장 작은 값이 의 최솟값이다.

이때, 다음과 같이 라그랑주 함수를 정의하면

x 
  

  x x⋯ x  x
  



 x

라그랑주 승수법의 [단계 1]은 결국 ∇x      가 되는 x ,  (   )를 찾는 것과 같다.

5. 라그랑주 승수와 카루시-쿤-터커(Karush–Kuhn–Tucker, KKT) 조건

라그랑주 승수법은 경제학에서도 많이 사용된다. 예를 들어, 정해진 한도가 있는 예산의 제약 아래 기업의 이

익을 최대화, 생산 비용을 최소화, 또는 소비자의 효용을 최대화하는 등의 행동을 분석하는 수학적 모형이 최적

화 문제로 나타나는데, 이때 라그랑주 승수법이 활용된다. 게다가 경제학에서 외생변수(exogenous variable)3)의
변화에 따른 평형상태(equilibrium)의 변화를 분석하는 비교정태분석(comparative statics)을 수행할 때, 라그랑주

승수 자체가 큰 의미를 가진다. 예를 들어, 예산의 제약조건이 변화하는 경우 경제 주체들의 경제적 행동도 변화

하는데, 이는 수학적 모형의 라그랑주 승수의 의미를 파악함으로써 분석할 수 있다.
라그랑주 승수의 의미를 간단히 설명하기 위해 목적함수가  인 2변수 함수이고, 제약조건이    

또는   으로 주어지는 경우를 생각해보자. 즉 우변이 0에서 로 변화하였다. 여기서 를 새로운 매개

변수(parameter)라고 생각할 수 있다. 이때 라그랑주 함수는       이 되고, 의 그래
디언트는 ∇     가 된다.

만일 ∇  F라 하면, 라그랑주 승수법은 ∇     , 즉 방정식 F     을 푸는 것이 된다. 따라

서 방정식이 음함수   ,   ,  를 정의한다고 할 수 있다. 만약 F에 대해 변수  , , 에 대한

야코비안 행렬식 F 이 만 아니라면 음함수 정리에 의해 이는 사실일 뿐만 아니라 , , 는 미분가

능하고 그 도함수들은 연속이다. 그리고 실제 응용에서는 경험적으로 F ≠이라는 가정이 합리적이다.

이제 목적함수  를 로 미분하면 연쇄법칙에 의해 다음과 같은 식을 얻는다.



 
 












3) 독립변수 이외의 변수로서 종속변수에 영향을 주어 이를 통제하지 않으면 연구 결과의 내적 타당도가 문제가 되는 변수



라그랑주 승수법의 교수·학습에 대한 소고: 라그랑주 승수법을 활용한 주성분 분석 사례 81

여기서 


 

 , 


 

 이므로 이를 위의 식에 대입하면



 
 











 










 

이다. 그리고 제약조건의 양변을 로 미분하면




 











  




이 되고, 이를 위의 식에 대입하면 다음을 얻는다.




 

따라서 라그랑주 승수는 제약조건    에서 매개변수 의 변화가 목적함수의 최댓값 또는 최솟값에 미
치는 영향의 정도를 나타낸다고 볼 수 있다.

라그랑주 승수법 중 등식 제약조건이 있는 최적화 문제의 1계 최적 조건은 아래와 같이 부등식 제약조건을

포함하는 일반화된 최적화 문제(<표 Ⅲ-9>)로 확장할 수 있다.

minimize (maximize) x x∈

subject to  x  ,    

 x≥ , 
  

<표 Ⅲ-9> 등식 및 부등식 제약조건이 있는 최적화 문제

여기서    
 → (   )는 모두 미분가능한 함수이며,  x≥ (   )는 부등식 제약

조건(inequality constraint)이라 한다. 앞서 살펴본 1계 최적 조건과 유사한 방법으로 <표 Ⅲ-9> 문제에 대한 최

적 조건인 ‘카루시-쿤-터커(Karush–Kuhn–Tucker, KKT) 조건’을 증명할 수 있다. 이렇게 일반적인 최적화 문
제는 현재까지도 연구가 활발한 수학 문제 중 하나이다.

정리 2. x가 <표 Ⅲ-9> 문제의 최적해라 하자. 만일 x에서 등식  x  으로 만족되는 모든 제약조

건(등식, 부등식 포함)에 대하여 ∇ x가 일차독립이면, 다음을 만족하는 적당한 상수 ,

   가 존재한다.

∇x 
  



∇ x

 x  ,    

 x≥, ≥,  x  ,    

고등학교 미분적분학에서 배운 함수의 최대, 최소를 구하는 방법에서 발전한 라그랑주 승수법이 미분적분학
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과 선형대수학을 연결하는 중요한 도구이며, 주성분 분석을 포함한 인공지능 알고리즘에 적극적으로 활용되고
있으며, 관련 연구가 지금도 활발하게 진행되고 있다는 것을 본 원고에서 확인하였다. 교수자는 처음 라그랑주

승수법을 접하는 학생들에게 앞서 제시한 교수학습자료를 활용하여 충분한 학습 동기를 제공할 수 있기를 기대

한다. 특히 제공된 시각화 자료와 SageMath 코드는 앞으로 만날 다양한 실제 문제를 해결하는데 바로 적용이
가능할 것이다. 본 연구는 대학수학을 지도하는 다양한 전공의 교수자들에게 도움이 될 기초자료가 될 것이다.

Ⅳ. 결론 및 제언

본 논문에서는 자연과학, 공학, 사회과학 뿐만 아니라 기계학습, 인공지능 등에서 발생하는 최적화 문제들에

필수적인 라그랑주 승수법에 대하여 살펴보았다. 특히 대학 미분적분학에서 처음 다뤄지는 라그랑주 승수법의
교수학습에서 나타나는 한계를 극복하기 위해, 학생들에게 라그랑주 승수법을 교육할 때 교수자에게 도움이 될

필요한 지식을 종합하여 제시하였다.

먼저 라그랑주 승수법을 직관적으로 이해할 수 있도록 시각화 자료를 제시하였고, 계산에 대한 부담을 덜고
라그랑주 승수법의 원리에 집중할 수 있도록 파이썬 기반의 SageMath 코드를 제공하였다. 또한 라그랑주 승수

법이 행렬의 고윳값과 고유벡터를 유도하는 과정을 상세히 설명하여, PCA와 같은 인공지능 알고리즘의 본질을

꿰뚫어 볼 수 있도록 하였다. 특히 실제 사례로 PCA를 학습한 학생들이 라그랑주 승수법과 고윳값을 이용하여
실제 데이터를 분석한 결과도 소개하였다. 그리고 더 심화학습을 원하는 학생들에게 참고자료로 제시할 수 있도

록 라그랑주 승수법의 바탕이 되는 최적화 문제의 1계 최적 조건의 증명과 이를 확장한 내용도 소개하였다.

라그랑주 승수법은 역사적으로 오래된 방법이지만 현재에도 다양한 분야에서 지속적으로 활용되고 있다. 따
라서 대학 미분적분학 강의에서 라그랑주 승수법의 계산적인 측면뿐만 아니라 다른 과목과의 연결성 및 활용사

례, 코드 등이 제공된다면, 학생들이 라그랑주 승수법을 왜 배우는지, 라그랑주 승수가 의미하는 것이 무엇인지

깊게 이해하여 현실문제에 바로 적용할 수 있을 것이다. 본 원고에서 소개된 내용은 심화 교육에 사용될 수 있
을 뿐만 아니라, 관련 교재 집필 등에 적절하게 활용할 수 있을 것이다.

감사의 글: 본 원고의 초안을 검토하고 윤문해 주신 함윤미 교수님, 김응기 박사님, 박경은 박사님께 감사드
립니다.
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The method of Lagrange multipliers, one of the most fundamental algorithms for solving equality constrained 
optimization problems, has been widely used in basic mathematics for artificial intelligence (AI), linear algebra, 
optimization theory, and control theory. This method is an important tool that connects calculus and linear algebra. It 
is actively used in artificial intelligence algorithms including principal component analysis (PCA). Therefore, it is 
desired that instructors motivate students who first encounter this method in college calculus.

In this paper, we provide an integrated perspective for instructors to teach the method of Lagrange multipliers 
effectively. First, we provide visualization materials and Python-based code, helping to understand the principle of this 
method. Second, we give a full explanation on the relation between Lagrange multiplier and eigenvalues ​of a matrix. 
Third, we give the proof of the first-order optimality condition, which is a fundamental of the method of Lagrange 
multipliers, and briefly introduce the generalized version of it in optimization. Finally, we give an example of PCA 
analysis on a real data. These materials can be utilized in class for teaching of the method of Lagrange multipliers.
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