
1. 서 론

말뚝의 축방향 안정성은 말뚝재료의 허용압축하중과 지반의 허용지지력 중 작은 값으로 결정한다. 국내의 경우 말뚝이 설치되는 지반의 

허용지지력은 말뚝재료의 허용하중과 비교하여 작은 것이 보통이며 이에 따라 말뚝의 설계는 지반의 허용지지력에 의하여 결정되는 경우가 

대부분이다(KGS, 2015). 그러나 최근에는 말뚝의 시공 및 관리기술의 향상으로 말뚝재료의 허용하중에 상당하는 지층까지 말뚝을 시공하여 

말뚝재료를 최대한 활용하는 설계법도 적용되고 있으며, 이러한 장대말뚝의 경우 말뚝의 좌굴에 대한 안정성 검토는 필수적이다. 이는 작용하중이 
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Buckling Loads of Piles with Allowance for Self-Weight

ABSTRACT

This paper presents the buckling behavior of a pile considering its self-weight. The differential equation and boundary conditions 

governing the buckling of partially embedded piles in nonhomogeneous soils are derived. The buckling load and mode shape of the pile 

are numerically computed by the Runge-Kutta method combined with the Regula-Falsi algorithm. The obtained numerical solutions 

for bucking loads agree well with the results available from the literature. Numerical examples are given to analyze the buckling load 

and mode shape of the piles as affected by the self-weight, embedment ratio, slenderness ratio and boundary condition of the pile as well 

as the aspect ratio and rigidity ratio of the subgrade reaction. It is found that the self-weight of the pile leads to the reduction of the 

buckling load, indicating that neglecting the effect of self-weight may overestimate the buckling load of partially embedded piles.

Key words : Partially embedded pile, Self-weight, Buckling load, Mode shape, Numerical method

초 록

이 논문은 말뚝체의 자중을 고려한 말뚝의 좌굴거동에 관한 연구이다. 비균질 지반에 설치된 부분매립 말뚝의 좌굴을 지배하는 미분방정식과 경

계조건을 유도하였다. Runge-Kutta법과 Regula-Falsi법을 결합한 수치해석법을 적용하여 말뚝의 좌굴하중과 좌굴형을 산정하였다. 계산된 

좌굴하중의 수치해와 문헌값은 잘 일치하였고, 수치예를 통해 말뚝의 자중, 매립비, 세장비, 경계조건 및 지반의 반력형상비, 지반강성비가 말뚝

의 좌굴특성에 미치는 영향을 분석하였다. 분석결과, 말뚝의 자중은 말뚝의 좌굴하중을 감소시켰으며 이러한 자중효과의 무시는 부분매립 말뚝

의 좌굴하중을 과대평가할 수 있음을 확인하였다.

검색어 : 부분매립 말뚝, 자중, 좌굴하중, 좌굴형, 수치해석법

지반공학Geotechnical Engineering
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말뚝의 허용압축하중보다 작아 축방향 하중에 의한 압축파괴에 대해

서는 안정하더라도 횡방향 굽힘에 따른 좌굴파괴가 발생할 수 있기 

때문이다(Prakash and Sharma, 1990). 특히, 연약한 점토나 지반내 

액상화 및 세굴이 발생한 경우 좌굴에 의한 말뚝의 취약성은 크게 

증가한다(Dash et al., 2010; Liang et al., 2015; Vogt et al., 2009).

기존 문헌에서 말뚝의 좌굴거동은 탄성지반에 놓인 보-기둥 이론

에 기초하여 주로 연구되었다. 그 예로, Bjerrum(1957)은 회전 경계

조건을 갖는 말뚝의 좌굴하중에 대한 닫힌해(closed-form solution)

를 산정하였고, Prakash(1987)는 에너지법을 적용하여 말뚝 좌굴하

중의 수치해를 계산하였다. West et al.(1997)은 말뚝 좌굴하중의 군

집패턴(clustering pattern)을 분석하였다. Gabr et al.(1997)과 

Heelis et al.(2004)은 말뚝의 경계조건과 지반의 비균질성이 부분매

립 말뚝의 좌굴특성에 미치는 영향을 조사하였다. Chen et al.(2015)

은 첨점재앙이론(cusp catastrophe theory)을 이용하여 말뚝의 좌굴

하중을 산정하였고, Lee et al.(2018)은 테이터 말뚝의 좌굴거동을 

평가하였다. 한편, AASHTO(2020)에서는 부분매립 말뚝의 좌굴 해

석법으로, 기둥-말뚝의 일체구조를 지반내 가상의 고정지점을 갖는 외

팔기둥으로 변환하여 해석하는 등가캔틸레버법(equivalent cantilever 

approach)을 제시하고 있다. 이상의 문헌에서 말뚝의 좌굴에 관한 다

양한 이론 및 연구결과가 논의되었으나 그 내용에 말뚝의 자중효과는 

반영되어 있지 못하다. 그러나 이러한 가정은 말뚝길이가 상대적으로 

짧거나 완전매립되어 시공되는 말뚝에는 적합할 수 있으나 장대말뚝 

또는 부분매립 말뚝의 경우 좌굴하중이 과대하게 평가될 수 있다.

이 논문에서는 자중효과를 고려한 비균질 지반에 부분매립된 말뚝

의 좌굴거동을 평가할 수 있는 해석모델을 제안한다. 해당 말뚝-지반 

시스템의 좌굴에 대한 지배방정식과 경계조건을 유도하고, 고유치

(eigenvalue) 문제의 수치해석법을 통해 말뚝의 좌굴하중과 좌굴형

을 산정한다. 계산된 수치해와 문헌값을 비교하고, 다양한 재료 및 기

학적 변수들이 말뚝의 좌굴특성에 미치는 영향을 분석한다.

2. 말뚝-지반 시스템

Fig. 1(a)는 말뚝두부 를 원점으로 하는 직교좌표계 에 수

직압축하중 가 작용하는 지반에 부분매립된 말뚝을 나타낸다. 말뚝

은 반경 의 원형말뚝으로 단위체적당 중량 즉, 단위중량 를 갖으며 

이는 말뚝의 자중으로 작용한다. 말뚝의 길이와 매립길이는 각각 와 

로 표기되며 말뚝의 매립비는 다음과 같이 정의한다.

 



 (1)

말뚝의 반경 은 단면적 의 함수인 Eq. (2)로 나타낼 수 있으며







 (2)

말뚝의 단면2차모멘트 는 다음과 같이 표현된다.











 (3)

Fig. 1(b)는 지반의 횡방향 지반반력계수(coefficient of hori-

zontal subgrade reaction) 를 나타내며 이는 지반의 선형 탄성거동

을 정량화하고 깊이방향으로 선형적으로 증가한다(West et al., 

1997). 지표면과 말뚝선단에서 지반반력계수는 각각 와 이고, 

지반의 비균질성은 다음과 같은 반력형상비 로 정의한다.

 



 (4)

매립깊이 중앙의 지반반력계수 은 Eq. (5)와 같으며

 



  (5)

말뚝길이에 따른 지반반력계수는 지표면을 경계로 다음과 같이 구분

된다.




  ,    (6a)




  ,  (6b)

 






 



 





 



말뚝의 양단은 자유-자유, 회전-회전, 고정-고정으로 지지되며, 여

기서 전자는 말뚝두부, 후자는 말뚝선단의 경계조건을 의미한다.

3. 수학적 정식화

Fig. 1(a)와 같이, 말뚝에 좌굴하중 보다 작은 압축하중 가 작용

하면 말뚝은 안정상태를 유지하고, 가 점차 증가하여 최종적으로 

에 도달하면 말뚝은 좌굴형(mode shape)이라 부르는 곡선형태로 

좌굴한다. Fig. 1(c)는 좌굴된 말뚝의 미소요소에 작용하는 힘들을 

나타낸다. 말뚝 내부에서는 축력 , 전단력  및 휨모멘트 의 합응

력과 단위길이당 자중력  가 발생한다. 이 중 말뚝길이에 따

른 과 는 Eq. (7)의 관계를 갖는다.






  (7)
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여기서 는 적분상수로 말뚝두부(  )의 좌굴하중이다. 또한, 말

뚝 외부에서는 말뚝의 횡변위 에 저항하는 횡방향 지반반력 

 가 발생하며 이는 Eqs. (2) and (6)를 이용하면 다음과 

같이 정리된다.




  ,    (8a)




  ,  



 




 





 

  (8b)

이러한 작용력들에 대한 평형방정식은  ,   및 

으로부터 다음과 같이 유도된다.




  (9)




  (10)









  (11)

Eqs. (9)~(11)에 Eqs. (7) and (8)을 대입하고 말뚝요소에 대한 휨-

변위 관계식(Gere and Timoshenko, 1997)인


















 (12)

를 이용하여 조합하면 다음과 같은 4계 상미분방정식을 얻을 수 있다.






 


























 





 



 (13)

여기서, 는 말뚝의 탄성계수이다.

일반화된 말뚝의 좌굴분석을 위해 다음과 같은 무차원 변수를 도입

한다.

 



,  




, 



,  





, 

 



,  








 (14)–(19)

여기서 는 무차원 직교좌표계, 는 자중변수, 는 지반강성비, 

는 세장비, 는 좌굴하중변수, 는 모드번호이다. Eq. (13)에 Eqs. 

(14)~(19)을 대입하여 정리하면 다음과 같은 무차원 미분방정식을 

얻을 수 있다.






















 













 (20)

이제, 말뚝양단의 경계조건을 유도한다. 자유지점인 말뚝의 두부

(  ) 및 선단(  )에서 휨모멘트  및 전단력 는 0이므로 무

차원 경계조건식은 다음과 같다.

  에서 





 ; 









   (21a)

  에서 





 ; 









   (21b)

회전지점(   및   )에서 변위 와 은 0이므로 그 경계조건

은 다음과 같다.

  ; 





   (22)

Fig. 1. Problem Definition: (a) Geometry of Pile, (b) Profile of 
Horizontal Subgrade Reaction, (c) Infinitesimal Element of 
Deformed Pile
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고정지점(   및   )에서 와 회전각 는 0이므로 그 경

계조건은 다음과 같다.

  ; 



   (23)

4. 수치해석법 및 검증

앞 절에서 이 연구에서 정의한 말뚝의 좌굴에 관한 무차원의 지배

방정식과 경계조건을 유도하였다. 이에 대한 해를 구하기 위해 다음

과 같은 수치해석법을 이용하였다(Lee et al., 2018; Lee, 2022). 먼

저, 미분방정식의 초기치 문제에 대한 수치적분법인 Runge-Kutta법

을 통해 말뚝의 좌굴형 를 산정하였다. 다음, 비선형 방정식의 

근사해법인 Regula-Falsi법을 이용하여 지배방정식의 고유치인 좌

굴하중변수 를 결정하였다. 이와 같은 일련의 알고리즘을 컴퓨터 

프로그램 FORTRAN으로 작성하였고, 이를 통해 실무에서 널리 적

용되는 1차 모드(  )의 수치해를 도출하였다.

수치해석의 정확도를 확보하기 위해 수치해에 대한 수렴해석을 

실시하였다. Fig. 2는 말뚝의 분할요소수 (는 단위요소 길

이)에 대한 좌굴하중변수 의 변화를 나타낸다. 그림에서 보듯이, 말

뚝의 경계조건에 상관없이 값은  = 30 - 100 범위에서 유효숫

자 4자리의 정도를 보였으며 이에 따라 모든 수치해석 시  = 50

을 적용하였다.

Table 1은 수치해석을 통해 얻은 자중효과를 고려하지 않은 말뚝

에 대한 실제 좌굴하중 을 나타낸다. 여기서, 지반은 균질( )

하고 말뚝은 완전매립(  )된 조건이다. 해석모델의 검증을 위해 

West et al.(1997)의 값을 함께 나타냈고, 말뚝의 세 경계조건에서 

모두 두 값이 우수하게 근접하는 것을 확인할 수 있다.

Table 2는 자중효과를 고려한 기둥의 좌굴하중변수 에 대한 본 

연구의 수치해와 Lee and Lee (2020)의 결과를 비교한다. 여기서 적

용한 말뚝의 제원은 Table 1의 값과 동일하다. 표에서 보듯이, 두 값은 

자중변수 와 경계조건에 상관없이 잘 일치하는 것을 알 수 있다.

5. 결과 및 토의

제안된 해석모델의 무차원 변수는 자중변수 , 매립비  , 반력형

상비  , 지반강성비  및 세장비 이며, 이 절에서는 이러한 변수가 

말뚝의 좌굴하중변수 에 미치는 영향을 분석하였다. 변수연구에는 

지반공학에서 실재하는 ≤ ≤ , ≤≤ , ≤ ≤ , 

Table 1. Comparison of Buckling Loads of Piles without Self-Weight Effect ( )

Boundary condition 

 


 (MN/m3)

Buckling load 


a (MN)

West et al.(1997) Present study Errorb (%)

Free-free 1056.8 38.55 38.64 0.23

Hinged-hinged 1060.4 62.49 62.84 0.56

Clamped-clamped 596.46 58.87 59.31 0.75

aInput values:   

=3.2 m,  0.115 m,  29 GPa for concrete

bError = |exisitng solution-present solution|/exsiting solution×100

Table 2. Comparison of Buckling Load Parameter 

 for Heavy Columns (





)

Boundary condition 



Lee and Lee (2020) Present study Error (%)

Hinged-hinged 1.0 0.2630 0.2639 0.34

Clamped-clamped 2.5 1.8513 1.8607 0.51

Fig. 2. Convergence Analysis
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≤ ≤ , ≤  ≤ 의 범위를 적용하였고 그 해석결과는 

입력변수와 함께 Figs. 3~7에 도시하였다.

Fig. 3은 부분매립된 중량효과를 고려한 말뚝(이하, 중량말뚝)의 

에 대한 자중변수 의 영향을 나타낸다. 중량을 고려하지 않은 말뚝

( )이 가장 큰 을 갖으며 가 증가할수록 은 선형적으로 감

소한다. 이는 자중이 말뚝 내 압축력으로 작용하여 좌굴하중을 감소

시키는 결과를 가져오기 때문이다. 따라서, 말뚝의 축방향 안정성 검

토 시 자중효과의 무시는 말뚝의 좌줄하중이 과대하게 평가되어 말뚝

의 비보수적 설계를 야기할 수 있다. 또한, 그림에서 자중변수 는 한

계자중변수 에서  이 된다. 예로서 회전-회전 말뚝은  

에서  이다. 이는 주어진 조건에서 말뚝이 의 자중을 

갖을 경우 외력이 아닌 자중만으로 좌굴되는 것을 의미한다. 즉, 

 일 때 말뚝은 외부의 작용하중을 지지할 수 있고 말뚝의 

좌굴하중이 존재한다.

Fig. 4는 중량말뚝의 에 대한 매립비 의 영향을 나타낸다. 회전-

회전 및 고정-고정 경계조건의 경우, 완전매립 말뚝(  )에서 가장 

큰 을 갖으며 가 감소함에 따라 은 감소하여 비매립 말뚝

(  , 즉 기둥)에서 가장 작은 을 갖는다. 이는 지반의 구속영역이 

감소할수록 말뚝이 더 작은 외력에 좌굴한다는 것을 의미하며, 부분

매립 말뚝에 대한 좌굴 검토의 중요성을 시사한다. 한편, 자유-자유 

경계조건의 경우도 의 증가에 따라 이 감소하는 경향을 보이나 

가 한계매립비  에서  이 된다. 이는 말뚝의 매립

비가 한계매립비보다 작으면, 앞서 기술한 바와 같이 말뚝이 외력이 

아닌 자중( )만으로 말뚝이 좌굴되는 것을 의미한다.

Fig. 5는 부분매립된 중량말뚝의 에 대한 반력형상비 의 영향

을 나타낸다. 여기서   은 지반반력이 깊이에 따라 증가하는 경

우이고   는 그 반대의 경우이다. 이는 점토지반의 경우 정규압

밀점토와 과압밀점토에 각각 해당한다(Rowe and Booker, 1981; 

Zdravkovic et al., 2003). 그림에서 보듯이, 은 경계조건에 상관없

이 가 증가할수록 완만히 증가한다. 또한,   인 균일지반을 경계

로 하여   에서 지반반력형상이 좌굴에 미치는 영향성이   

에 비해 큰 것을 확인할 수 있다.

Fig. 6은 부분매립된 중량말뚝의 에 대한 지반강성비 의 영향

을 나타낸다. 지반강성이 존재하지 않은 경우( = 0) 은 가장 작은 

값을 갖으며 가 증가함에 따라 은 거의 선형적으로 증가한다. 한 

예로서, 고정-고정 말뚝의 경우 에 따른 의 증가율은 0.26 %이다. 

이러한 의 증가에 따른 의 증가는 지반강성이 말뚝의 변위를 억제

Fig. 3. Variation of 

 with 

Fig. 4. Variation of 

 with  Fig. 5. Variation of 


 with 
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하는 요소로 작용해 큰 좌굴하중을 유도하기 때문이다. 또한, 에 따

른 의 증가율은 자유-자유 경계조건이 다른 경계조건에 비해 작다.

Fig. 7은 부분매립된 중량말뚝의 에 대한 세장비 의 영향을 나

타낸다. 말뚝의 강성은 세장비에 반비례하므로 가 증가하면 은 

감소하나 그 감소율은 가 작을수록 크다. 특히,   의 단주에서

는 이 급격히 감소하여 좌굴하중에 대한 세장비의 영향이 크나 

  의 장주에서는 그 영향성은 무시할 수 있다. 이러한 경향은 경

계조건에 상관없이 동일하다.

Figs. 3~7은 지금까지 살펴본 말뚝-지반 시스템의 재료 및 기하학

적 변수의 영향과 더불어 말뚝의 경계조건을 설명한다. 모든 그림에

서 좌굴하중변수 은 고정-고정, 회전-회전, 자유-자유의 경계조건 

순으로 큰 것을 확인할 수 있으며, 한 예로서 Fig. 3의 세 경계조건(✖

로 표기)에 대한 는 각각 3.498, 1.238, 0.145의 값을 갖는다. 이로부

터 말뚝지점의 구속정도가 클수록 말뚝의 좌굴하중이 크다는 사실을 

알 수 있다. 실제 말뚝의 양단은 자유-자유와 고정-고정 사이의 구속조

건에 놓이며 이 두 경계조건에서 얻은 좌굴하중은 각각 말뚝의 좌굴하

중에 대한 하한치와 상한치이다.

Fig. 8은 부분매립 중량말뚝의 좌굴형의 예를 나타낸다. 좌

굴형은 경계조건에 크게 의존하여 자유지점의 경우 말뚝의 양단에서 

횡방향 변위가 발생하고, 회전 및 고정지점의 경우 횡방향 변위가 발

생하지 않는 것을 확인할 수 있다. 이와 같은 말뚝의 좌굴형은 좌굴된 

말뚝의 최대변위의 위치와 크기 및 말뚝 양단의 변형형태 등의 정보를 

제공한다.

6. 결 론

이 논문은 자중효과를 고려한 비균질 지반에 부분매립된 말뚝의 

좌굴거동에 대한 수치해석적 연구이며, 연구결과로부터 얻은 결론은 

다음과 같다.

(1) 본 연구에서 얻은 비중량말뚝과 중량기둥의 좌굴하중 값은 문헌

값들과 잘 일치하였다. 이는 유도된 말뚝-지반시스템의 지배방

Fig. 6. Variation of 

 with 

Fig. 7. Variation of 


 with 

Fig. 8. Examples of Mode Shapes of Piles with Different Boundary 
Conditions
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정식과 경계조건 및 제안된 고유치 문제에 대한 수치해석법의 타

당성을 보여준다.

(2) 말뚝재료의 자중은 말뚝의 좌굴하중을 감소시키므로 말뚝의 축

방향 안정성 평가 시 자중효과의 고려는 필수적이다. 또한, 말뚝

의 매립비 가 감소할수록 좌굴하중은 감소한다. 특히  

에서 그 감소율이 상대적으로 크며, 이는 부분매립 말뚝

의 좌굴에 대한 불안정성 증가를 의미한다.

(3) 지반강성비 는 말뚝의 변위를 억제하는 요소로 가 증가하면 

말뚝의 좌굴하중은 증가한다. 또한, 지반의 반력형상비 의 좌굴

하중에 대한 영향은 지반반력이 깊이에 따라 증가하는 지반의 경

우(  )가 그 반대인 감소하는 경우(  )에 비해 말뚝 좌굴

하중의 증가에 더 큰 영향을 미친다.

(4) 말뚝의 세장비 가 클수록 말뚝의 강성은 감소하며 그 결과 말뚝

의 좌굴하중은 감소한다. 특히,   의 단주에서는 좌굴하중 

감소에 대한 세장비의 영향이 크나   의 장주에서는 그 영향

성은 무시할 수 있다.

(5) 말뚝의 좌굴하중은 말뚝양단의 구속정도가 클수록 증가하며, 그 

값은 자유-자유 경계조건에서 최소이고 고정-고정 경계조건에

서 최대이다. 실제 말뚝의 좌굴하중은 이 두 경계조건 사이에 존재

한다.
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