
1. 서 론

유사 연속체(pseudo-continuum)에 해당하는 토사지반은 개별

입자의 집합으로, 대부분의 변형률 범위에서 비선형적인 응력-변형

률 거동을 보인다(Kramer, 1996). 지반의 역학적 거동을 모사하기 

위한 단일 항복면(single yield surface) 모델은 응력 공간을 탄성과 

소성영역을 분리하며, 과도한 탄성영역과 탄소성 경계에서 급격한 

강성 변하를 발생시키는 문제가 있다. 또한 응력 전환(stress 
reversal)이 발생하는 반복하중(cyclic load)에 대한 지반의 복잡한 

거동을 모델링하기 어렵다(Yu, 2006).
지반의 비선형적 응력-변형률 관계를 모사하기 위하여 제안된 

경계면 소성모델(bounding surface plasticity model)은 경계면에 
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J2-bounding Surface Plasticity Model with Zero Elastic Region

ABSTRACT

Soil plasticity models for cyclic and dynamic loads are essential in non-linear numerical analysis of geotechnical structures. While a 
single yield surface model shows a linear behavior for cyclic loads, J2-bounding surface plasticity model with zero elastic region can 
effectively simulate a nonlinearity of the ground response with the same material properties. The radius of the yield surface inside the 
boundary surface converged to 0 to make the elastic region disappear, and plastic hardening modulus and dilatancy define plastic strain 
increment. This paper presents the stress-strain incremental equation of the developed model, and derives plastic hardening modulus 
for the hyperbolic model. The comparative analyses of the triaxial compression test and the shallow foundation under the cyclic load 
can show stable numerical convergence, consistency with the theoretical solution, and hysteresis behavior. In addition, plastic hardening 
modulus for the modified hyperbolic function is presented, and a methodology to estimate model variables conforming 1D equivalent 
linear model is proposed for numerical modeling of the multi-dimensional behavior of the ground.

Keywords : J2-bounding surface plasticity model, Cyclic load, Modified hyperbolic model, FEM

초 록
반복하중이나 동적하중에 대한 지반의 소성모델은 지반구조물의 비선형 수치해석에 매우 중요하다. 단일 항복면 모델은 반복하중에 대해 선형

적 거동을 보이는 반면, 개발된 탄성영역이 없는 J2-경계면 소성모델은 동일한 물성치로 효과적으로 지반의 비선형성을 모사할 수 있다. 경계면 

내부 항복면의 반경을 0으로 수렴시켜 탄성영역이 사라지도록 수식화하고, 소성경화 계수과 팽창률을 이용하여 소성변형 증분을 정의하였다. 

개발된 모델의 응력-변형률 증분식을 제시하고, 쌍곡선 모델에 대한 소성경화 계수를 유도하였다. 삼축압축조건과 얕은기초의 반복하중에 대한 

비교해석은 개발된 모델의 안정적인 수렴성, 이론식과의 일치성, 그리고 이력경로을 보여 주었다. 또한, 수정된 쌍곡선함수에 대한 소성경화 계

수를 제시하여, 1차원 등가선형모델에 부합하는 모델변수 산정법을 제안하여 지반의 다차원 거동을 모델링할 수 있도록 하였다. 

검색어 : J2-경계면 소성모델, 반복하중, 수정쌍곡선 모델, 유한요소법 

KSCE Journal of Civil and Environmental Engineering Research ISSN  1015-6348 (Print)Vol. 43, No. 4: 469-476/ August, 2023 ISSN  2799-9629 (Online)DOI: https://doi.org/10.12652/Ksce.2023.43.4.0469 www.kscejournal.or.kr
지반공학Geotechnical Engineering



탄성영역이 없는 J2-경계면 소성모델

      KSCE Journal of Civil and Environmental Engineering Research470

대한 항복면의 상대적인 위치로부터 경화함수를 산정하여 매끄러

운(smooth) 응력-변형률 곡선을 재현할 수 있다(Dafalias and 
Popov, 1975; Dafalias and Taiebat, 2016; Yu, 2006). 따라서, 
교통하중, 지진, 바람 및 파동 등과 같은 반복하중에 대한 토사지반

의 비선형적인 응력-변형률 이력(hysteretic) 거동을 재현할 수 

있다(Yu et al., 2007).
입상(granular)의 지반은 극도로 제한된 변형률 범위에서만 탄성

거동을 보이므로, 응력공간에서 항복면의 크기를 0으로 수렴시켜 

탄성영역을 사라지게 하면서 항복면을 현재의 응력점으로 축소하

는 연구가 수행되었다(Borja and Amies, 1994; Dafalias and 
Popov, 1977). 하지만 대부분의 연구는 요소 레벨의 단순 응력공간

에서 전단변형에 대한 수식화만을 제시하고, 다차원적인 수치해석

에 적용한 사례는 부족하다(Borja et al., 1999; Pisanò and Jeremić, 
2014; Restrepo and Taborda, 2018).

본 논문에서는 J2-소성모델에 탄성영역이 없는 경계면 개념을 

도입하고 실용적인 등방응력 의존적응력-변형률 증분 관계식을 

제시한다. 그리고 제안된 소성모델의 이론식에 대한 검증과 얕은기

초에 작용하는 반복하중에 대한 예제해석을 수행하고자 한다.

2. 경계면 소성모델의 수식화

2.1 탄성영역이 없는 J2-경계면 소성모델
J2 소성모델은 편차응력 텐서에 대한 응력 불변량(stress 

invariant) J2를 변수로 항복면을 정의한다. 경계면 소성모델에서 

항복면(yield surface)와 경계면(bounding surface)는 편차응력에 

대한  평면에서 원(circle)으로 표현된다(Fig. 1). 그리고 경계면은 

등방응력 p에 대하여 선형적으로 의존적이다.

Yield surface  ∥

′ 


∥    

Bounding surface    ·    (1)

여기서 

는 유효응력(effective stress)이고,  


 는 Kronecker’s 

delta tensor이다. 

′는 편차응력(deviatoric stress) 텐서(tensor)

이며 

′ 





이다.  평면에서 


는 항복면의 중심에 대응하

는 응력 텐서이며, r은 항복면의 반경이다. J2 응력 불변량은 




′ ′  




′ 


′  

∥

′∥이며, q는 편차응력 불변량

으로   ∥

′∥  과 같다. 그리고 경계면에 대한 

강도정수 a와 b는 지반의 마찰각()과 점착력(c)으로 

 sin
sin

,  sin
· ·sin

와 같이 산정할 수 있다.

항복면의 반경 r을 0으로 수렴시키면, 탄성영역이 사라지고 

편차응력과 항복면 중심응력의 방향은 편차 단위 텐서(deviatoric 
unit tensor) 


으로 동일하다(Borja and Amies, 1994).

∥

′∥
′

∥

∥




  (2)

Prager(1955)가 제안한 운동경화(kinematic hardening) 규칙

을 Eq. (1)의 항복면에 적용하면, 편차응력 증분의 방향텐서는 

편차 단위텐서 

과 일치하게 된다.

 

∥

′∥
′



  (3)

역학적 소성변형 증분은 소성흐름법칙(plastic flow rule)과 항

복면에 대한 일관성 조건(consistency condition)으로부터 산정할 

수 있다.




 




  







  (4)

여기서 H는 소성경화 계수(plastic hardening modulus)로 정의한

Fig. 1. J2-Bounding Surface and Yield Surface in Principal Stress Space and on the π-Plane
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다. 소성 포텐셜 함수(plastic potential function) g는 g = q + 
d · p = 0이며, 팽창률(dilatancy, d = tan())은 팽창각(dilatancy 
angle, )으로 표현된다. 세립토의 팽창률은 편차응력비(Roscoe 
and Schofield, 1963)로부터 산정하고, 조립토는 상태변수(state 
parameter)로부터 산정할 수 있다(Been and Jefferies, 1985).

2.2 응력-변형률 증분 관계
역학적 변형률 증분은 다음과 같이 탄성과 소성 증분의 합으로 

나타낼 수 있다.



 


 





 

 

 

 


   (5)

여기서 탄성 강성 텐서(elastic stiffness tensor)는 

   


⊗






 




⊗


이다. 그리고 K는 체적탄성계수(elastic bulk 

modulus)이고, G는 전단탄성계수(elastic shear modulus)이다.
Eq. (4)와 Eq. (5)에 대한 수학적 변형으로부터 다음식을 산정할 

수 있다. 


 


 



 




 (6)

탄성영역이 없는 J2-경계면 소성모델에 대한 응력-변형률 증분식

은 다음과 같다.

 

 






  





⊗


 


⊗







 


  (7)

Eq. (7)을 편차응력과 변형률 관계에 대하여 정리하면 다음과 

같다.

 


 

    (8)

여기서 편차 변형률은   




 ∥

 ′∥이다.

2.3 쌍곡선(hyperbolic) 모델에 대한 소성경화 계수 H
점토와 모래의 비선형 응력-변형률 관계에 사용되는 쌍곡선

(hyperbolic) 모델식은 다음과 같다(Hardin and Drnevich, 1972; 
Kondner, 1963).

 

max






  (9)

여기서 Gmax는 초기 전단탄성계수(initial elastic shear modulus)
이고, qu는 축차 전단강도이다.

Eq. (9)의 쌍곡선 모델을 응력-변형률 관계를 다음과 같은 증분형

태로 표현할 수 있다.

  max 

 

  (10)

Eq. (8)과 Eq. (10)으로부터 쌍곡선 응력-변형률 관계에 대한 

소성경화 계수를 산정할 수 있다.

   max 

  

 (11)

개발된 탄성영역이 없는 J2-경계면 소성모델은 토사지반와 절리

암반의 Thermo-Hydro-Mechanical 연계해석을 위하여 개발된 

Geo-COUS(Geo-COUpled Simulator) 유한요소 프로그램과 결

합하였다(Shin, 2011; Shin and Santamarina, 2019).

3. 개발된 소성모델의 예제 해석

3.1 반복 삼축실험(cyclic tri-axial test)
단일항복면의 Drucker-Prager 모델(“D-P 모델”)과 개발된 탄

성영역이 없는 Bounding Surface 모델(“B-S 모델”)을 반복삼축압

축 조건에 대하여 비교하였다. D-P 모델은 항복면과 파괴면이 

동일하며, B-S 모델의 경계면을 항복면으로 사용한다. 그리고 D-P 
모델은 일관된 접선계수(consistent tangent modulus)에 의한 내재

적 응력적분(implicit stress integration)을 사용하여 2차수렴

(quadratic convergence)한다(Simo and Taylor, 1985).
D-P 모델(Fig. 2a)은 항복면(yield surface)과 파괴포락선

(failure envelope)이 동일하여, 항복면 내에서 선형탄성 거동을 

보인다. 그리고 역재하/재재하(unload-reload)시 응력이 항복면 

내에 위치하여 탄성변형만을 유발한다. Eq. (9)의 쌍곡선 모델

(hyperbolic model)은 전단변형이 무한히 커지면 축차응력은 전단 

강도에 수렴하는 것을 알 수 있다.
본 연구에서 개발한 탄성영역이 없는 B-S 모델은 D-P 모델과 

동일한 물성치를 사용하였다. Fig. 2b에서 초기하중 재하시 응력-변
형률 관계는 쌍곡선 모델과 동일하며, 반복하중에 대하여 소성변형

이 누적되는 전형적인 이력(hysteresis) 곡선을 보인다. 개발된 

모델의 반복하중에 대한 이력(hysteresis) 곡선은 쌍곡선 모델에 

대한 Masing rule(Masing, 1926)을 따른다.
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3.2 반복하중에 대한 얕은기초의 거동
개발된 모델의 거동특성을 분석하기 위하여 반복하중을 받는 

얕은기초(shallow foundation)에 대한 예제해석을 수행하였다. 
수치해석은 2차원 평면변형률 조건으로 40,000개의 8절점 요소와 

121,001개의 절점을 이용하였다. Table 1은 수치해석에 사용된 

지반의 물성치와 하중 재하폭 B = 10 m에 대한 얕은기초의 극한 

지지력(bearing capacity)을 나타내고 있다(Terzaghi, 1943). D-P
모델과 B-S 모델을 이용하여 전단강도가 구속압에 무관한 점성토 

지반과 구속압에 비례하여 증가하는 c- 지반에 대하여 비교해석을 

수행하였다.
Fig. 3은 연직 반복하중에 의한 연성기초 중앙의 변위를 나타내

고 있다. Fig. 3a(점성토 지반)에서 D-P 모델은 50 kPa의 반복하중

에 의한 응력변화가 항복면 내부로 극한되어 선형적인 응력-침하량 

거동을 보인다. 반면, B-S 모델은 반복하중에 의한 소성침하량의 

누적과 역재하시(unloading)에 재재하시(reloading)보다 변위의 

변화가 작게 나타났다. 
Fig. 3b(c- 지반)에서 일관된 접선계수를 사용하는 D-P 모델

은 수렴성이 저하되어 발산하였다. B-S 모델을 이용하여 팽창각 
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Fig. 2. Cyclic Behavior under Tri-axial Condition: (a) Drucker-Prager Model with Hyperbolic Model, (b) Bounding-Surface with Hyperbolic 
Model. Material Properties: Gmax = 27 MPa (VS = 200 m/s, t=1.8 g/cm3), = 0.3,  max= cu = 40 kPa(qu= 80 kPa), Dilatancy Angle = 0o

Table 1. Material Properties and Bearing Capacity of Shallow Foundation for Fig. 3 and 4

Model Material properties Bearing capacity(B = 5m)
D-P model “coh” Gmax = 27 MPa,  = 0.3, t = 15 kN/m3

c = 40 kPa,  = 0°,  = 0° 248 kPa

B-S model
“coh”

“coh-phi-” Gmax = 27 MPa, = 0.3, t = 15 kN/m3

c = 10 kPa,  = 30°,  = 0° or 10° 2,228 kPa

Fig. 3. Behavior of Shallow Foundation under Vertical Cyclic Load with Drucker-Prager and Developed Bounding-Surface Model: (a) Vertical
Load-Settlement of the Foundation on Cohesive Soil, (b) Vertical Load-Settlement of the Foundation on Cohesive-Frictional Soil 
under 5 Cyclic Loads
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 = 0o, 10o에 대하여 100 kPa의 반복하중에 대한 수치해석을 

수행하였다. 팽창각이 커질수록, 소성전단변형에 의한 체적팽창으

로 얕은기초의 반응강성이 커지면서 소성침하량이 감소하였다.
Fig. 4는 얕은기초에 반복 모멘트 재하시 연성기초의 평균 회전

각의 변화를 나타내고 있다. Fig. 4a(점성토 지반)는 얕은기초에 

150 kPa의 연직응력을 재하한 후, 모멘트(800 kN·m/m)를 반복적

으로 재하하였다. 반복하중단계에서 D-P 모델은 기초의 선형탄성

적인 거동을 보이고, B-S 모델은 기초의 회전(rocking)에 대한 

강성이 점차적으로 증가하면서 수렴하였다. Fig. 4b(c- 지반)는 

얕은기초에 500 kPa의 연직응력을 재하한 후, 반복 모멘트(1,250 
kN·m/m)를 작용시켰다. 반복하중단계에서 기초의 회전반응 강성

이 점차적으로 증가하면서 수렴하였다. 팽창각 가 증가하면, 전단

변형에 의한 체적팽창성의 증가로 연직소성 침하량이 감소하고, 
얕은 기초의 회전반응 강성이 증가하였다.

 
3.3 반복하중에 대한 동적특성 평가

지반지진공학에서 지반의 동적하중에 대한 거동을 모사하는 

역학적 모델은 매우 중요하다. 주로 정규 전단할선계수(G/Gmax, 
normalized secant shear modulus)와 감쇠비(D, material or 
hysteretic damping ratio)에 의한 1차원 등가선형모델(equivalent 
linear model)을 이용하여 주파수영역 해석을 수행하고 있다. 하지

만, 1차원 모델은 지반의 비가역적(irreversible) 소성변형, 간극수

압의 영향, 축차변형과 연계된 체적변형, 그리고 비정규적인

(irregular) 동적하중 등을 고려할 수 없다. 또한 반복 전단변형률에 

따른 정규 전단할선계수와 감쇠비로 표현되는 1차원 등가선형모델

은 다차원 시간이력해석을 할 수 없다. 따라서, 일반적인 응력장에서 

정의되는 탄소성 모델에 대한 연구가 지속적으로 진행되고 있으며, 
실제 문제에 활용하는데 있어서 많은 갯수의 물성치는 문제점으로 

인식되고 있다(Pisanò and Jeremić, 2014).

Eq. (9)의 쌍곡선 모델에 Masing rule을 적용한 반복 전단변형률

에 대한 응력이력곡선으로부터 전단할선계수(G/Gmax)와 감쇠비

(D)를 산정할 수 있다(Ishihara, 1996).

max






  

 

 





ln  


 

  (12)

여기서 r은 기준변형률(reference strain)으로 max/Gmax이다. 
Fig. 5는 다양한 크기의 반복 전단변형률에 대하여 초기 하중재

하 후 5번의 역재하-재재하에 대한 전단응력-전단변형률의 경로를 

보여주고 있다. 초기 경로는 쌍곡선 모델(hyperbolic model)과 

일치함을 알 수 있다. 전단 변형률이 작으면, 선형에 근사한 응력-변
형률의 관계를 보이면서 G/Gmax≈1.0, 감쇠비 D≈0에 근접한다. 
실내 실험결과에서 매우 작은 전단 변형률에서 발생하는 최소 

감쇠비(Dmin)는 공극내 유체의 점성(viscosity)와 지반의 크리프

(creep)에 의하여 발생하므로(d’Onofrio et al., 1999), 시간이력해

석(time history analysis)에서 최소 감쇠비 Dmin을 감쇠력에 직접 

적용할 수 있다. 반복 전단변형률이 커질수록, 전단할선계수 G/Gmax

는 감소하고 감쇠비 D는 점차적으로 커지는 것을 알 수 있다

(Kramer, 1996).
Fig. 6a와 6b는 반복 전단변형률의 크기에 따른 G/Gmax와 D의 

변화를 나타내고 있다. 개발된 B-S모델에 대한 수치해석 결과는  

Eq. (12)의 이론적과 매우 일치함을 알 수 있다. 다만, 반복 전단변형

률이 매우 큰 경우에는 감쇠비에 대한 수치적인 오차가 발생함을 

알 수 있다(Anastasopoulos et al., 2011).
중추곡선(backbone curve)에 Masing rule을 적용한 반복하중

Fig. 4. Behavior of Shallow Foundation under 5 Cyclic Moments with Drucker-Prager and Developed Bounding-Surface Model: (a) Moment-
Rotation Curve of the Foundation on Cohesive Soil, (b) Moment-Rotation Curve of the Foundation on Cohesive-Frictional Soil
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에 대한 이력(hysteric) 응력경로는 실험결과에 비하여 큰 변형률에

서 감쇠비를 과대 산정하여 동적하중에 대한 지반의 반응을 과소평

가하는 경향이 있다(Stewart et al., 2008). 이러한 문제점을 해결하

기 위하여, 1) 수정된 쌍곡선 모델(Yang et al., 2022)을 중추곡선으

로 사용하여 새로운 소성경화 계수를 제시하였다.
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 
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 









   max




 (13)

여기서 = 1이면 기존의 쌍곡선 함수와 소성경화 계수와 동일하다.
2) 역하중(unloading)에 의한 응력전환(stress reversal)이 응력 

경로에 미치는 영향을 고려하여 추가적인 소성계수 H1을 도입하였

다. 따라서, 새롭게 정의되는 소성 경화계수 H*은 수정된 쌍곡선 

모델에 대한 경화계수(Eq. (13))와 추가로 도입된 경화계수 H1의 

직렬(serial) 조합으로 산정할 수 있다.

     












  (14)

여기서, q0는 최종 응력전환(stress reversal)시의 축차응력이다. 
H1이 무한히 커지면, 새로운 경화계수 H*는 H로 수렴하게 된다. 

1차원 등가선형모델에서 전단변형률 에 대한 G/Gmax와 D의 

관계가 주어질 때, Eq. (13)과 Eq. (14)의 모델변수들을 결정하

기 위하여 매개변수 해석을 수행하였다. Fig. 7은 전단변형률 

/r = 0.5에서 모델변수 m과 에 따른 G/Gmax와 D의 변화를 

보여주고 있다. 기존의 쌍곡선 모델에서 /r = 0.5에 대한 

Fig. 5. Cyclic Stress-Strain Paths at Different Shear Stress Levels. Material Properties: Gmax = 27 MPa,  = 0.3, max = 40 kPa, Dilatancy Angle = 0o

Fig. 6. (a) Comparison of G/Gmax from B-S model and Hyperbolic Model, (b) Comparison of Damping Ratio from B-S Model and Hyperbolic 
Model. Material Properties: Gmax = 27 MPa,  = 0.3, max = 40 kPa, Dilatancy Angle  = 0 o
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G/Gmax = 2/3, D = 8.6%이다(Eq. (12)). m과 가 증가하면 

반복응력경로의 G/Gmax는 증가하고, 감쇠비는 이 증가하면 점차 

감소하였다. 다양한 지반의 실내실험 결과에 대하여 모델변수들을 

결정하기 위한 추가적인 연구가 필요하다.
 

4. 결 론

반복하중이나 동적하중에 대한 지반의 역학적 소성모델은 지반

구조물의 다차원 비선형 수치해석에서 매우 중요하다. 단일 항복면 

소성모델은 반복하중에 대해 선형적 거동을 보이고, 기존의 경계면 

소성모델은 복잡한 응력-변형률 관계를 모사할 수 있지만 구성모델

을 구현하기 위하여 많은 물성치가 필요하다. 본 논문의 탄성영역이 

없는 J2-경계면 소성모델은 단순한 물성치로 효과적으로 지반의 

비선형성을 모사할 수 있다.
- 개발된 경계면 소성모델은  평면에서 항복면의 반경을 0으로 

수렴시켜 탄성영역이 사라지도록 수식화하고, 소성경화 계수과 

팽창률을 이용하여 소성변형 증분을 정의하였다. 탄성영역이 없

는 J2-경계면 소성모델의 응력-변형률 증분식을 제시하고, 쌍곡선 

모델에 대한 소성경화 계수를 유도하였다. 
- 반복 삼축실험조건에서 기존의 단일 항복면 소성모델(D-P 모델)
과 개발된 소성모델(B-S 모델)의 거동특성을 비교 분석하였다. 
D-P 모델과 동일한 물성치를 사용하는 B-S 모델은 초기하중 

재하시 쌍곡선 모델과 일치하였으며, 반복하중에 대한 지반의 

이력현상을 모사할 수 있었다. 얕은기초의 거동해석에서 일관된 

접선계수를 이용하는 D-P 모델보다 안정적인 수렴성을 보였다. 
그리고 팽창각 의 증가는 연직누적 침하량을 감소시키고 회전반

응 강성을 증가시켰다.

- B-S 모델을 이용한 반복 전단변형률에 수치해석 결과는 쌍곡선 

모델에 Masing rule을 적용한 이론식과 일치하였다. 다만, 쌍곡선 

모델에 의한 반복이력경로는 큰 변형률에서 감쇠비를 과대하게 

산정한다. 따라서, 수정된 쌍곡선함수에 대한 소성경화 계수를 

제시하고, 역하중 응력전환 응력을 고려한 새로운 소성계수를 

제안하였다. 그리고 제시된 1차원 등가선형모델에 부합하도록 

다차원 거동을 모델링할 수 있는 모델변수 산정법을 제안하였다.
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