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초탄성 복합재의 평균장 균질화 데이터 기반 멀티스케일 해석
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†

A Data-driven Multiscale Analysis for Hyperelastic Composite Materials 
Based on the Mean-field Homogenization Method

Suhan Kim*, Wonjoo Lee*, Hyunseong Shin*†

ABSTRACT: The classical multiscale finite element (FE2) method involves iterative calculations of micro-boundary
value problems for representative volume elements at every integration point in macro scale, making it a
computationally time and data storage space. To overcome this, we developed the data-driven multiscale analysis
method based on the mean-field homogenization (MFH). Data-driven computational mechanics (DDCM) analysis is a
model-free approach that directly utilizes strain-stress datasets. For performing multiscale analysis, we efficiently
construct a strain-stress database for the microstructure of composite materials using mean-field homogenization and
conduct data-driven computational mechanics simulations based on this database. In this paper, we apply the
developed multiscale analysis framework to an example, confirming the results of data-driven computational
mechanics simulations considering the microstructure of a hyperelastic composite material. Therefore, the application
of data-driven computational mechanics approach in multiscale analysis can be applied to various materials and
structures, opening up new possibilities for multiscale analysis research and applications.

초 록: 기존의 멀티스케일 유한요소법(Multiscale finite element, FE2)은 거시 스케일의 모든 적분점에서 대표 체적
요소(representative volume element, RVE)의 미시 경계치 문제를 반복적으로 계산하기 때문에 긴 해석 시간과 많은
데이터 저장 공간을 필요로 한다. 이를 해결하기 위해 본 연구에서 평균장 균질화 데이터 기반 멀티스케일 해석
기법을 개발하였다. 데이터 기반 전산역학(data-driven computational mechanics, DDCM) 해석은 변형률-응력 데이
터 셋을 직접적으로 사용하는 모델-프리(model-free)접근 방식이다. 멀티스케일 해석을 수행하기 위해, 평균장 균
질화(mean-field homogenization)를 활용하여 복합재의 미세구조에 대한 변형률-응력 데이터베이스(database)를 효
율적으로 구축하고, 이를 기반으로 데이터 기반 전산역학 시뮬레이션을 수행하였다. 본 논문에서는 개발한 멀티
스케일 해석 프레임워크(framework)를 예제에 적용하여, 초탄성(hyperelasticity) 복합재의 미세 구조를 고려한 데
이터 기반 전산역학 시뮬레이션 결과를 확인하였다. 따라서, 데이터 기반 전산역학 접근 방식을 활용한 멀티스케
일 해석기법은 다양한 재료 및 구조에 적용될 수 있으며, 멀티스케일 해석 연구 및 응용 가능성을 열어줄 것으로 기대된다.
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평균장 균질화(Mean-field homogenization), 초탄성(Hyperelasticity)

1. 서 론

다양한 스케일에서의 멀티스케일 이론과 모델링을 기반

으로 비선형 재료에 대한 균질화 해석 방법이 개발되어 왔
다[1-8]. 그중 멀티스케일 유한요소(multiscale finite element,
FE2) 해석은 미시 스케일과 거시 스케일의 경계치 문제를
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함께 고려하는 유한요소 기반의 해석 방법이다[9]. 기존의
FE2 방법은 거시 스케일의 경계치 문제를 해결하기 위해,
매 스텝마다 거시 스케일 유한요소 모델의 모든 적분점에
서 대표 체적 요소(representative volume element, RVE)에
대한 균질화 해석을 수행해야 한다. 따라서, 상당히 많은 해
석 시간과 데이터 저장 공간을 필요로 하게 된다. 이러한 FE2

의 효율성을 향상시키기 위해 적합직교분해기법[10-12]과
인공신경망[13,14] 등의 방법을 활용한 연구들이 활발하게
진행되고 있다. 그러나, 여전히 FE2 해석은 계산 시간이 많
이 소요되거나 어느 정도의 정확도를 포기해야 하는 부담
이 있다. 이러한 문제를 대처하기 위해 가장 효과적인 접근
방식 중 하나로 거시 문제와 미시 문제의 분리(decoupling)
에 대한 필요성이 제기되고 있다[15]. 따라서, 계산 효율성
을 향상시키기 위해서는 거시 스케일에서의 경계치 문제
와 미시 스케일에서의 경계치 문제를 독립적으로 해결할
필요가 있고, 새로운 패러다임의 전산역학 기술이 요구되
고 있다.
데이터 기반 전산역학(data-driven computational mechanics,

DDCM) [16-22]은 컴퓨팅 패러다임의 중요한 기술 중 하나
로 주목받고 있다. DDCM은 미리 대량의 변형률-응력 데
이터베이스를 구축하고, 이를 활용하여 거시 경계치 문제
의 평형방정식과 적합방정식을 가장 잘 만족하는 데이터
를 선택하여 모든 적분점에 매핑(mapping)하는 해석 시뮬
레이션 기술이다. Hu는 데이터 기반 시뮬레이션을 활용하
여, 유한요소 균질화 데이터베이스를 이용한 데이터 기반
멀티스케일 유한요소(data-driven FE2) 방법을 개발하였다
[15]. 거시와 미시 경계치 문제를 동시에 해결할 필요없이
미시적 오프라인 컴퓨팅(microscopic offline computing)과
거시적 온라인 컴퓨팅(macroscopic online computing) 과정
을 각각 수행함으로써 데이터 기반 멀티스케일 해석을 구
현할 수 있음을 확인하였다. 또한, 비교적 높은 계산 효율
성과 정확성을 보여주었으며, 이를 통해 기존의 FE2 기법
과 비교하여 개선되었다는 결론이 보고되었다. 그러나 미
시적 오프라인 컴퓨팅 과정에서 사전 정보(prior information)

없이 유한요소 균질화 데이터베이스를 방대하게 생성하는
것은 효율적이지 않으며, 여전히 연구되어야 할 부분으로
남아있다.
본 연구에서는 평균장 균질화(mean-field homogenization)
기법을 사용하여 변형률-응력 데이터베이스를 효율적으로
구축하고, 이를 활용한 데이터 기반 멀티스케일 해석을 수
행하고자 한다. 균질화 데이터베이스를 구축하기 위한 방
법으로, 대표 체적 요소에 대한 유한요소 기반 균질화 작업
은 시간이 많이 소요되는 단점이 있다. 그러나 평균장 균질
화 기법[23-25]은 강화재를 포함하는 복합재의 기계적 물
성을 효율적으로 예측하는 방법으로 알려져 있으며, 특히
체적분율이 낮은 복합재료에 대해서는 높은 정확성을 보
이고 있다. 본 논문에서는 초탄성 복합재에 대해 평균장 균
질화 기법을 적용하여 데이터베이스를 효율적으로 생성하
고, 균질화 데이터베이스를 토대로 데이터 기반 전산역학
시뮬레이션을 수행하여 결과를 확인하였다. 최종적으로, 데
이터 기반 멀티스케일 프레임워크는 FE2 효율을 보다 증가
시켜 다양한 복합재료 및 구조 시스템을 해석하기 위한 기
술로 발전할 것으로 기대된다.

2. 데이터 기반 멀티스케일 해석

2.1 평균장 균질화

본 연구에서는 Mori-Tanaka (M-T) 방법을 활용하여 복합
재의 유효 재료 거동을 도출하였다. 구체적으로, 주어진 거
시 변형률 E에 대해, 거시 응력 Σ를 계산하였으며, 본 연구
에서 사용한 초탄성 복합재에 대한 균질화 이론은 참고문
헌에 자세하게 소개되어 있다[25]. 
초탄성 거동 모사를 위한 재료 모델로 무니리블린 모델

(Mooney-Rivlin model)을 사용하였다. 초탄성 재료 모델은
변형률 에너지 밀도를 변형 구배 텐서를 이용하여 스칼라
함수로 표현된다. 변형 구배 텐서는 주 신장률(principle

Fig. 1. Mean field homogenization-based data-driven computing
framework Fig. 2. Cook’s membrane FE model 
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stretch)에 의한 불변량(invariant)을 활용하여 표현이 가능
하다. 변형률 에너지 밀도 W 식은 다음과 같다. 

(1)

 (2)

무니리블린 모델은 W1인 왜곡(distortion) 변형 에너지 밀
도와 W2인 체적(volumetric) 변형 에너지밀도로 이루어져
압축성 모델로 사용할 수 있다. 여기서 , , J는 주 신장
률에 의한 불변량을 나타낸다. 재료 물성인 C10, C01은 전단
계수, D1은 체적 탄성 계수의 의미로 표현된다. D1이 0인 경
우 비압축성 재료로 간주할 수 있다. 
복합재의 모재(matrix)는 초탄성 재료를, 첨가재(inclusion)
는 탄성 재료로 구성하였다. DIGIMAT software는 첨가재의
체적비, 방향, 형상 등의 변수를 고려하고, 평균장 균질화
를 활용하여 복합재료의 등가 물성을 계산함으로써 복합
재료의 거동을 파악할 수 있다. 이를 통해, 미세 구조의 물
성을 기반으로 하여 복합 재료의 거시적 성능을 빠르게 예
측할 수 있었다.

2.2 데이터 기반 전산 역학 

거리 최소화 알고리즘 기반 데이터 기반 전산 역학(data-
driven computational mechanics, DDCM)은 해석적 함수 형
태의 구성방정식을 활용하지 않고, 변형률-응력 데이터 베
이스를 직접적으로 사용하는 역학적 해석 방법이다[16]. 이
방법은 이산적인 응력과 변형률 데이터 중, 거시 구조의 적
합 방정식과 평형 방정식을 가장 잘 만족하는 데이터를 찾
는 최적화 알고리즘에 기반한다. 여기서, 거리 최소화 알고
리즘은 데이터 셋 내에서 특정한 제약 조건 또는 목표를 고
려하여 거리를 최적화하기 위한 솔루션을 찾는 것을 목표
로 한다[16-22,26,27]. 본 연구에서는 DDCM 기법을 거시 경
계치 문제 해석에 사용하였고, 그 과정에서 해석적 함수에
기반한 구성방정식 모델링 없이, 재료 거동 데이터베이스
를 직접적으로 사용하였다. 이러한 접근을 통해, 재료 거동
의 해석적 함수 기반의 모델링으로 인한 오류를 줄일 수 있었다.
다음과 같은 전역적인 페널티 함수 Φ를 통해 데이터베
이스 D 내에서 가장 적합한 변형률-응력 데이터를 선택하

였다. 적합방정식 및 평형 방정식의 제약조건 셋(E, Σ )과 데
이터 셋(E′, Σ ′) 사이의 거리 최소화 문제를 다음과 같이 공
식화할 수 있다. 

(3)

여기서 Ω는 거시적 영역이고 는 변형률-응력 공간의 거
리를 정의하기 위해 도입된 텐서이다. 데이터베이스 D 내
에 있는 변형률-응력 데이터 중에서, 제약조건 셋과 가장
가까운 데이터를 식 (3)을 이용하여 거리 최소화 문제를 계
산하고, 이를 통해 적절한 데이터 셋을 찾아가도록 한다.
즉, 거리 최소화 알고리즘 기반 DDCM의 목적 함수는 적
합방정식 및 평형방정식의 제약 조건을 만족시키면서 사
전에 구축한 변형률-응력 데이터베이스 안에서 가장 적절
한 변형률-응력 해를 찾는 것이다. 적합방정식과 평형방정
식은 다음과 같이 표현할 수 있다.

 (4)

(5)

여기서 계수 B는 변형률-변위 관계를 나타내는 텐서이고,
는 하중 경계, 는 적용된 힘을 나타낸다. 적합방정식

과 평형방정식을 제약 조건으로 부여하고, 이를 가장 잘 만
족하는 변형률-응력 데이터를 찾기 위한 함수는 다음과 같
이 정의할 수 있다.

(6)

여기서 η는 라그랑주 승수이며, 편미분을 통해 다음과 같
은 식을 유도할 수 있다.

 (7a)

 (7b)

 (7c)

여기서 (E*, Σ*)는 거시 구조의 유한요소 적분점 별 최적 변
형률-응력 해를 의미한다. 이 최적해는 다음과 같은 조건
을 만족한다. 

(8)

여기서 (E′, Σ ′)는 데이터베이스 D에 존재하는 임의의 변형
률-응력 데이터 포인트이다. 라그랑주 승수법을 통해 유도
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Table 1. Mechanical properties of inclusion and matrix of a com-
posite 

Phase Model
Young’s 

modulus 
(GPa)

Poisson’s 
ratio

Inclusion Elastic 74 0.3
Phase Model C10 (MPa) C01 (MPa) D1 (Pa-1)
Matrix Mooney-Rivlin -280 400 1.6667·10-9
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한 방정식은 다음과 같이 표현된다.

 (9a)

(9b)

여기서 식 (9a)와 식 (9b)의 해인 k번째 스텝의 변위 u(k)와

라그랑주 승수 η(k)를 식 (4)와 식 (7b)에 대입하여 k번째 스
텝의 변형률과 응력 집합(E(k), Σ(k))을 얻을 수 있다. 여기서
(E(k), Σ(k))는 반드시 사전에 구축한 데이터 베이스 D 내에
존재하는 변형률-응력 데이터 포인트는 아니며, 데이터 베
이스 D 내에 있는 변형률-응력 데이터 중에, (E(k), Σ(k))에 가
장 가까운 데이터를 계산하여, (E*(k+1), Σ*(k+1))로 정의한다.
이 과정을 변형률-응력 해가 수렴할 때까지 반복한다.

3. 결과 및 토의

본 장에서는 Fig. 1과 같이, 평균장 균질화 이론을 활용하
여 초탄성 복합재 데이터를 구축하고 데이터 기반 전산 역

학 해석을 수행하였다. 데이터를 직접적으로 사용하여 유
한요소를 풀어내기 위해서는 충분한 정확성 확보를 위해
많은 양의 데이터베이스가 필요로 한다. 해석적 함수 형태
의 구성방정식 없이 변형률-응력 관계를 데이터베이스를
통해 대체하는 경우, 충분한 데이터가 없으면 해석에 오차
가 크게 발생할 수 있다. 충분한 데이터베이스를 효율적으
로 구축하기 위해, 평균장 균질화 이론을 적용하여 거시 거
동 데이터베이스를 생성할 수 있었다.
강화재의 체적 분율은 0.2018로 가정하였으며, 복합재 구
성성분의 물성은 Table 1에 기재하였습니다. 거시 변형률
범위는[-3∙10-2≤E11≤3∙10-2, -3∙10-2≤E22≤3∙10-2, -3∙10-2≤E12

≤3∙10-2]로 평균장 균질화를 사용하여 각 변형률 범위 안에
서 1250개의 변형률-응력 선도 데이터를 생성하여 데이터
베이스를 구축하였다.

Fig. 2의 문제를 유한요소로 활용하여 풀기 위해, Fig. 3과
같이 1260개의 요소와 1333개의 노드로 이루어진 1 mm 두
께의 2D 평면 변형률 유한요소 모델을 구성하였다. 왼쪽면
을 고정하기 위한 변위경계조건을 부여하고 오른쪽 면에
서는 Y축 방향으로 힘을 가하였다. 유한요소 모델링을 위
해서 ABAQUS를 통해 4절점 하이브리드 선형 사각형 요소
(CPE4H)를 사용하였다. 

2.2장의 전체적인 데이터 기반 컴퓨팅 과정은 MATLAB
in-house 코드로 진행하였고, ABAQUS 서브루틴의 SIGINI
함수를 이용한 응력 매핑을 통해서 DDCM 프레임워크를
구현시켰다[22]. 그 결과 Fig. 3을 보면, 초탄성 복합재의 미
시 스케일을 고려한 거시 구조문제의 von Mises 응력 분포
를 확인할 수 있다. 데이터 기반 시뮬레이션 결과와 기존 FE2

해석 결과를 Fig. 4를 통해 정량적으로 비교하였다. Fig. 4의
결정계수(R2)는 정량적으로 데이터 기반 시뮬레이션 결과
가 기존 FE2결과와의 적합도를 가리키는 지표로, 값 범위
는 0부터 1까지가 되며, 1에 가까울 수록 더 정확하다는 것
을 의미한다. 계산 결과 R2는 0.9776로 정확성이 높음을 확

*
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Fig. 3. Distribution of macroscopic von Mises stress: (a) classical
FE2; (b) data-driven computing simulation based on the
MF data 

Fig. 4. Comparison of stress distribution between DDCM Based
on MF Data and classical FE2
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인하였다.
총 소요 시간은 i9-10900K CPU @ 3.70GHz 프로세서 기준
으로 미시적 오프라인 컴퓨팅에서 데이터베이스 생성은 약
30분, 거시적 온라인 컴퓨팅에서 데이터 기반 컴퓨팅 시뮬
레이션은 약 10분 정도 소요되었다. 이때, 평균장 균질화 기
법을 이용하여 계산할 경우 약 0.076초가 소요된다. 이는 빠
른 계산 속도를 가지며, 미시적 오프라인 컴퓨팅을 효율적
으로 수행할 수 있었다. 또한, 미시적 오프라인 컴퓨팅 과
정을 통해 데이터베이스를 구축하면, 이후에도 거시 구조
의 경계 조건 및 하중 조건이 변화하더라도 사전에 구축한
데이터베이스를 지속적으로 활용할 수 있다. 이러한 제안
된 기법을 통해, 멀티스케일 문제를 효율적으로 해결할 수
있었다.

4. 결 론

본 연구에서는 멀티스케일 해석을 위해 평균장 균질화
데이터 기반 전산 시뮬레이션을 제시하였다. 개발된 멀티
스케일 해석 프레임워크는 미시적 오프라인 컴퓨팅과 거
시적 온라인 컴퓨팅으로 분리하여 멀티스케일 분석을 수
행하였다. 구체적으로, 오프라인 컴퓨팅에서는 비선형 균
질화 데이터를 미리 생성하는 작업을 진행하였다. 초탄성
복합재의 2상을 고려한 미시 경계치 문제는 평균장 균질화
이론을 통해 효율적으로 계산하여 데이터베이스를 구축할
수 있었다. 그 다음, 거시적 온라인 컴퓨팅은 미리 생성한
균질화 데이터베이스를 기반으로 한 데이터 기반 컴퓨팅
에 의해 구조의 모든 적분점에 적절한 변형률-응력 데이터
셋을 할당하면서 시뮬레이션 결과를 도출할 수 있었다. 따
라서, 데이터 기반 멀티스케일 프레임워크를 활용하여 FE2

의 효율성을 향상시키고, 이를 통해 복합재료 및 구조 시스
템의 해석을 성공적으로 수행하였다.

 향후 연구에서는 멀티스케일 해석 문제에 대해 탄소성
(elastoplasticity) 및 점탄성(viscoelasticity) 모델과 같은 역사
종속적 (history-dependent) 재료 거동을 포함하는 방식으로
접근법을 확장할 것이다.
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